Ubungsblatt 07

Funktionentheorie, Sommersemester 2010

Woche: 14. Juni — 18. Juni 2010
Abgabe: spéatestens Freitag, 11. Juni 2010, 10:00 Uhr
in die Box ”Funktionentheorie” im Gebaude L1

Aufgabe 1

1. Essei f: B%(z0)\{z0} — C holomorph mit Laurentreihenentwicklung f(z) =
Y nez @n(z — 20)". Zeigen Sie, dass [ in zp genau dann
e cine hebbare Singularitdat hat, wenn a, = 0 fir alle n < 0,
e cin Pol der Ordnung £ hat, wenn a_j # 0 und a, = 0 fir alle n < —k,
e cine wesentliche Singularitat hat, wenn a,, # 0 fiir unendlich viele n < 0.
2. Gegeben sei G C C offen und M(G,C) sei die Menge aller meromorpher

Funktionen auf G. Zeigen Sie, dass M(G,C) ein Kérper bzgl. Addition und
Multiplikation ist.

3. Weiters sei zyp € G, f € M(G,C) eine meromorphe Abbildung und v,, =
V., (f) € Z die Ordnung von f in zo (d.h. f(2) = (z—20)"*0g(z) mit g(z) # 0).
Zeigen Sie, dass die Abbildung

Vz - (M(G7 C)7 ) - (Zv +)7f = VZO(f)

ein abelscher Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgabe 2 Sind folgende Funktionen meromorph auf C? Bestimmen Sie die Lage
der Nullstellen, der Pole bzw. der wesentlichen Singularitaten.

1. f(2) = tan(z2),

2. f(2) = dng

3. 1(2) = o,

1

4. f(z) =er+=?

Aufgabe 3 Fiir die auf C meromorphe Abbildung
2z —1
(z—1)(z—2)

bestimme man die Laurentreihenentwicklung um den Pol bei z = 2 fiir

£2) =

1. 0<|z—2| <1,

2. 1< |z—-2| <2,



3. |z —2]>2.
Hinweis: Verwenden Sie eine Partialbruchzerlegung.

Aufgabe 4

1. Bestimmen Sie alle ganzen Abbildungen f(z), die auf der Menge {z € C | z =
log(1 —1/n),n € N,n > 1} durch folgende Werte gegeben sind:

n?—n+1/2
n2—n

F(log(1 — 1/n)) =

2. Gegeben diese ganze Funktion, bestimmen Sie alle ganzen Abbildungen ¢(z),
sodass f(z) — g(z) ein lokales Maximum im Ursprung hat.
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