Ubungsblatt 03

Funktionentheorie, Sommersemester 2010

Woche: 10. Mai — 14. Mai 2010
Abgabe: spétestens Freitag, 7. Mai 2010, 10:00 Uhr
in die Box ”Funktionentheorie” im Gebaude L1

Aufgabe 1 Bestimmen Sie die Punktmengen in C, in denen die folgenden Funk-
tionen komplex differenzierbar sind, und berechnen Sie dort — falls nicht leer — die

Ableitung f'(z2).
1. f(z) = z, (Priifen Sie hier direkt, ob der definierende Limes fiir f'(zy) existiert.)
2. f(2) = ®22 und f(z) = <=, (wobei f(0) := lim,_o f(2) falls der Grenzwert
in C existiert)

3 2z—1
t 233224220

4. f(z) = 2t + dixPy + 62%y* + dizy® + y*.

Aufgabe 2 Gegeben sei eine Abbildung f : U — C, mit U offen, die an z, €
U komplex differenzierbar sei und f’(zy) # 0. Als reell differenzierbare Funktion
existiert fiir f in einer Umgebung D von wy = f(zo) eine reell differenzierbare
Umkehrfunktion g = f~'. Zeigen Sie, dass g(w) im Punkt wy = f(zp) komplex
differenzierbar ist und fiir die Ableitung gilt:

g (wo) = 1/f"(20) fir wo = f(20).

Aufgabe 3 FEiner invertierbaren komplexen 2 x 2-Matrix
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zugeordnet werden. In C wurde ein Punkt im unendlichen hinzugefiigt, C = C U
{oo}. Die Abbildung wird wie folgt erweitert: Fiir ¢ # 0 gilt fa(oco) = a/c und

fa(—=%) = oo, und fiir ¢ = 0 gilt fa(c0) = oco. Holomorphe Abbildungen dieser
Form werden Mobiustransformationen genannt.

e Zeigen Sie, dass die Abbildung A +— f4 ein Gruppenhomomorphismus von der
(nichtkommutativen) Gruppe der invertierbaren 2 x 2-Matrizen in die Gruppe
der Mobiustransformationen ist. In letzterer ist das Produkt die Komposition
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e Zeigen Sie, dass eine Multiplikation von A mit einer nicht-verschwindenden
komplexen Zahl A\ die zugeordnete Mobiustransformation nicht andert.
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Aufgabe 4 Injektive, holomorphe Abbildungen f : U — C, mit U offen und
f'(z) # 0 in U sind winkel- und orientierungstreu, d.h. konform. Verifizieren sie
dies anhand der Mobiustransformationen aus Aufgabe 3 (¢ # 0):

(a) Zeigen Sie, dass die im Punkt —d/c zentrierten Kreise durch die Abbildung
fa wieder in Kreise abgebildet werden.

(b) Zeigen Sie, dass Geraden durch den Punkt —d/c in Geraden abgebildet werden.
Eine spezielle Mobiustransformation, die Cayley Transformation, f : H — E mit
Z—1
zZ+1

bildet die obere Halbebene H = {z € C | Imz > 0} in die Einheitskreisscheibe
E={ze€C||z| <1} ab.
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e Zeigen Sie, dass der Rand von H tatsachlich auf den Rand von E abgebildet
wird.

e [llustrieren Sie die Punkte (a) und (b) anhand der Cayley Transformation in
der Gauflschen Zahlenebene.



