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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei F' € Endg (V) und B = (v;)i=1

—1....n eine Basis des K-Vektorraumes
V. Firi=1,...,n, definiere man

yeeey

Vi = Spang (v1, ..., vi).

Zeigen Sie: Die Matrix MJ(F) ist genau dann eine obere Dreiecksmatrix, wenn F(V;) C V; fiir
alle i € {1,...,n}.

Losung 1. Sei A = ME(F).
Da F(v;) = Y., ai;jv; erhalten wir genau dann a;; = 0,7 > j, wenn F(v;) = Y_7_, a;jv; € Vj.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei

17 1 0 | 0 0 | ©
0 17 1 | 0 0 | 0
0 0 17 | 0 0 | 0
A=109 0 o | 17 1 | 0
0 0 0 | 0 17 | 0
0 0 0 | 0 0 | 17

Bestimmen Sie fiir alle A € R und fiir alle n € N
ker((A — Xlg)").
Lésung 2. Fiir A # 17 ist det((A —A1d)™) = ((17—X)%)™ # 0 fiir alle n, also ist ker(A —\1d)" =

{0}.
Fir A =17 ist
0101] 0070
0011] 0070
0001 0070
(A_17Id):000|01|0’
0001 0070
0001 0070
also ist
ker(A — 171d) = Span{e, eq,es} .
Da

001 1] 00710

o
o
o
o
o

(A—171d)% =




ist
ker(A — 171d)? = Span{ei, ez, e4, €5, €6}
und (A — 171d)3 = (A — 171d)* = 0 gibt ker(A — 171d)* = RS fiir alle k£ > 3.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K
und V=U; @ U @ --- P U, eine fiir f invariante direkte Zerlegung von V in Untervektorriume
Ui,Us,..., U, von V, d.h. f|y, € End(U;) = Homg (U;, U;) fiir i = 1,2,...,r. Man zeige fiir die
charakteristischen Polynome py von f, bzw. ps|,, von fly,

T
pr=[]ps0,-
=1

Losung 3. Firi=1,...,r sei B; = {ugi), o ,u,(;)} Basis von U; (k; = dim(U;)).
= B = J B, ist eine Basis von V (n = dim(V) = }_ k;).
j i=1

=1

UI): EMatK(klka)fuI"L:L,T
RO
i71 k.7 .

mj

Sei M; == MSi(f

Dannist firi=1,...,r,j=1,...,k;

ki
) = Flo. @) = 3" miuf?,
=1
also
M, 0 0
Mme=mf(n=| 0 M :
0
0 0 M,
also
pr(A) = det(f — Aid) = det(M — AL,)
My — A, 0 e 0
~ det 0 My — M,
; : 0
0 e 0 M, — A\,
= det(M1 — /\Ikl) det(MQ — )\Ik2) .- 'det(MT — )\Ikr)
= H Prlu,;-
i=1
Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei A € Matg(n X n). Zeigen Sie:
1. Die Menge
Y1
L={y=| 1 ||y :R— R differenzierbar ,y" = Ay}



der Losungen der Differentialgleichung y’ = Ay ist ein Untervektorraum des R—Vektorraumes
der differenzierbaren Funktionen

Y1
D={y= | ||y :R— R differenzierbar} .

Yn

2. Ist y(t) = eMv € £, A € R,v € R", eine von Null verschiedene Losung der Differentialglei-
chung

y'(t) = Ay(t) ,
dann ist v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert .

3. Die Losungen y;(t) = eMlyy, .. Syk(t) = ey, A € R,v; € R™, sind genau dann linear

unabhéingig in £, wenn (v1,...,vx) linear unabhéngig in R™ sind.
Losung 4. Seien y, ¢y € L. Dann gilt
W+9) =y +7§ =Ay+ A5 =A(y +7)

sowie
(A\y) =Xy = My = A(\y) .

Auflerdem ist y = 0 € £ also ist £ ein Unterraum von D.

Sei y = e**v, dann gilt genau dann
Y = Nev = Ay,

wenn Aet*v = ef* Av. Da et # 0, ist das dquivalent zu Av = \v. Da y eine nichtverschwindende
Losung ist, ist v # 0 also ein Eigenvektor zum Eigenwert \.

Seien (v;) linear unabhéngig und
> wiyi(t) =0,

Dann ist insbesondere fiir t = 0 auch
0= Z pieiv; = Zﬂivz‘
und da v; linear unabhéngig sind, ist u; = 0. Also sind (y;) linear unabhéngig.
Umgekehrt kénnen (v;) nur linear abhéngig sein, wenn es ¢, j1,...,5; € {1,...,k},i # jm, gibt mit

)\i = )‘jm und
V; = Z,umvjm .

Dies folgt, da (v;) Eigenvektoren sind, und Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear
unabhéngig sind. Dann ist aber

ottt . 3 _ . .
Yyi=¢ vy =¢€ § My Vjrn = § Hjr Yim

und (y;) sind ebenfalls linear abhéngig.



