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Lineare Algebra II, Losungshinweise Blatt 7

Aufgabe 1 (4 Punkte). Fiir A € Matg(n x n) sei
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Zeigen Sie:
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2. Ist A diagonalisierbar, so gilt
det(e?) = et 4
Losung 1. Da
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Ist A diagonalisierbar, dann existiert eine Diagonalmatrix D = O - : und ein
: -0
0 -+ 0 M\
invertierbares P mit A = PDP~'. Daher ist A" = PD"P~" und e* = PeP P~!. Damit gilt
dete? = det(PePP~1) =det Pdete? det P~ = det e
= M. . et =ehitthn
—  trD _ tr(PDPTY) _ trA

)

da tr(AB) = tr(BA) und damit tr(PDP~1) = tr(PP~'D) = tr D.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Diagonalisieren Sie die Matrizen

00000

12 1 5 -3 9 10001
A=|02 1], A=[0 8 0], 4;=]01 0 0 0],
00 -1 3 3 -1 00100
00010

d.h. geben Sie Diagonalmatrizen D; und invertierbare Matrizen P; an mit A; = PiDiPi_l, und
verifizieren Sie, dass A; = PiDiPZ—_1 gilt.

Loésung 2.

2 0 0 2 -1 1 o 1 &

Dl_(O -1 0|,P=(1 -2 0),P/'=10 0 %
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8 0 0 3 -1 -1 (1 11

Dy=10 8 0 ]|.,PB=|0 1 0 ,P;l_Z 0 4 0
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-1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 1
0O 2 0 0 O -1 —i ¢ 1 0 1 1 i -1 —i 1
Ds=|0 0 —i 0 0f,s=]1 -1 -1 1 0 ,PglzZ 1 —i -1 i 1
0 0 0 10 -1 4 —i 1 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 -4 0 0 0 0

Aufgabe 3 (4 Punkte). Sei A € Matg(n x n). Zeigen Sie:
Ist A\ = 2 + iy € C ein Eigenwert von A, so ist auch A = 2 — iy ein Eigenwert von A.

Folgern Sie, dass jede lineare Abbildung F : R?* — R3? eine Fixgerade hat, dass heifit, es gibt eine
Gerade G C R? mit F(G) C G.

Losung 3. Das charakteristische Polynom einer reellen Matrix A € Matg(n x n) ist von der Form
P(A) = (=N)" +an-1(=\)""1 +... 4 ag, wobei a; € R. Wie bereits in der LA 1 gezeigt, heifit das,
dass fiir p(\) = 0 auch

PA) = (A" + a1 (=N"""+ .. H+ao=(-N"+ a1 (-N)""T+.. . +a=0

gilt. Also ist A ein Eigenwert, falls \ ein Eigenwert ist.



Sei also F': R® — R3 linear. Dann ist das charakteristische Polynom von F gegeben durch
p(A) = —A% 4+ aga +aiA + ag

und hat mindestens eine reelle Nullstelle )\, da komplexe Nullstellen paarweise auftreten. Sei v # 0
ein Eigenvektor beziiglich Ag und G = Spang(v) die Gerade, die von v aufgespannt wird. Dann
gilt fiir alle w € G: w = vp mit p € R, und also

F(w):F(vp):F(v)p:vMEG.
€R

Also ist G eine Fixgerade von F.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei A € Matg(2 x 2). Zeigen Sie:
1. det(A — Al) = A2 — tr(A)\ + det(A).
2. det(A) = $((tr A)? — tr(A?)).

Losung 4. Sei A = (CCL Z), dann ist

det(A — M) = (a—AN)(d—)) —bc= )2 — (a+ d)X + ad — bc

Da det A = ad — be sowie tr A = a + d folgt die erste Behauptung.

2
2 (a*+bc *
A_( * d2+bc>’

(tr(A))? — tr(A%) = (a + d)* — (a® + d* + 2bc) = 2(ad — be) = 2det A

Auflerdem ist

so dass



