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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und
F € End(V), sowie A\ € K. Zeigen Sie: Es gilt genau dann F = A\Id, wenn jeder von Null
verschiedene Vektor v € V'\ {0} ein Eigenvektor von F' zum Eigenwert A ist.

Losung 1. 7=" Falls F' = A1d, dann ist F'v = )\ fiir alle v € V, also ist v # 0 ein Eigenvektor.
7<= Fiir v # 0 gilt F(v) = v = (AId)v, sowie F(0) = 0 = A1d(0), also gilt F'(v) = AId(v), also
ist F' = \1d.

Die obige Aufgabenstellung war natiirlich ein Tippfehler. Hier die Aufgabe, wie sie
hitte sein solllen:

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K und
F € End(V), sowie A € K. Zeigen Sie: Es gilt genau dann F = A\Id, wenn jeder von Null
verschiedene Vektor v € V'\ {0} ein Eigenvektor von F' ist.

Losung 2. 7=" Falls F' = A1d, dann ist F'v = )\ fiir alle v € V, also ist v # 0 ein Eigenvektor.
7«=" Falls dimV = 1, dann ist F(v) = Mv fiir jeden von null verschiedenen Vektor, aber auch
F(0) =0, also ist F' = AId. Fiir dimV > 2 seien v, w # 0 linear unabhéngig. Da v, w sowie v + w
Eigenvektoren sind, existieren A, u, v € K mit

F(v) =M, F(w) = pw, Flv+w) =v(v+w).

Da F linear ist, gilt also
viv+w)=F(v+w) =+ pw,

also
v—ANv=(p—-—rw.

Da (v, w) linear unabhéingig und beide # 0 sind, folgt
V=A=L

Mit anderen Worten: Alle Eigenvektoren sind Eigenvektoren zum selben Eigenwert . Da aber eine
beliebige Basis (v;) von V eine Basis aus Eigenvektoren ist, folgt aus F(v;) = Av;, dass F = A1d.

Aufgabe 3. Fiir A € Matg(n x n) mit A = (a,;) ist die Spur definiert durch

n
tI‘A = Zaii .
=1

1. Welche der folgenden Mengen sind Untergruppen von GL,(R)? (Begriindung!)

(a) {A € Matg(n xn)|detA=1}

(b) {A € Matg(n x n) | |det A| =1}

(c) {A € Matg(n x n) | det A =—1}
(

(d) {A € Matg(n xn) | tr A= 0}

2. Welche der folgenden Mengen sind Untervektorrdume von Matg(n x n)? (Begriindung!)



(a) {A € Matg(n xn)|detA=1}
(b) {A € Matg(n xn) | tr A =1}
(c) {A € Matg(n xn) | det A =—1}
(d) {A € Matg(n x n) | tr A =0}

Losung 3. 1. {A|det A =1} = SL,(R) ist, wie schon frither gezeigt, eine Gruppe.

G = {A]|det A| = 1} ist eine Gruppe, da I € G und somit G # (). AuBerdem
A,BeG = |det(AB)| = |det A||det B|=1 — ABe€ G
und

1

— =1 A7l eq.
fdeta] LT A €C

AcG = |detA™ Y =
H = {A|det A= —1} ist keine Gruppe, da Id ¢ H.

H = {A|tr A =0} ist keine Gruppe, da Id ¢ H. Aulerdem ist H auch keine Teilmenge von
GL,(R), da die Nullmatrix in H ist, aber natiirlich nicht invertierbar ist.

2. U ={A| det A = 1} ist kein Untervektorraum, da 0 ¢ U. Genauso fiir U = {A | tr A =
1}, U={A|det A= —1}.

U={A|tr A=0} ist ein Unterraum:

0elU = U #0.

ABeU = tr(A+B) =) (A+B)i =Y Ai+Y Bi=trA+trB=0 = A+BcU
1=1 =1 =1
A€UNER = (M) =) (M) =AD A =AtrA=0 = MeU.
i=1 i=1

Aufgabe 4 (4 Punkte). Die beiden Endomorphismen f,g : R* — R* sowie h : R? — R3 seien
beziiglich der Standardbasen des R* bzw. des R3 durch die Matrizen

3 4 -9 -2 4 -1 1 -2
7 8 11 4 2 3 -1 2
M(f) = 9 9 o o | MW= g 4, o 3
9 -9 1 -7 0 0 0 2
2 1 0
M(h) = 1 3 —1
12 1

gegeben. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von f, g und h.

Loésung 4. A € R ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn es ein v € R* v # 0, gibt mit
(M(f) — AM)v = 0. Da der 0-Vektor immer eine Losung dieses Gleichungssystem ist, ist also zu
untersuchen, wann die Losung des Gleichungssystems nicht eindeutig ist, d.h. wann det(M(f) —
AI) = 0 ist. Hier ist det(M(f) — M) = M 4+2X3 = 7TA2 —=8A+12= (A +3)(A +2)(A = 1)(A = 2),
f hat also die Eigenwerte —3, —2, 1 und 2. Um die zugehorigen Eigenriume zu bestimmen muss



man das Gleichungssystem (M (f) — Al)z = 0, z € R? fiir die verschiedenen Eigenwerte A losen.

Wendet man den Gaussalgorithmus fiir A = —3 an, so erhélt man:
29 + 323
24 — 4z3
0 -4 -9 -2 0 23 1 5 20 -2 0
7 11 11 4 0 21 -1 -1 —-11 4 0
((M())+30) 0)=1 5 5 3 _9 ¢ ~ -2 -2 3 -2 0
-9 -9 1 -5 0 0 -4 -9 -2 0
Z1 Z1
2o+ 21 z2
zzt2n (1 5 20 -2 0\ #-22 /1 5 20 -2 0
iﬁ 0o 4 9 2 0 24;’;22 0 4 9 2 0
0 8 43 -6 0 0 0 25 —10 O
0 -4 -9 -2 0 0 0 O 0 0
5
Ablesen einer Losung liefert mit _27 einen Erzeuger des Eigenraums zum Eigenwert —3.
5
3
Analog erhiilt man fir A = —2 den Eigenraum Span{ _14 }, fir A = 1 den Eigenraum
2
-1 2
Span{ (1) } und fiir A = 2 den Eigenraum Span{ _03 }.
0 1

Analoges Vorgehen mit g liefert det(M (g) — M) = A* — 723 + 182 — 20\ + 8 = (A — 2)3(\ — 1),
die Eigenwerte von ¢ sind also 1 und 2. Fiir A = 2 erhiilt man mit dem Gaussalgorithmus

2 -1 1 -2 0 2 -1 1 -2 0
-2 1 -1 2 0 O 0 O 0 O
(Mlg)-21) 0)=1 o 4+ 4 5 o|~lo0o 0o 0o o o]
0 0 0 0 0 0O 0 0 0 O
1 1 1
der Eigenraum ist also Span{ (2) , _02 , 8 }.
0 0 1
Fiir A = 1 erhélt man
21
322+2Zl
3 -1 1 -2 0 323 + 821 3 -1 1 -2 0
-2 2 -1 2 0 24 0 4 -1 2 0
((M(g)—2I) 0)= 8 4 -3 8 0 e 0 4 -1 8 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
Z1 ,
z2
24 3 -1 1 -2 0
23 — 29 — 624 0 4 -1 2 0
~ 00 0 1 0
0 0 0 0 0



-1

1

s |F

0

Eigenvektoren v von h erfiillen (M (h) — AI)v = 0, wobei A € R der zugehorige Eigenwert ist. Da
nur v # 0 Eigenvektoren sind, der 0-Vektor aber das Gleichungssystem 1ost, sucht man also nach

A, fiir die das Gleichungssystem nicht eindeutig losbar ist, also nach A, fiir die det(M (h) —AI) =0
ist. Berechnung der Determinante liefert

und als Eigenraum ergibt sich Span{

2—-A 1 0
0 = det(M(h) — M) = det 1 3-x -1 =—(A—2)3,
1 2 1-A
01 0
also A = 2. Man muss also die Losungen von 1 1 —1 |v =0 bestimmen. Mit dem Gaus-
1 2 -1
salgorithmus erhélt man
2o
21
01 0 0Y\ , _ 11 -1 0 11 -1 0
3 %2
11 -1 0 ~ 01 0 0}~ 0T1T 0 0],
1 2 -1 0 01 0 O 00 0 O
1
also den Losungsraum Span{| 0 |}.
1
1
Der einzige Eigenwert von h ist 2 und der zugehorige Eigenraum Span{| 0 |}.
1

Insbesondere wird hier R? nicht durch die Eigenrdiume von g erzeugt, d.h. g ist nicht diagonali-
sierbar.

Aufgabe 5 (4 Punkte). Seien K ein Koérper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
fsg € Homg (V, V). Zeigen Sie:

{\ € K : X Eigenwert von fog} ={X € K : XA Eigenwert von go f}

Losung 5. “C* Ist 2 # 0 ein Eigenwert von fog, so gibt es ein v € V, v # 0, mit (fog)(v) = av.
Dann ist aber g(v) # 0, da £(0) = 0 # oo = f(g(v)) ist, und (g o f)(g(v) = 9((f  9)(v)) =
g(zv) = xg(v), also ist g(v) Eigenvektor von g o f mit Eigenwert .

Ist 0 ein Eigenwert von f o g, so gibt es ein v € V, v # 0, mit (f o g)(v) = 0. Ist dabei g(v) # 0,
so ist g(v) Eigenvektor von g o f mit Eigenwert 0, da (g o f)(g(v)) = g((f o g)(v)) = g(0) =0
ist. Ist g(v) = 0 und gibt es ein w € V mit v = f(w), so ist (g o f)(w) = g(f(w)) = g(v) = 0,
also w ein Eigenvektor von g o f mit Eigenwert 0. Gibt es kein solches w, so ist die Dimension
von f(V) kleiner als die Dimension von V' und nach der Dimensionsformel fiir f ( dim(V) =
dim(f(V)) + dim(Kern(f)) ) ist die Dimension des Kerns von f groéfler als 1, also gibt es ein
w eV, w+#0, mit f(w) =0, also ist (go f)(w) = g(f(w)) = ¢g(0) = 0 und w ist ein Eigenvektor
von g o f mit Eigenwert 0.

“D¢“ analog



