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Lineare Algebra II, Losungshinweise Blatt 5

(Determinanten)

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei
SL,(R) ={A € Matg(n x n) | det(A) =1},

und

O,(R) = {A € Matg(n xn) | det A #0, A"t ="A}.
Zeigen Sie:
1. Ist A € O, (R), dann ist det A € {1, —1}.
2. SL,(R) und O, (R) sind Gruppen beziiglich der Matrixmultiplikation.
3. Die Menge

SO, (R) = SL,(R)NO,(R) = {A € Matg(n xn) |det A=1,A"" =1A}
ist beziiglich der Matrixmultiplikation ebenfalls eine Gruppe.

Bemerkung: SL,(R) heifit die spezielle lineare Gruppe, O, (R) die orthogonale Gruppe und SO, (R)
die spezielle orthogonale Gruppe.

Losung 1. 1. Sei A € O,(R). Dann gilt A=t =*A, also

1
detA=det!A=det A ' = ——
¢ ¢ ¢ det A

Also ist (det A)? = 1 und da det A € R folgt also det A = +1.

2. In der Ubung wurde gezeigt, dass GL,(R) eine Gruppe ist, daher reicht es die Untergrup-
peneigenschaften nachzuweisen. Fiir A, B € SL,(R) gilt det A = det B = 1 und also auch

det(AB) =det Adet B=1,

und AB € SL,(R). Ausserdem ist A invertierbar, dadet A =1%0,unddet A™' = - =1
gibt somit A~ € SL,(R).

Genauso gilt fiir A, B € O,(R), dass 'A = A~1,'A = A~ und damit ist AB € O, (R), denn
YAB)='B'A=B'A7™' = (AB)™'.
Ferner ist
t(A—l) _ t(tA) — A= (A_l)_l,
so dass A7 € O, (R).

3. Wieder reicht es, die Untergruppeneigenschaften zu iiberpriifen: Fiir A, B € S0,(R) C
SL,(R) gilt wegen (2) AB € SL,(R) und A=! € SL,(R). Genauso ist aber auch
A,B € SO,(R) C O,(R) und wieder gilt mit (2) AB € 0,(R),A™! € O,(R). Damit
ist aber auch AB, A~ € SL,(R) N O,(R) = SO, (R).



Aufgabe 2. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und F' € End(V), sowie B = (v;)
eine Basis von V. Zeigen Sie, dass

det F := det M (F)
unabhingig von der Wahl der Basis B ist, d.h., falls A eine weitere Basis von V ist, dann ist
det M4 (F) = det M5(F).
Hinweis: iiberlegen Sie, wie M j\‘(F) und ME(F) miteinander zusammenhingen.
Losung 2. Ist Tj' die Transformationsmatrix von der Basis A nach B, dann ist (LA 1)
MAF) = (T8) " ME(F)T.
Damit ist
det MA(F) = det((Tg) *ME(F)Tg') = det((Tg") ™) det M (F) det T
1

= derg det ME(F) det T3 = det ME(F).

Aufgabe 3. Sei A : (a,b) — GL,(R) eine stetige Abbildung des offenen Intervalls (a,b) C R in die
Menge der invertierbaren Matrizen, d.h., falls A(¢) die Matrix mit Koeflizienten (A(t));; = ai;(t)
ist, dann sind die Abbildungen a;; : (a,b) — R stetig fiir alle ¢, =1,...,n.

Zeigen Sie: Die Abbildung
A7 (a,0) = GL,(R),t — (A(t))™?
ist stetig.

Loésung 3. Die Inverse ist gegeben durch

Ly

A
Y det A
mit ¢;; = —(1)"7 det Aj; und Aj; = Matrix, wo i-Zeile, j-Spalte gestrichten ist. Da

det A = Z SigNoa,(1),1---Gon,n

héingt det A(t) stetig von ¢ ab. Da die Koeffizienten der Matrix Aj; durch die Koeffiziente von A
gegeben sind, ist ¢ — Aj; stetig, und mit dem obigen Argument auch t — ¢;;(t) = (—1)"*7 det A};.
Insgesamt ist also t — Ai_jl(t) = m(tC(t))ij stetig fiir alle 4, j, also auch ¢t — A(t)~1.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Fiir n € N sei die Matrix M,, € Matg(n x n) gegeben durch

2 1 0 ...0
1 2 1
My=190 1 "~ .0

21
0 0 1 2

Bestimmen Sie det(M,,).

(Hinweis: Induktion iiber n, entwickeln Sie dabei nach der ersten Zeile oder Spalte. Im Indukti-
onsschritt wird die Induktionsannahme fiir n und n — 1 bendotigt.)



Losung 4. Zuerst bestimmt man det(M,,) fiir einige kleine n. Dabei erhilt man det(M;) = 2,
det(Mz) = 3 und det(Ms3) = 4. Dies fiihrt zur Induktionsannahme det(M,) = n + 1. Um das zu
zeigen entwickelt man det(M,, 1) nach der ersten Zeile. Man erhilt

2 1 0 0
1 2 1 :
det(Mn+1) = det 0 1 0
o201
0 0 1 2
141 0 0 ... 0
012 1 0 0
01 2 1
= 2det(M,) — det
00 1 0
o201
010 0o 1 2
€EMatR(nxn)

= 2det(M,) —det(M,—1)=2(n+1)—n=n+2.

Dabei wurde beim zweiten Mal nach der ersten Spalte entwickelt.

Insgesamt ist det(M,,) =n + 1 gezeigt.

Zusatzaufgabe 1 (4 Punkte). Seien n € N, z1, ..., 2, € R paarweise verschiedene reelle Zahlen
und
1 oz 22 ... x’ffi
1 @y 3 ... ay”
A, = L . 2, € Matg(n x n).
1z, 22 an—t

a) Bestimmen Sie den Rang von A,
b) Bestimmen Sie die Determinante von A,

(Hinweis: a) Zur Bestimmung des Ranges von A,, untersuche man die Spalten von A,, auf lineare
Unabhéngigkeit.

b) Die Determinante bestimmt man mittels Induktion {iber n. Dazu bringt man zuerst mittels
Zeilenumformungen die erste Spalte von A,, auf ¢(1,0,...,0). Dann entwickelt man nach der ersten
Spalte und verwendet die Linearitét in den Zeilen um die erste Spalte der iibriggebliebenen Matrix
wieder auf (1,...,1) zubringen. Danach kann man diese Matrix mit Spaltenumformungen auf die
Form von A,,_; bringen und kann dafiir die Induktionsannahme, die man durch Betrachtung der
im Induktionsschritt aufgetretenen Vorfaktoren und/oder durch Berechnen von det(A,,) fiir kleine
n erhilt, einsetzen.)

Losung 5. a) Die k-te Spalte von A4,, ist ay := t(ac]ffl, ;vgfl, o,k
n n—1
Ist > Ag—1ax =0, s0ist > /\kxf =0Vi=1,...,n.
k=1 k=0
n—1

Das Polynom p(z) = Y. Axz* hat also n Nullstellen, namlich zy,...,z,. Also ist p(z) = 0, also
k=0



A =0Vk=0,1,...,n— 1, also sind die Spalten von A,, linear unabhiingig, also hat A4, Rang n.

b) Man geht wie im Hinweis beschrieben vor. Dazu zieht man zuerst von den Zeilen 2 bis n jeweils
die erste Zeile ab.

2 n—1 2 n—1
1 = 2y ... = . 1 1 7 :fl X
1 xy 23 ... zy” 0 xo—x1 a3—22 ... ab -z}
. g
2 -1 2 2 -1 n—1
1 z, 25 ... z} 0 zp—21 x,—27 ... xT) —x)
Entwickeln nach der ersten Spalte liefert dann
2 2 .3 3 n—1 n—1
To—x1 x5—xy wH—ay ... x5 —a]
xy—x1 xf—a? xi-at ... a2t
det(A4,,) = det
T, —x1 a2 —a? ad -2 . Tl
Nun dividiert man die i-te Zeile der enstandenen Matrix durch ;11 — 21 #0,i=1,...,n— 1.
To — 2_ .2 .3_ .3 n—1 _ _n—1
9—T1 T5—X] X5 —T] ... T x]
x3—x1 w3 —ad xi—ad ... 2l —a!
Tp—m w2 -2 2 — a3 ant - gt
! 1=k S ko2—k =2 2-k
1 T1 Ty T1T5 TY T
k=0 k=0 k=0
L g1k k. 2—k " okon—2k
_ _ n_9_
13 afg T1T3 T1T3
~ k=0 k=0 k=0
L elok S ko2—k ko2
_ _ n—9_
1 Z L1y, Z L1y, L1y,
k=0 k=0 k=0
und
! 1=k ko2—k =2 2-k
_ _ n_9_
1> afxy > 11T > 11Ty
k=0 k=0 k=0
C S Ny oy 2—k
n - - n—ai—
1> zias > T} 173
det(An) = (JJ (2 — 21)) det k=0 k=0 k=0
i=2
L b1k e ko2—k 2k on—2—k
_ _ n_9_
1 Z LTy, lexn T1Ty
k=0 k=0 k=0

Dann zieht man nacheinander in der angegebenen Reihenfolge von der (n — 1)-ten Spalte z1 mal
die (n — 2)-te Spalte, von der (n — 2)-ten Spalte 21 mal die (n — 3)-te Spalte, ..., von der 3-ten
Spalte x1 mal die 2-te Spalte ab und von der 2-ten Spalte x; mal die erste Spalte ab.

Dabei ist der (i — 1)-te Eintrag (i = 2,...,n), wenn man von der j-ten Spalte (j =2,...,n—1)
z1 mal die (j — 1)-te Spalte abzieht, gegeben durch

jilk‘lk j72;€‘2k jilk‘lkj72k+1‘2k
J—1i— J—4— _ J—1i—= J—4—
> i —x1 ), T = > iz - >z
k=0 k=0 k=0 k=0
-1 ) -1 )
_ k j—1—Fk k,J—2—(k=1)
= L1 - L1
k=0 k=1
v A o 1—k
_ J— J—1i—= J—1i—
= x; + ) T - > T
k=1 k=1



Man hat also

1 2 n—2
1—k ko2—k k,n—2—k
LY afx, Y. TiT) Y. 71wy
k=0 k=0 k=0
1 2 —2
1 Eplok S phy 2k "E kon—2—k
x1x3 Ill'g leg
k=0 k=0 k=0
! ok S ko2—k "2k on—2—k
_ _ n—9—
1 Z 1Ty, Z 1Ty, Z 1Ty,
k=0 k=0 k=0
! 1ok~ ko2—k n=3 3—k 2
_ _ 3 _
1 p xi Ty kz xias il xh
=0 -0 =
L ik S k2—k "k n—s—k 2
_ _ n—3— _
L) afzy > wiry LT3 L3
~ k=0 k=0 k=0
kolok o ko2 k D 3k 2
— — n—o— n—
1 Z 1Ty Z 1Ty, T1Ty Ty
k=0 k=0 k=0
2 n—2
1z ,T% T4 ,
2_
1 z3 3 x5
ML .
2 n—2
1 =, =z Ty,

Dies ist bis auf die Indexverschiebung bei den z; gerade A,,_;. Unter Beriicksichtigung des erhal-

n
tenen Faktors [] (x; — 1) erhélt man die Induktionsannahme
i=2

det(Ap_1) = (w5 — x5).

Unter dieser Induktionsannahme wiére

1 @ 3 ... ah?
1 x3 a2 ... an? n-l n
det ,3 ° = H (:Ez - {EJ),
1 j=2 i=j+1
1z, 22 ... a"?
also
n—1 n n n—1 n
det(An) = [ [[ @i —=) @i —=21) = IT @i—=)).
J=2 i=j+1 i=2 j=11i=j+1

Bleibt also nur noch der Induktionsanfang:

Ar=(1)

1z 22
1 =z
(A2:<1 LL‘; >,A3= 1 To LL‘% )



det(Ag)
det(A3)

o — X1

o7} + 1175 + 213 — 2iT0 — TiW3 — 1173

3:2:1:% — T1T2X3 + 1203 — 3:%:1:2 — x13:§ + 3:%3:3 — I%Ig + 3:1335
(v3 — x1) (2223 + 2122 — 2173 — 73)

(r3 — 21) (w223 — 173 — 23 + T172)

(x3 — 1) (22 — 21)(T3 — 72)



