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Lineare Algebra II, Blatt 5

(Determinanten)

Abgabe: bis Montag, den 4. 6., 10:00 Uhr.

Achtung: Die Vorlesung entfillt am Pfingstmontag, dem 28.5., daher ist die Abgabe
am darauf folgenden Montag! Die Ubungsgruppen finden wie gewohnt statt.
Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei

SL,(R) ={A € Matg(n x n) | det(A) =1},

und
O,(R) = {A € Matg(n xn) | det A #0, A" =A}.

Zeigen Sie:
1. Ist A € O,,(R), dann ist det A € {1, —1}.
2. SL,(R) und O, (R) sind Gruppen beziiglich der Matrixmultiplikation.
3. Die Menge
SO, (R) = SL,(R)NO,(R) = {A € Matg(n xn) |det A=1, A" =*A}
ist beziiglich der Matrixmultiplikation ebenfalls eine Gruppe.

Bemerkung: SL,(R) heifit die spezielle lineare Gruppe, O,,(R) die orthogonale Gruppe und SO,,(R)
die spezielle orthogonale Gruppe.

Aufgabe 2. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und F' € End(V), sowie B = (v;)
eine Basis von V. Zeigen Sie, dass

det F := det M5 (F)
unabhingig von der Wahl der Basis B ist, d.h., falls A eine weitere Basis von V ist, dann ist
det M4 (F) = det MB(F).

Hinweis: {iberlegen Sie, wie M4 (F) und M§(F) miteinander zusammenhingen.

Aufgabe 3. Sei A : (a,b) — GL,(R) eine stetige Abbildung des offenen Intervalls (a,b) C R in die
Menge der invertierbaren Matrizen, d.h., falls A(t) die Matrix mit Koeffizienten (A(t)):; = as;(t)
ist, dann sind die Abbildungen a;; : (a,b) — R stetig fiir alle ¢, =1,...,n.

Zeigen Sie: Die Abbildung
A7 (a,0) = GL,(R), t — (A(t))™?

ist stetig.

bitte wenden!



Aufgabe 4 (4 Punkte). Fiir n € N sei die Matrix M,, € Matg(n x n) gegeben durch

2 1 0 0
1 2 1
My=110 1 0

o2
0 0 1 2

Bestimmen Sie det(M,,).

(Hinweis: Induktion iiber n, entwickeln Sie dabei nach der ersten Zeile oder Spalte. Im Indukti-
onsschritt wird die Induktionsannahme fiir n und n — 1 benétigt.)

Kook ok ok ok ok ok ok ok ok ok koo sk sk ook sk ok ok sk ok ok ok sk sk ok sk ok skook sk skok sk ok kok ok ok ok skok skok kok ok sk ok skok ok sk ok sk skosk skosk skok skok skok skok skokook kok skok skokskokskokok

Die Bearbeitung der Zusatzaufgaben ist freiwillig. Die Punkte, die man auf Zusatzaufgaben erreicht,
werden gutgeschrieben und kinnen fehlende Punkte in der Gesamtwertung ersetzen.

Zusatzaufgabe 1 (4 Punkte). Seien n € N, z1, ..., 2, € R paarweise verschiedene reelle Zahlen
und
1z 22 x?fl
1 zy a2 zn 1
A, = ) '2 2 € Matg(n x n).
1z, 22 an—t

a) Bestimmen Sie den Rang von A,
b) Bestimmen Sie die Determinante von A,

(Hinweis: a) Zur Bestimmung des Ranges von A,, untersuche man die Spalten von A,, auf lineare
Unabhéangigkeit.

b) Die Determinante bestimmt man mittels Induktion {iber n. Dazu bringt man zuerst mittels
Zeilenumformungen die erste Spalte von A,, auf ¢(1,0,...,0). Dann entwickelt man nach der ersten
Spalte und verwendet die Linearitét in den Zeilen um die erste Spalte der iibriggebliebenen Matrix
wieder auf f(1,...,1) zubringen. Danach kann man diese Matrix mit Spaltenumformungen auf die
Form von A,,_; bringen und kann dafiir die Induktionsannahme, die man durch Betrachtung der
im Induktionsschritt aufgetretenen Vorfaktoren und/oder durch Berechnen von det(A,,) fiir kleine
n erhélt, einsetzen.)



