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Lineare Algebra II, Blatt 2

(Determinanten)

Abgabe: bis Montag, den 21.5., 10:00 Uhr.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien die Matrizen D € Matg(m x n) und C' € Matg(n X n) gegeben
und 0 die Nullmatrix in Matg(n x m).
a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
d : Matg(m x m) — R, F»—»det( 1(*; g ),
alternierend und linear in jeder Spalte ist.

F D

b) Zeigen Sie: det < > = det(F) det(C) fiir alle F' € Matg(m x m).

0 C
21 11 12 8
5 3 5 9 =T
¢) Bestimmen Sie die Determinante von | 0 0 4 1 -1
00 2 1 0
0 0 -2 -1 1

Losung 1. a) d ist multilinear in jeder Spalte: Eine Linearkombination Av; + ve in einer Spal-

te von F wird durch Anhingen von 0 € R™ zu einer Linearkombination /\( U ) + ( 2 )

0 0
in der selben Spalte von ( BD

0o c | Ist dabei der Rest von F' unverindert, so bleibt auch der

Rest von ( }(: g ) unveréndert und aus der Linearitdt von det ( }(: g ) in jeder Spalte von

( g g ) folgt die Linearitét von d(F’) in jeder Spalte von F.

Ist der Spaltenrang von F' kleiner als m, so ist auch der Spaltenrang von leiner als

~— =
Il
e

F
0
0 ) linear abhéingig sind. Also ist d(F) = det ( 0

d ist also multilinear und alternierend.

m + n, da die Spalten von (

b) ( g g ) ldsst sich als ( Ién g ) ( g 2 ) schreiben (Dabei ist I, die k x k Einheits-

matrix). Analog zu a) ist die Abbildung d : Matg (n x n) — R, C + det < I 0 ) alternierend

0 C

und multiliniear in den Spalten von C und wegen d(I) = det(I,,4,) = 1 und der Eindeutigkeit
der Determinante als Abbildung mit diesen Eigenschaften ist d(C) = det(C). Im Fall C' = I,
ist dr, (In) = det < IE)" IDn
Eindeutigkeit der Determinante dj, (F') = det(F). Allgemeines C' € Matg(n X n) kann man we-
gen det(AB) = det(A)det(B) auf C' = I,, zuriickfiithren. Man erhiilt do(F) = d(C)d;, (F) =
det(C) det(F).

) = 1 (Determinante einer oberen Dreiecksmatrix), also wegen der



¢) Anwendung von b) liefert:

2 1 11 12 8
5 3 5 9 7 2 1 4 1 -1
det| 0 0 4 1 -1 :det(5 3>det 2 1 0 =1-2
0 0 2 1 0 -2 -1 1
0 0 -2 -1 1

Aufgabe 2 (4 Punkte). 1. Seien A, B,C,D € Matg(n x n). Zeigen Sie:
Ist A € GL(n,R) = {A € Matg(n x n) | det A # 0} und CA = AC, so gilt

Cc D

N(EI}

2. Geben Sie analoge Aussagen fiir a) A € GL(n,R) und BA = AB, b) D € GL(n,R) und
CD = DC und ¢) D € GL(n,R) und BD = DB an.

det< A B ) =det(AD — CB).

Hinweis: Betrachten Sie

3. Bestimmen Sie die Determinante von

E =

O N W N
N O N
N = O =
N = N =

Losung 2. Es gilt:

At 0o\[{A B\ (I AB
-CAY T C D) \0 D-CA'B )"
Bestimmt man die Determinanten der beteiligten Matrizen, so erhilt man wegen det(AB) =
det(A) det(B)
A B

-1
det(A )det(c D

) =det(D — CA'B).
Wegen
D—-CA'B=A1YAD - ACA™'B) = A"Y(AD - CAA™'B) = A"(AD - CB)
ist det(D — CA™!B) = det(A™!) det(AD — C'B) und man erhélt die Behauptung.
Im Fall AB = BA ist stattdessen D — CA™'B = (DA — CA™'BA)A™! = (DA — CB)A~! und

man erhilt

A B
det( c D ) = det(DA — CB).

Bei b) erhilt man analog det < A B g g ) = det(DA—

C D ) = det(AD — BC') und in c) det <
BC).

Berechnung von det(E): Setze A; = ( ; ; >, B = < (1) ; ), C, = ( (2) (2) > und Dy =

( ; ; > Dann ist det A; = 1 # 0, also Ay invertierbar, und offensichtlich A;Cy; = C1 A1, also

gilt:

[\

det(E) = det(A1D1 - ClBl) = det ( 7 g ) = -8



Aufgabe 3 (4 Punkte). Zeigen Sie

1 1 1 1 1
1 1+z2 1 1 1
det |1 1 1+y 1 1 = zyzw.
1 1 1 1+2 1
1 1 1 1 1+w
Losung 3. det is linear in jeder Spalte, also ist
1 1 1 1 1 1 0 0 0 O
1 1+« 1 1 1 _ 1 2 0 0 O
i.—1.Spalte
det | 1 1 14y 1 1 = det {1 0 y 0 O
1 1 1 14z 1 1 0 0 2 O
1 1 1 1 14+w 1 0 0 0 w

Da det A = dettA und die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix durch das Produkt der
Diagonalelemente geben ist, folgt die Aussage.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass fiir z,y, 2 € R? gilt:

det(z,y,2) =<z X y,z >

wobei
x1 Y1 T2Yys — T3Y2
TXYy=|Z2| X | Y2 | = | T3Y1 — T1Ys3
Z3 Y3 T1Y2 — T2Y1

und < .,. > das Euklidische Skalarprodukt in R? bezeichnet:

3
< a, b>= Z aib;
=1

ax b1
firallea= |as | ,b= | by | € R3.
as b3

Losung 4.
<X XY,z >= 21T2Y3 — 21T3Y2 + 2223Y1 — Z2X1Y3 + 23T1Y2 — 23T3Y1
Also gilt die Aussage mit der Sarrus-Regel:

T Y z
det | w2 Y2 22 | = X1y223 + Y1223 + 21T2Y3 — X3Y221 — Y322T1 — Z3T2Y1
xr3 Yz Zz3

Zusatzaufgabe 1 (4 Punkte). Folgern Sie aus Aufgabe 4, dass |det(x,y, z)| das Volumen des
von x,vy, z aufgespannten Parallelepipeds ist.

Losung 5. Das Volumen eines Parallelepipeds ist gegeben durch
V =Gh
mit
G = ||z x y||,h = cosa|z|]

wobei a der Winkel zwischen z und dem Normalenvektor zur von x,y aufgespannten Ebene ist.
Da aber < a,b >= ||al|||b]| cos Z(a, b) ist, folgt die Aussage.



