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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien V , W zwei endlichdimensionale Vektorräume über einem Körper
K mit dim(V ) = dim(W ) = n und f ∈ Hom(V,W ).
Zeigen Sie:

f ist injektiv ⇔ f ist surjektiv

Lösung 1. “⇒“: Ist (v1, . . . , vn) eine Basis von V und f injektiv, so sind f(v1), . . . , f(vn) linear
unabhängig:

0 =
n

∑

i=1

λif(vi)
f linear

= f(
n

∑

i=1

λivi)
f inj
⇒

n
∑

i=1

λivi = 0
vil.u⇒ ∀i = 1, . . . , n : λi = 0 ,

bilden also eine Basis von W . Damit ist f surjektiv.

“⇐“: Sei (w1, . . . , wn) eine Basis von W und {v1, . . . , vn} ⊆ V mit f(vi) = wi für i = 1, . . . , n.

Dann ist (v1, . . . , vn) eine Basis von V (wie oben) und für v =
n
∑

i=1

λivi ∈ Kern(f) ergibt sich

0 = f(v)
f linear

=

n
∑

i=1

λiwi ,

also v = 0, da wi linear unabhängig sind. Daher ist f injektiv.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien n,m ∈ N, Sn die symmetrische Gruppe auf n Elementen, π ∈ Sn,
A ∈ MatR(n×m) und Rπ = (ri,j)i,j=1,...,n ∈ MatR(n× n) mit

ri,j =

{

1 falls i = π(j), j = 1, . . . , n
0 sonst.

(Dabei heißt Rπ Permutationsmatrix zur Permutation π.)
Zeigen Sie:
a) RπA entsteht aus A durch Zeilenvertauschung.

(genauer: Die i-te Zeile von A ist die π(i)-te Zeile von RπA.)
Was erhält man für die Spalten von BRπ mit B ∈ MatR(m× n)?

b) R−1
π = Rπ−1 = tRπ

Lösung 2. a) Setze A = (ai,j)i,j=1,...,n, B = (bi,j)i,j=1,...,n, Rπ = (ri,j)i,j=1,...,n, RπA =
(ci,j)i,j=1,...,n und BRπ = (di,j)i,j=1,...,n.

Dann ist ci,j =
n
∑

k=1

ri,kak,j = aπ−1(i),j , also ist cπ(i),j = ai,j für j = 1, . . . ,m, d.h. die i-te Zeile

von A und die π(i)-te Zeile von RπA sind identisch.
Analog ergibt sich di,j = bi,π(j), d.h. die j-te Spalte von B und die π−1(j)-te Spalte von BRπ sind
identisch.

b) Setze Rπ−1 = (si,j)i,j=1,...,n, Rπ = (ri,j)i,j=1,...,n, RπRπ−1 = (ci,j)i,j=1,...,n und Rπ
tRπ =

(di,j)i,j=1,...,n. Damit ergibt sich:

ci,j =

n
∑

k=1

ri,ksk,j = sπ−1(i),j =

{

1 falls π−1(i) = π−1(j), d.h. i = j

0 sonst



di,j =
n

∑

k=1

ri,krj,k = rj,π−1(i) =

{

1 falls j = π(π−1(i)) = i

0 sonst

Daraus folgt Rπ−1 = R−1
π = tRπ

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien U, V,W endlichdimensionale Vektorräume über einem Körper K,
ϕ ∈ Hom(V,W ) und ψ ∈ Hom(U, V ).
Zeigen Sie:
a) t(ϕ ◦ ψ) = tψ ◦ tϕ

b) Ist ϕ invertierbar, so gilt t(ϕ−1) = (tϕ)−1

Lösung 3. a) Sei w∗ ∈W ∗ beliebig. Dann ist

t(ϕ ◦ ψ)(w∗) = w∗ ◦ (ϕ ◦ ψ) = w∗ ◦ ϕ ◦ ψ = (w∗ ◦ ϕ) ◦ ψ

= tϕ(w∗) ◦ ψ = tψ( tϕ(w∗)) = ( tψ ◦ tϕ)(w∗).

Also ist t(ϕ ◦ ψ) = tψ ◦ tϕ.

b) Nach a) gilt t(ϕ−1) tϕ = t(ϕ ◦ ϕ−1) = t(idW ) = idW∗ , also gilt t(ϕ−1) = (tϕ)−1.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper K. Die
kanonische Abbildung zwischen V und dem Bidualraum V ∗∗ ist gegeben durch

ι : V → V ∗∗, v 7→ v∗∗ mit v∗∗(ϕ) = ϕ(v).

Zeigen Sie: ι ist ein K-Vektorraumisomorphismus.

Lösung 4. Als erstes sollte man sich klarmachen, dass ι(v) = v∗∗ wirklich in V ∗∗ liegt, d.h. dass
v∗∗ eine lineare Abbildung von V ∗ nach K ist.

v∗∗(λϕ + ψ) = (λϕ+ ψ)(v) = λϕ(v) + ψ(v) = λv∗∗(ϕ) + v∗∗(ψ)

ι ist linear, da für v1, v2 ∈ V , λ ∈ K und ϕ ∈ V ∗ gilt:

(ι(λv1 + v2))(ϕ) = ϕ(λv1 + v2) = λϕ(v1) + ϕ(v2) = (λι(v1)(ϕ)) + (ι(v2)(ϕ)).

Wegen dim(V ∗∗) = dim(V ∗) = dim(V ) < ∞ genügt es nun nach Aufgabe 1 Injektivität oder
Surjektivität zu zeigen.

Wir zeigen hier Injektivität. Sei dazu (v1, . . . , vn) eine Basis von V und (v∗1 , . . . , v
∗

n) die zugehörige

Dualbasis von V ∗. Ist nun v =
n
∑

k=1

λkvk ∈ Kern(ι), so ist

0 = ι(v)(v∗i ) = v∗i (v)
v∗

i
lin

=
∑

k

λkv
∗

i (vk) = λi ∀i = 1, . . . , n

also v = 0. Damit ist ι injektiv, also bijektiv.
Insgesamt hat man gezeigt, dass ι ein K-Vektorraumisomorphismus ist.


