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Lineare Algebra II, Losungshinweise, Blatt 3

Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien V', W zwei endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem Korper
K mit dim(V) = dim(W) = n und f € Hom(V,W).

Zeigen Sie:
f ist injektiv & f ist surjektiv
Losung 1. “=“: Ist (v1,...,v,) eine Basis von V und f injektiv, so sind f(v1),..., f(v,) linear
unabhéngig:
n 1. . n L. n )
0= Z)\lf(vl) f = f(z /\sz) f:U;_] Z)\lvl =0 vgu Vi = 1,...,n: N = 0,
i=1 i=1 i=1
bilden also eine Basis von W. Damit ist f surjektiv.
“e=“ Sel (wy,...,wy) eine Basis von W und {v1,...,v,} €V mit f(v;) = w; fiiri = 1,...,n.
n
Dann ist (vy,...,v,) eine Basis von V (wie oben) und fiir v = ) \jv; € Kern(f) ergibt sich
i=1

0=7() "3 hw,
i=1
also v = 0, da w; linear unabhéngig sind. Daher ist f injektiv.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien n,m € N, §,, die symmetrische Gruppe auf n Elementen, 7 € S,,,
A € Matg(n x m) und Ry = (755)i,j=1,...,n € Matg(n x n) mit

S 1 fallsi=n(j), 7=1,...,n
“»J 71 0 sonst.

(Dabei heifit R, Permutationsmatrix zur Permutation 7.)
Zeigen Sie:
a) RrA entsteht aus A durch Zeilenvertauschung.
(genauer: Die i-te Zeile von A ist die 7()-te Zeile von R, A.)
Was erhélt man fiir die Spalten von BR,; mit B € Matg(m x n)?
b) R;l = Rﬂ—*l = tRT(
L('jsung 2. a) Setze A = (ai_’j)i_’jfl_’_”n, B = (biyj)iyjzl ,,,,, ns Rﬂ' = (Ti,j)i,jzl,...,na Rﬂ’A =
(¢ij)ij=1,..n und BR; = (d; ;)i j=1,.n-
Dann ist ¢;j = ) rirar; = Gr—1(
k=1
von A und die 7(i)-te Zeile von R;A sind identisch.
Analog ergibt sich d; ; = b; r(;), d.h. die j-te Spalte von B und die 7~ (j)-te Spalte von BR, sind
identisch.

b) Setze R.—1 = (Sij)ij=1,...n, Rx = (Tij)ij=1,..ns RaRp—1 = (¢ij)ij=1,..n. und Ry 'R, =

i),j> Also ist crepy ;= a; 4 fir j = 1,...,m, d.h. die i-te Zeile

J)

.....

n

1 falls 7= 1(i) =7~ 1(j), dh.i=j
Cij = Z”'rksk*j A ON { 0 sonst
k=1



n

1 fallsj=n(r"1()) =1
dij = Zrivk”*k T T { 0 sonst
k=1

Daraus folgt R,-1 = R_' = 'R,

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien U, V, W endlichdimensionale Vektorriume iiber einem Korper K,
¢ € Hom(V, W) und ¢ € Hom(U, V).
Zeigen Sie:

a) poy)="poly

b) Ist ¢ invertierbar, so gilt {¢~!) = (%) !

Losung 3. a) Sei w* € W* beliebig. Dann ist
(po)(w*) = w'o(poyh) = wopoyp = (wop)oy
= fpw)o = W('pw*) = (%o p)(w).

Also ist {p o) = hpo lp.
b) Nach a) gilt (o1 % = {poe™t) = Widw) = idw-, also gilt (o) = ().

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K. Die
kanonische Abbildung zwischen V und dem Bidualraum V** ist gegeben durch

LV =V 0 o™ mit 0¥ (¢) = ¢(v).

Zeigen Sie: ¢ ist ein K-Vektorraumisomorphismus.

Losung 4. Als erstes sollte man sich klarmachen, dass ((v) = v** wirklich in V** liegt, d.h. dass

k%

v** eine lineare Abbildung von V* nach K ist.
v (A + 1) = (A +9)(v) = Ap(v) + ¥ (v) = W™ (p) + 0™ (¥)
¢ ist linear, da fiir v1,v9 € V, A € K und p € V* gilt:
(t(Avr +v2)) () = (Avr +v2) = Ap(v1) + p(v2) = (A(v1)()) + (L(v2) ().

Wegen dim(V**) = dim(V*) = dim(V) < oo geniigt es nun nach Aufgabe 1 Injektivitidt oder
Surjektivitdt zu zeigen.

Wir zeigen hier Injektivitéit. Sei dazu (vy,...,v,) eine Basis von V und (v, ..., v

e n

) die zugehorige
n
Dualbasis von V*. Ist nun v = > Apvy € Kern(t), so ist
k=1

0= t()(v}) = v; (0) "=" 3 Mv (w) = A Vi=1,....m
k

also v = 0. Damit ist ¢ injektiv, also bijektiv.
Insgesamt hat man gezeigt, dass ¢ ein K-Vektorraumisomorphismus ist.



