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Lineare Algebra 11, Losungshinweise, Blatt 2

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum und L ein affiner Unterraum von V, sowie
Yo, - - -, Yn € L paarweise verschieden. Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Aussagen dquivalent
sind:

e Ist L C L ein affiner Unterraum von V' der Dimension dimL < n — 1, so existiert ein
1€{0,...,n} mit y; & L.

e (Y1 —Yo,---,Yn — Yo) sind linear unabhingig.

Losung 1. "=": Sei R

L =yo + Span(y1 — Yo, .-, Yn — Yo0) -

Dann ist L ein affiner Unterraum der Dimension dim L = dim Span(y1 — Yo, - -, Yn — Yo). Wére
dim L < n — 1, so existiert nach Voraussetzung ein j € {0,...,n} mit y; ¢ L. Widerspruch! (Da
yi = yo + (yi — o) € L fiir alle 7). Also ist dim L = n, und (y1 — Yo, ---,Yn — Yo) sind linear
unabhéngig.

"«=":Sei L C L ein affiner Unterraum von V der Dimension dim L < n—1. Angenommen, y; € L
fiir alle 7. Dann ist ~
L D yo+ Span(y1 — Yo, -+ Yn — Y0)-

Widerspruch, da dann nach Voraussetzung dim L > dim Span(y; — 4o, - - . , yn — y0) = 7.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei A € Matg(n x n). Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Aussagen
dquivalent sind:

e Fiir alle B € Matg(n x n) gilt AB = BA.
e Es existiert ein A € R mit A = A\I.
(Hinweis: Man betrachte die Matrizen Ey; mit (Eg;)ij = 0pniOm;)-

Losung 2. ”=": Angenommen AB = BA fiir alle B € Mat(n x n). Insbesondere fiir B = Ej,
gilt:
0 1#]

(AEkl)ij — ZAim(Ekl)mj = ZA1m5km5lg = Aik5lj = {A ! _7
— — ik =

sowie

(EwA)i; = Z(Ekl)imAmj = Z5ki5lmz4mj = 0 Al = {

m

Somit impliziert (AEx;)i; = (ErA)ij, dass

Aij = OH_ ij
Au—Akk 1=k

Daher ist A = Al mit A = A;; fiir alle 7.

=" ist klar, da (A\[)A = A(TA) = AA = A\ = AN



Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien E, F affine Unterrdume des K-Vektorraums V. Zeigen Sie die
Dimensionsformel

dmFENF =dimFE +dimF —dim < E, F >
fiir affine Unterrdume E, F' C V, wobei E N F # () und

<E>={Py+> MN(Pi—R)|P €EneN\eK}.
i=1
Losung 3. Wenn EN F # (), dann existiert ein P € EN F. Damit ist
E=P+E,F=P+F ,ENF=P+(E'NF),<E,F>=P+(E +F)
wobei E’, F' Untervektorrdume sind. Daher ist
dim £ = dim E’,dim F = dim F',dim EN F = dim £’ N F',dim < E, F >= dim(E’ + F’)

und die Dimensionsformel folgt aus der Dimensionsformel fiir Untervektorrdume.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum und A und B zwei Basen
von V, sowie A* und B* die dazu gehorigen dualen Basen. Zeigen Sie, dass fiir die Transformati-

onsmatrizen gilt
Tg = ((T)) .

(Hinweis: Betrachten Sie v (vg)).
Losung 4. Erinnerung: Wenn A = (vy,...,v,), B8 = (w1,...,w,) dann ist
A
T = (tij)ig
mit v; = > ¢;;w;. Die Transponierte ist dann also
(‘Tg)i; = tji

Sei Tg = (s45), also
Uj = SijW; -

Daher
e = (o) = v (Y tavwi)
= D tavj(wi)
= itikzsmjw:n(wi)
= i(tTBA)kiSij
= (;TBA T iy

Also ist ("TETEY) =T und 'Tg' = (Tg¥ )~



