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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei V ein K-Vektorraum und L ein affiner Unterraum von V , sowie
y0, . . . , yn ∈ L paarweise verschieden. Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Aussagen äquivalent
sind:

• Ist L̃ ⊂ L ein affiner Unterraum von V der Dimension dim L̃ ≤ n − 1, so existiert ein
i ∈ {0, . . . , n} mit yi 6∈ L̃.

• (y1 − y0, . . . , yn − y0) sind linear unabhängig.

Lösung 1. ”=⇒”: Sei
L̃ = y0 + Span(y1 − y0, . . . , yn − y0) .

Dann ist L̃ ein affiner Unterraum der Dimension dim L̃ = dim Span(y1 − y0, . . . , yn − y0). Wäre
dim L̃ ≤ n − 1, so existiert nach Voraussetzung ein j ∈ {0, . . . , n} mit yj 6∈ L̃. Widerspruch! (Da

yi = y0 + (yi − y0) ∈ L̃ für alle i). Also ist dim L̃ = n, und (y1 − y0, . . . , yn − y0) sind linear
unabhängig.

”⇐=”: Sei L̃ ⊂ L ein affiner Unterraum von V der Dimension dim L̃ ≤ n−1. Angenommen, yi ∈ L̃

für alle i. Dann ist
L̃ ⊃ y0 + Span(y1 − y0, . . . , yn − y0).

Widerspruch, da dann nach Voraussetzung dim L̃ ≥ dimSpan(y1 − y0, . . . , yn − y0) = n.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei A ∈ MatR(n × n). Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Aussagen
äquivalent sind:

• Für alle B ∈ MatR(n × n) gilt AB = BA.

• Es existiert ein λ ∈ R mit A = λI.

(Hinweis: Man betrachte die Matrizen Ekl mit (Ekl)ij = δniδmj).

Lösung 2. ”=⇒”: Angenommen AB = BA für alle B ∈ Mat(n × n). Insbesondere für B = Ekl

gilt:

(AEkl)ij =
∑

m

Aim(Ekl)mj =
∑

m

Aimδkmδlj = Aikδlj =

{

0 l 6= j

Aik l = j

sowie

(EklA)ij =
∑

m

(Ekl)imAmj =
∑

m

δkiδlmAmj = δkiAlj =

{

0 k 6= i

Alj k = i
.

Somit impliziert (AEkl)ij = (EklA)ij , dass

Aij =

{

0 i 6= j

Aii = Akk i = k
.

Daher ist A = λI mit λ = Aii für alle i.

”⇐=”: ist klar, da (λI)A = λ(IA) = λA = Aλ = AλI.



Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien E, F affine Unterräume des K-Vektorraums V . Zeigen Sie die
Dimensionsformel

dimE ∩ F = dimE + dimF − dim < E, F >

für affine Unterräume E, F ⊂ V , wobei E ∩ F 6= ∅ und

< E >= {P0 +
n

∑

i=1

λi(Pi − P0) | Pi ∈ E, n ∈ N, λi ∈ K} .

Lösung 3. Wenn E ∩ F 6= ∅, dann existiert ein P ∈ E ∩ F . Damit ist

E = P + E′, F = P + F ′, E ∩ F = P + (E′ ∩ F ′), < E, F >= P + (E′ + F ′)

wobei E′, F ′ Untervektorräume sind. Daher ist

dimE = dimE′, dimF = dimF ′, dimE ∩ F = dimE′ ∩ F ′, dim < E, F >= dim(E′ + F ′)

und die Dimensionsformel folgt aus der Dimensionsformel für Untervektorräume.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum und A und B zwei Basen
von V , sowie A∗ und B∗ die dazu gehörigen dualen Basen. Zeigen Sie, dass für die Transformati-
onsmatrizen gilt

TA
∗

B∗ = (t(TA
B ))−1 .

(Hinweis: Betrachten Sie v∗j (vk)).

Lösung 4. Erinnerung: Wenn A = (v1, . . . , vn),B = (w1, . . . , wn) dann ist

TA
B = (tij)ij

mit vj =
∑

tijwi. Die Transponierte ist dann also

(tTA
B )ij = tji

Sei TA
∗

B∗ = (sij), also

v∗j =
∑

sijw
∗
i .

Daher

δjk = v∗j (vk) = v∗j (
∑

tikwi)

=
∑

i

tikv∗j (wi)

=
∑

i

tik
∑

m

smjw
∗
m(wi)

=
∑

i

tik
∑

m

smjδim

=
∑

i

tiksij

=
∑

i

(tTA
B )kisij

= (tTA
B TA

∗

B∗ )kj

Also ist (tTA
B

TA
∗

B∗
) = I und tTA

B
= (TA

∗

B∗
)−1.


