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Lineare Algebra 11, Losungshinweise, Blatt 1

Aufgabe 1 (4 Punkte). Fiir welche «, 8 € R ist das folgende lineare Gleichungssystem losbar?

€1 + X2 + T3 + 214 = 1
—xr1 + X2 — T4 = 2
2¢1 4+ 3xs  + 2x3 + 5xy = [B4+2
ar1 + 2axy + (a+2)zs + (2a+2)zy = a+4

Fiir die ermittelten Werte berechne man jeweils die Losungsmenge.

Losung 1. Man wendet den Algorithmus von Gauss an. Die dem Gleichungssystem entsprechende
Matrix

1 1 1 2 1
-1 1 0 —1 2
2 3 2 5  B+2

a 20 a+2 20+2 a+4

wird durch die den folgenden Matrizen entsprechenden Zeilenumformungen auf obere Dreiecksge-
stalt gebracht.

1 0 0 0 1 0 00 1 0 0 0
1 1 00 0 1 00 0 1 0 0
-2 01 0])l0o -3 10|00 1 0
—a 0 0 1 0 -5 01 0 0 4—a 1
Dabei erhilt man die Matrix
11 1 2 1
0 2 1 1 3
1 1 3
00 -3 3 B—3
00 0 4-—-a A-—a)p-2
Fiir a # 4 hat man eine eindeutige Losung, nédmlich
—44af+2a—408
14—
_2
— 4—a
= 10+aB—3a—48
7274075@45
14—

Fiir « = 4 wird die letzte Zeilezu ( 0 0 0 0 —2 ), das Gleichungssystem ist also nicht lsbar.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Man zeige, dass die n x n Permutationsmatrizen beziiglich der Matrix-
multiplikation eine Untergruppe der invertierbaren n x n Matrizen bilden.



(Hinweis:
Eine Matrix A = (aiﬁj)iyjzl

.....

Losung 2. Offensichtlich sind alle Permutationsmatrizen invertierbar (haben vollen Rang, siche
Aufgabe 3) und die Einheitsmatrix ist eine Permutationsmatrix.

Hat man 2 Permutationsmatrizen A = (ai;)ij=1..n, B = (bij)ij=1,..n und setzt C =
n
(Ci)j)i)jzl)m’n = Ax B, so ist Cij = Z ai7kbk,j eNgfiralles,j=1,...,n

k=1
Auflerdem ist fiir ein beliebiges j € {1,...,n}

n n n
DG = > D Gikbk;
1=1 =1 k=1
n n
= > bkj > aik
=1 =1

—

womit dann auch ¢; ; € {0,1} fiir alle é,5 =1,...,n folgt.
n

Fiir beliebiges ¢ € {1,...,n} erhdlt man analog 3 ¢;; = 1, C ist also eine Permutationsmatrix.

j=1
Bleibt zu zeigen, dass die Inverse einer Permutationsmatrix A eine Permutationsmatrix ist:
Da es nur endlich viele n x n Permutationsmatrizen gibt (da alle Eintréige nur 0 oder 1 sein diirfen
gibt es hochstens 27" Permutationsmatrizen), ist die Menge {A* | k = 1,2,...} endlich. Es gibt
also k,! mit k < [ und A* = A!. Multiplikation mit A~* liefert dann A * Al k-1 = E,. Also gilt

A~ = Al=k-1 , womit A~! als Produkt von Permutationsmatrizen selber eine Permutationsmatrix
ist.

Aufgabe 3. e Sei K ein Korper. Zeigen Sie: Eine Matrix A € Matg(n x n) ist genau dann
invertierbar, wenn rank A = n ist.

e Sind die folgenden Matrizen invertierbar? Bestimmen Sie gegebenenfalls die Inverse.

1 1 200 0 3+ 00 %
1 -1 00 0 0 -2 00 3

A =1 1 01 0[eMatg(5x5), A'=[+ 0 0 0 -3
1 1 00 1 0 0 10 -2
1 1 000 0 0 0 1 -2
110 -1
120 1 , R

B = 10 0 -3 € Matg(4 x 4), rankB = 3, also ist B nicht invertierbar
1 23 4
i 1 14i 0 -1 1—i =1 24

I A T I N B B B A B A
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11 0 0 1—i —2+2 4-2 —1-3

Losung 3. Sei r = rankA. Ist © < n, so gilt kann man mittels Gaussalgorithmus (Ale,+1) in
(Aler+1) umformen, wobei A nun in Zeilenstufenform ist. Laut Vorlesung gibt es genau dann eine



Losung der Gleichung Az = e, 1, wenn die Komponenten von e,.;1 fiir k > r verschwinden. Also
gibt es keine Losung von Ax = e, ;1 und daher ist A nicht invertierbar. (Sonst wire z = A= le, 1
eine Losung).
Sei umgekehrt 7 = n. Dann gilt

Ay £0, Vi=1,...,n,

fiir die Zeilenstufenform A von A. Laut Vorlesung kann man damit A durch Zeilenumformung auf
die Einheitsmatrix bringen. Die Zeilenumformungen sind aber gegeben durch Multiplikation von
Elementarmatrizen Fh, ..., Ey,, so dass fir B = FE,, -...- E; gilt:

BA=1

Aufgabe 4. Sei A € Matg(n x n). Zeigen Sie: Gilt A™ = 0 fiir ein m € Nym > 1, s0 ist A — 1
invertierbar. Finden Sie in diesem Fall die Inverse.

(Hinweis: Zeigen Sie

I—A™=(I-A) <mz_:l,4i> = (%Al) (I—A),

wobei A =Tund A =A-...-A).
—_—
m mal

Losung 4.
m—1 m—1 m
(I — A) <Z Ai> =Y A=Y A=T- A"
i=0 i=0 i=1

und genauso fiir die zweite Gleichung. Gilt also A™ = 0 fiir ein m € N so gilt fiir

(I-AB=BI-A)=1-A"=1.

aber

also ist —B = (A— 1)L



