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Lineare Algebra II, Losungshinweise Blatt 10

(Jordan-Normalform)

Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei

2 0 0 O 1 0 0 0
0 2 0 O 0 0 0 0
-2 11 3 -1 0 2 =3
A= -1 2 0 3 -1 -1 1 0
0 0 0 1 2 0 0 -1
1 01 -1 0 2 -1 1
-1 0 0 2 0 0 3 =2
o 11 0 -1 -1 O 3

Das charakteristische Polynom von A ist (2 — X)%(3 — X)2. Bestimmen Sie die Jordannormalform
von A.

Lésung 1. 1. P(z) = (2 —2)%(3 — x)?
2. Die einzigen Eigenwerte sind offenbar A = 2, 3.

3. Der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigenwert A = 3 ist gegeben durch

Wi—3 = ker(A — 31d)? = Span B; = Span

_ O oo~ OOo
= ol eleNol =

Der verallgemeinerte Eigenraum zum Eigenwert A = 2 ist gegeben durch

Wy—z = ker(A —2Id)® = Span By = Span{vy,va, v3,v4, vs, V6 }
-2 1 1 0 1 -1
-2 0 2 1 0 -1
0 0 0 0 0 1
— Span 0 0 0 0 1 0
of’fof’fof’111’1011’1 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

4. Sei ¢ die Abbildung = — Az. Betrachte die auf die verallgemeinerten Eigenrdume einge-
schrinkten Abbildungen @1 = ¢lw,_;, v2 = ¢|w,_,. Da die verallgemeinerten Eigenrdume
p—invariant sind, reicht es dann, diese in Jordannormalform zu bringen.



Vorteil: Man kann dann mit kleinen Blocken rechnen. Und man weifl die Grosse des grofiten
Blocks: ist (A — AId)™ # 0, (A — XId)™! = 0, dann ist der gréfite Block zum Eigenwert A
gerade von der Grofie m + 1.

Nachteil: Man muf} diese Einschrinkungen erst einmal ausrechnen!
Also. Bestimme die Matrix A; von ¢ beziiglich der Basis B; von W _s:
3 1
4= (0 3)
Gliick gehabt, dies ist bereits in Jordannormalform!

Bestimme die Matrix Ay von o beziiglich der Basis By von Wy—a:

1 01 00 0
0 2 -1 0 1 1
-1 0 3 00 0
AQ‘—100210
-2 0 2 1 2 -1
-1 0 0 0 1 2

5. Da wir A; bereits in Jordannormalform vorliegen haben, brauchen wir nur noch mit A,
fortzufahren.

Finde den Eigenraum von As:

ker(As — 21d) = Span

O = O = O
OO OO = O

6. Berechne B™ fiir B = (As — 21d):

0 0000 0 0 0000 0
-2 01 1 1 -1 -1 0110 -1
> 0 0000 0 s o 0000 o0 .
B=l10110 1" =0 0000 of 27V
0 0000 0 0 0000 0
-1 0110 -1 0 0000 0

7. Finde Basis von Us = Wy—5 Nim B3:

Az = {ul} =

OO OO~ O



8. Finde Basis Ay von Uy = Wy—o Nim B2 mit A3 C As:

OO O OO

9. Finde Basis A; von Uy = Wy—2 Nim B mit Ay C Aj;:

A = {wgaw?} =

O = O = O
OO OO~ O

10. Finde w; mit Bw;- = w;-*l:

0 -1 1 -1
0 0 0 0
w) = (1) ,wi = :i Wi = g sowie wy = _01
0 0 0 0
1 -1 0 0

11. Jetzt mufl man nur noch alles zusammenfassen!!!
A = Bi U{v2,v4 + v6, =01 — V3 — Vg — Vg, U1 + 204,01 + U3 + U5, =01 — U3}
ist eine Jordanbasis von A.

12. Die Jordannormalform ist

OO DD OO OO W
OO OO OO W
O OO OO NO O
SO OO N~ OO
S OO N OOO
SO OO OO
O OO OO OO
N OO OO oo

13. Fiir eventuelle Tippfehler in diesen Rechnungen iibernehmen wir keine Gewéhr!!!

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei

3 4 3
A=1-1 0 -1
1 2 3

e Finden Sie eine invertierbare Matrix P, eine Diagonalmatrix D und eine nilpotente Matrix
N, so dass
A=P(D+N)P™' sowie DN=ND.

e Berechnen Sie A%,



Lésung 2. Das charakteristische Polynom ist P(z) = (2 — x)3, also ist der einzige Eigenwert
A = 2. Der Eigenraum ist

1 4 3 1
ker(A—2)=ker | -1 —2 —1| =Spanw? = Span | —1
1 2 1 1

Da nur ein Eigenvektor existiert, kann die Jordannormalform nur aus einem Block bestehen, also

Da D ein Vielfaches der Identitit ist, kommutieren D und N, und N ist nilpotent, weil N? =
0 0 1

0 0 0], sowie N3 =0,
0 0 O

Die Jordanbasis B = (w9, w},w?) erhélt man durch (A — 2)wi = wi™!, also

1 1 —1
B= —-1|.,10].{ 3
1 0 0
Damit ist
1 1 -1 0 0 1
P=[-10 L], P'=|1 2 1],
1 0 0 0 2 2
und wir erhalten
A0 = Py <5ko) D™ ENF)P~! = P(D? 4+ 50D* N + 1225 D**N?) P!

k=0

250 50.249 1225.248

0 250 50-2%9 | p~!
0 0 250

|
o)

Aufgabe 3 (4 Punkte). 1. Zeigen Sie fiir A, B € Matg(n x n) mit AB = BA, dass

gilt.
2. Zeigen Sie: Ist A trigonalisierbar, so gilt
det(e?) = e't4
3. Zeigen Sie: Fiir beliebiges A € Matg(n x n) gilt
det(e?) = etr 4.
Losung 3. Das Cauchy-Produkt von unendlichen Reihen gibt

Ik B

n=0 k=0 n=0 k=0



Daher ist (sieche Ubung, hier geht AB = BA ein)
avB _ N~ A+B)" o\~ L (0 gnekpk _ 4B
n=0 n=0 k=0

Ist A trigonalisierbar, dann gibt es eine invertierbare Matrix P, eine Diagonalmatrix D und eine
nilpotente, obere Dreiecksmatrix N, so dass DN = ND und A = P(D + N)P~!. Also ist

det e = det ePPTNIP™! = det(PePHN P1) = det PN = dete? .

Andererseits tr A = tr(D 4+ N) = tr D. Wie schon auf dem 7. Ubungsblatt gezeigt, folgt daraus
die Behauptung.

Ist A € Matg(n x n), dann kénnen wir A auch als komplexe Matrix auffassen A € Matc(n X n).
Da das charakteristische Polynom iiber C zerfillt, ist A iiber C trigonalisierbar. Die gleichen
Argumente wie eben zeigen dann die Behauptung.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei V = {p | p(z) = ap2™ + ap—12" 1 +... + ap,a; € R,n < 4} der
Vektorraum der Polynome hochstens vierten Grades, sowie D € Homg(V, V) die lineare Abbildung

D(p)=1p".
Bestimmen Sie die Jordannormalform von D.

Lésung 4. Sei B = {1,z,22 2%, 2*} die Standardbasis fiir V. Da D1 = 0, Dz = 1, D2? = 2z,
Da? = 322, Da* = 423, hat D beziiglich B die Matrix

01 0 0O
00 2 00
A=10 0 0 3 0
0 0 0 0 4
00 0 0O

A hat offensichtlich 0 als einzigen Eigenwert (obere A-Matrix) mit einzigem Eigenvektor v =
£(1,0,0,0,0), also kann nur ein Block in der Jordannormalform erscheinen:

<

I
coococo
coocor
coor o
cor~oo
o~ ooo

(Die Jordanbasis ist A = {1, z, 22, $2°, 372})



