Plus vite!
Un candidat a I’X court le 100 metres en 10 secondes. Montrer que si ses
vitesses initiale et finale sont nulles, alors il y a un moment ou son accélération

est supérieure & 4m.s~2.

Des sommes pas vraiment de Riemann
Soit f:[0,1] — R une application dérivable en 0, telle que f(0) = 0.

n L n 1
Etudier i 3 > puis i ra =0
udier nffoo;f(ﬂ)’pms nilfm;f(n+ka),oua

Une autre somme

n

Donner un équivalent de Z |VE| quand n — +oo.
k=1

Sommes de qui ?
n

Soit (uy,)nen+ la suite définie par Vn € N*| w,, = Z
k=1

n
n?+ k2
1. Montrer que u,, converge. On note £ sa limite.

2. Donner un équivalent de u,, — /.

3. Généraliser.

Et pourquoi pas un produit ?
Soit f une application continue de [0, 1] dans R. Déterminer

lim (Hlf (E))
n—-+00 n n
k=1

Le monde a ’envers
En utilisant des sommes de Riemann, calculer

/ log(1 — 2r cost + r?)dt
0

pour r € R—{—1,1}.



Une équation intégrale
Déterminer toutes les applications f: [0,1] — R, continues par mor-
ceaux, telles que

Y e[0,1] Vo e 0,1], f(x) :/mf(t)dt.

Une autre équation intégrale
Déterminer toutes les applications f continues de R dans R telles que,
pour tous x et y réels,

f@iw = [

Moyennes mobiles
Déterminer toutes les applications f continues de R dans R, telles que,
pour tous x € R et a > 0,

f@) =50 [ s

Zone d’importance
Soit f: [a,b] — R continue positive.

b 0
1. Montrer que lim (/ f(t)”dt) = sup f(¢).
n—+o0 a t€la,b]

2. Soit g: [a,b] — R continue a valeurs strictement positives. Montrer

b o
qu’a nouveau lim (/ f(t)”g(t)dt) = sup f(t).

n—+oo t€(a,b]

3. On suppose de plus que f n’est pas identiquement nulle. On pose, pour

b
tout n € N, u, = / f()"g(t)dt. Etudier la suite (%) )
“ neN

n

Une intégrale définie

3m/2 dr
Calculer I'intégrale I = / .
x2 S+sinx

2



Une intégrale indéfinie

2
Calculer / vde

26 —1"

Intégrale de Dirichlet

/2
Calculer A = / log(sinx)dx .
0

Pour calculer

Etudier ( /’” dt )
udier 1m xex — B — .
T—+00 P 0 3 + t2 + 4t

Estimation du maximum d’un polynéme
On définit pour n € N les fonctions polynomes

et on pose M, = supyc,<,|Pn(7)|. Le but de I'exerice est d’obtenir un
équivalent de M,,.

1. En comparant

H,

1 dt
> [o
— 1 t
=1

démontrer que H,, ~ log(n).
2. Montrer que, pour x € [1,n — 1], on a

(n—1)!

Po(z)] <
Paf) < 5

3. Calculer la dérivée logarithmique };—T/L. En déduire que sur chaque seg-
ment [i,7+ 1], 0 < i <n, P, a un unique extremum local.

4. Soit a, € ]0,1[ ’abscisse du premier extremum local de P,. Montrer
que a, ~

logn*

5. En déduire un équivalent de M,,.

3



Inégalité de Wirtinger
Soit F I'ensemble des applications de classe C' de [0,1] dans R nulles en
Oetenl.

1. Soit f € E. On pose

1 1 2
0
I = t)f'(t) cot(mt)dt t L= ——>—(1+tan(nt)®)dt.
= [ s e b= [ L)
Vérifier que les intégrandes se prolongent par continuité et donc que Iy
et I sont bien définies. Comparer I et Is.

2. En déduire 'inégalité de Wirtinger :

1 1
Vf € E, / W>w{/f%
0 0

3. Quels sont les cas d’égalité ?

Méthode de Simpson

1. Soit f: [a,b] — R une application continue. On cherche a approximer
fab f(t)dt. Pour ce faire, la méthode de Simpson procede comme suit :
On fixe n € N*, on coupe le segment [a,b] en 2n morceaux de tailles
égales par la subdivision a = xy < -+ < X9, = b, ou x; = a + ib’T“,
puis, sur chaque segment [zq;, 2;12|, on approxime f par la fonction
du second degré coincidant avec elle en les trois points xo;, T9;11 et
Toito; enfin, on calcule I'intégrale de cette fonction sur [xo;, x9; 0], et
on somme sur 0 <7 < n.

Justifier. Calculer explicitement I’approximation de fab f(t)dt ainsi ob-
tenue. On notera I(f) cette approximation.

2. On cherche a présent a vérifier la convergence de cette méthode, et a
estimer sa vitesse de convergence. Soient a > 0 et g: [—a, ] — R une
application impaire 5 fois dérivable. Etablir 'existence d’un 6 €]0, «f
tel que .

~ Y 0)) — 2
9(0) = 5 (g (@) +2(0)) — 15597 (6).
3. En déduire que si f € C°([a, b],R), alors il existe un 6 €]a, b[ tel que

a;b)}_(2é35

_b—a

(5)
- 19)

f(b) = f(a)

Fla)+ () +4f (



. En déduire que si f est de classe C?, alors

’ (0= a)’[lf oo
/af(t>dt_[<f)’< 2880t

Remarque : La méthode de Simpson converge donc en O (#) A titre de
comparaison, la méthode des rectangles (autrement dit les sommes de
Riemann) converge en O (1) (voir Sommes de qui ?), et la méthode
des trapezes, en O (ﬁ)

Méthode de Gauss

. Pour tout n € N*, on note L,, le n-ieme polynome de Legendre

dTL

Ln(X) = 5

(X2 —1)™

Montrer que pour tout polynome () de degré au plus n — 1, on a

/_ 1 Lo(2)Q(x)dz = 0.

1

Remarque : Ceci signifie que, si on munit R[X] du produit scalaire
(P,Q) = fjl PQ), alors L, est orthogonal au sous-espace R,,_1[X]. En
particulier, les L,, forment une base orthogonale de R[X].

. Montrer que les L,, sont scindés a racines simples dans R, et que toutes
leurs racines se trouvent dans | —1,1][.

. Soient 1, - - - , T, les racines de L,,. Montrer qu’il existe des réels ay, - - - , ay,
tels que pour tout polynome @) de degré au plus 2n — 1, on ait

/11 Q(z)dr = iz:;aiQ(xi).

Remarque : On en déduit 'approximation

[ s gaz-fm).



Un probleme d’optimisation
Soit a € R. Déterminer la borne inférieure de

/0 1 f"(t)%at

pour les f € C?([0,1],R) telles que f(0) = f(1) = 0 et f'(0) = a. Est-elle
atteinte 7 Si oui, par quelles fonctions ?
Inégalité de Van der Corput

1. Soit ¢ une application continue de [a, b] dans R. Quelle est a priori la
meilleure majoration possible pour

b
/ (@) 1

si on ne suppose rien d’autre sur ¢ ? Quelle(s) information(s) permet-
traient d’espérer une meilleure majoration ?

2. Montrer qu’il existe une constante C; > 0 telle que pour tous a < b,
pour tout A > 0, et pour toute p € C?*([a, b], R) telle que |¢/| > X et ¢

monotone,
b
/ (@) 1
a

3. Plus généralement, montrer qu’il existe une suite de réels strictement
positifs (Ck)r>2 telle que pour tout k > 2, pour tous a et b, pour tout
A > 0, et pour toute p € C*1([a,b],R) telle que [p®)]| > A,

b
/ @) 1y

Rectangles semi-entiers
Un rectangle du plan est dit semi-entier si au moins un de ses cotés est
de longueur entiere. Un rectangle pavé par des rectangles semi-entiers est-il
lui-méme nécessairement semi-entier ?
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