. En intégrant, en déduire la valeur de

Calcul du rayon de convergence

. S0it (ay,)nen une suite réelle (non nécessairement convergente). On pose

liminfa, = lim inf a et limsupa, = lim supay.
n— 400 n—4oo k>n N——400 n—+o00 k>n

Montrer que ces limites existent dans R. Donner des exemples. A quelle

condition a-t-on liminf a,, = limsupa,, ?
n—+0o0 n—+o0

. Soit 3" a,,2" une série entiere de rayon de convergence R € [0, +00].

Démontrer que
R = liminf |a,| "/,
n—-—+00

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere

“+oo

E eTLSlHTLZTL‘

n=1

Calcul de ((2)

. Démontrer que la série de fonctions

X 1-3---(2n — 1) sin?>* ¢
2-4---(2n) 2n+1

t —— sint +

converge normalement vers l'identité sur [—7/2, 7 /2].

“+o00

n=0 (2n+1)2, puis celle de

((2) =202 &

Prescription des dérivées : théoreme de Borel

Soit (a,)nen n'importe quelle suite complexe. L’obectif de cet exercice est
la construction d’une application f: R — C de classe C* telle que Vn € N,
f™(0) = a,, et ce sans aucune réserve sur la suite (a,)nen.

1.

Expliquer comment construire une application x: R — [0, 1], de classe
C*, valant identiquement 1 sur [—1/2,1/2], et nulle hors de [—1, 1]
De telles choses s’appellent fonctions plateau.

. Construire f en utilisant x.



Partitions de N

1. Est-il possible de partitionner N en un nombre fini (mais supérieur ou
égal a deux) de progressions arithmétiques de raisons toutes distinctes 7

2. Existe-t-il une partition de N en deux ensembles A et B telle que tout
entier naturel n s’écrive d’autant de fagons comme somme de deux
éléments distincts de A a l'ordre preés que comme somme de deux
éléments distincts de B a l’ordre pres?

Involutions
Soit, pour n € N*, [, le nombre d’involutions d’'un ensemble a n éléments.

On pose
“+o0o

flz) = Z %x”

n=1

Calculer f, et en déduire une expression de I,,.
Une identité amusante
Démontrer I'identité suivante :

1 +00
/ ttdt = Z n".
0 n=1

On ne manquera pas de justifier la convergence de 'intégrale.



Fonction caractéristique de la loi de Cauchy
Calculer, pour tout € R,

+o0 itx
O(z) = / ° _at.

o 1+1t2

Intégrale a parametre 1
+oo -t

e
Calculer I(x) = / —= cos(zt)dt pour x réel.
(z) A (xt)

Intégrale a parametre 2
+oo 1 — e—a:t2
On considere [: x — t—2dt.
0
Quel est son domaine de définition ? Ou est-elle dérivable 7 Calculer I(z).

Intégrale a parametre 3

+o0o o3
t
On pose, pour t > 0, I(t) = / = xl
er —

Déterminer lim I(t¢). On pourra exprimer / comme somme d’une série

t—+00

dz.

de fonctions.

Une (mauvaise) blague
1. On considere la fonction
+o0 )
f(z) = / e dt.

Sur quel domaine de R f est-elle définie 7 Montrer qu’elle est de classe
C?. Rechercher une équation différentielle satistaite par f, et en déduire
une expression de f.

2. Tout ceci était-il bien nécessaire 7



Intégrale de Dirichlet
Le but de cet exercice est de calculer 1'intégrale de Dirichlet f0+oo¥dx.
Pour ce faire, on pose, pour tout t réel positif,

+00 o3 Foo  —tx
I(t) :/ T g et J(t) :/ ° _dr.
0 0

x+t 1+ 22
1. Montrer que I et J sont bien définies, continues sur RT, et de classe C?
sur Rt*,

2. Trouver une équation différentielle linéaire d’ordre deux vérifiée par [
sur R puis faire de méme pour J.

3. Conclure.

Transformée de Fourier sur ’espace de Schwartz
On considere, sur [’espace de Schwartz des fonctions lisses de R dans C
a décroissance rapide ainsi que leurs dérivées

S={fe€C*R,C) |V(k,n)e N, 2" f®)(z) est bornée sur R},
la transformée de Fourier

F: § — S

—~ 1 too izy )
fo— <f~y'—>E/_oo f(z)e dif)

1. Montrer que F est bien définie.
2. On considere, pour o réel,

g0 R — R

" 6_332/202 .

Pour quelles valeurs de ¢ a-t-on g, € S 7 Calculer alors ¢,.

3. Démontrer la formule d’inversion de Fourier :

~

VfeS VreR,  f(z) = f(—z).

On pourra considérer fgn pour n € N* et on admettra qu'on peut
intervertir a volonté les intégrales.

4. Résoudre dans S les équations f@ +2f® — ' 4+ f=0et f = 2rf.

4



Transformée de Laplace

Soit f: RT — C continue telle que
“+o0o

Ve >0, Lf(z) = f(t)e " dt existe.
0

400 ,

1. On suppose que f(t)dt converge. Etudier hm+ Lf(x).
0 z—0

2. La réciproque est-elle vraie ?
3. Et si on suppose qu’en +oo, f(t) = o(t) ?
4. Montrer que si Lf est identiquement nulle sur R}, alors f est identi-

quement nulle.
+00

5. On suppose que lim+ Lf(z) existe. Montrer que f(t)dt converge
z—0 0

T
si et seulement si / tf(t)dt = or—1o(T).
0

1

t
On pourra considérer g(t) = t_2/ uf(u)du...
0



