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Fractions continuées

Nous allons parler de fractions continuées.

Voici une fraction continuée :

1
aop + (a,- € N*)
a +

a +

1
az+ .

Nicolas Mascot La constante de Khintchine



Développement d'un réel en fraction continuée

Tout réel admet un développement en fraction continuée.
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Développement d'un réel en fraction continuée

Tout réel admet un développement en fraction continuée. Par
exemple :

15 625
6 842
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Développement d'un réel en fraction continuée

Tout réel admet un développement en fraction continuée. Par
exemple :

15 625 1941
=24+
6 842 6842
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Développement d'un réel en fraction continuée

Tout réel admet un développement en fraction continuée. Par

exemple :
15 625 1
=24 —
6 842 6842
1941
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Développement d'un réel en fraction continuée

Tout réel admet un développement en fraction continuée. Par

exemple :
15 625 1
=24 ——
6 842 3 1019
+ 1941
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Développement d'un réel en fraction continuée

Tout réel admet un développement en fraction continuée. Par

exemple :
15625_2+ 1 P 1
6842 3+1019_ ; 1
1941 + 022
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Développement d'un réel en fraction continuée

Tout réel admet un développement en fraction continuée. Par

exemple :
15625_2+ 1 P 1 B
6842 3+1o19_ ; 1 N
1941 + 922
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Développement d'un réel en fraction continuée

Tout réel admet un développement en fraction continuée. Par
exemple :

15625 1
6842 1

Nicolas Mascot La constante de Khintchine



Développement d'un réel en fraction continuée

Tout réel admet un développement en fraction continuée. Par
exemple :
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Développement d'un réel en fraction continuée

Tout réel admet un développement en fraction continuée. Par
exemple :

V2=1+

2+
2+
2+

2+
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Approximation par une fraction continuée

Les fractions continuées fournissent de trés bonnes
approximations rationnelles :
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Approximation par une fraction continuée

Les fractions continuées fournissent de trés bonnes
approximations rationnelles :

T = 3 =3
m = 3.14159265358979 - - -
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Approximation par une fraction continuée

Les fractions continuées fournissent de trés bonnes
approximations rationnelles :

1 2
™ = 3+?= = 3.14285714285714

7
T = 3.14159265358979 - - -

N
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Approximation par une fraction continuée

Les fractions continuées fournissent de trés bonnes
approximations rationnelles :

1 333

] 1 106
T

= 3.14150943396226 - - -

72:3+

m = 3.14159265358979 - - -
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Approximation par une fraction continuée

Les fractions continuées fournissent de trés bonnes
approximations rationnelles :

_ o3t 3 5415000035308
o= L1 13 7
_l’_

m = 3.14159265358979 - - -
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Nous noterons a;(x) les coefficients du développement en
fraction continuée d'un réel x € R :

X = ao(X) +

al(x) +

ar(x) + L

33(X) 4+
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Le théoreme de Khintchine

Théoreme (Khintchine, 1935)

Pour presque tout réel x (au sens de Lebesgue),

lim /ai(x)ax(x) - - - an(x) = K, ol

n—-+o00

—+o00 1 o
K = 1+ — = 2.685452 . ..
( " 2))

est la constante de Khintchine.
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Soit (X, X, i) un espace probabilisé, et soit T: X — X une
application mesurable.
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Soit (X, X, i) un espace probabilisé, et soit T: X — X une
application mesurable.

Définition

T est dite ergodique si
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Soit (X, X, i) un espace probabilisé, et soit T: X — X une
application mesurable.

Définition

T est dite ergodique si
Q@ VE e X, u(TXE)) = w(E),
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Soit (X, X, i) un espace probabilisé, et soit T: X — X une
application mesurable.

Définition

T est dite ergodique si
Q@ VE e X, u(TXE)) = w(E),
QVEeX, T YE)=E = u(E)=0o0ul.
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Le théoreme ergodique de Birkhoff

Soit (X, X, i) un espace probabilisé, et soit T: X — X une
application mesurable.

Théoreme (Birkhoff, 1933)
Si T est ergodique, alors pour toute o € L*(u),

im 23T = [ eou(a)

pour p-presque tout x.
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| 'opérateur de Gauss-Kuzmin

Soit X = [0;1] N (R \ Q) muni de sa tribu borélienne.
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| 'opérateur de Gauss-Kuzmin

Soit X = [0;1] N (R \ @) muni de sa tribu borélienne, et de la
mesure de Gauss-Kuzmin

1 dx

) = 5T
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| 'opérateur de Gauss-Kuzmin

Soit X = [0;1] N (R \ @) muni de sa tribu borélienne, et de la
mesure de Gauss-Kuzmin

1  dx

) = 5T

L'opérateur de Gauss-Kuzmin est

T: X — X
1 1
S
1 1 _
a1+—1 82+—1
a + asz +
a3+.'- a4+"-
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| 'opérateur de Gauss-Kuzmin

Soit X = [0;1] N (R \ Q) muni de sa tribu borélienne, et de Ia
mesure de Gauss-Kuzmin

1  dx

lax) =575

L'opérateur de Gauss-Kuzmin est

T:- X — X
x — {1/x}°
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1t est T-invariante

10;e]) = {xex|{1x< t}
= [xex|3anen:n 1/x<n+t}

= U [nit;ﬂﬂX

neN*
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1t est T-invariante

T o) = | {nit;ﬂmx

EN*
donc
1 . dx
T-Y[0; t = —
,u( (0 ])) Z|n2 a1 14+ x
nGN*+ n+t
1 1+ 1
= — In L
|n2; (1+$)
1 & n+t n+1
= — |
In2;n( n n+t+1)

= In(1+t) = p([0; t]).
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Un théoreme de Lebesgue

Théoreme de différentiation de Lebesgue (1910)

Soit £ € L*(]0; 1]). Pour presque tout x € [0; 1],

im = [ f(0)dt = £(x).

e—0t 2¢e =
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Un théoreme de Lebesgue

Théoreme de différentiation de Lebesgue (1910)
Soit £ € L*(]0; 1]). Pour presque tout x € [0; 1],

im = [ f(0)dt = £(x).

e—0t 2¢e =

Soit E C [0; 1] une partie mesurable. Pour presque tout x € E,

MEN[x—¢g;x+¢])
e—0*t 2e

=l
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T est ergodique

Soit E C X telle que T"Y(E) = E, avec \(E) =d < 1.
Soit £ € X, notons &, 1 = g et &, = %. Soient s = g et

t= ”i”, Alors

1 t
t_s/llg(y)dy = dqd(q+q /ILE
s 1
= qd(g+4q /115
y=e! 0 qX+CI)
d
< q+q/
o (gx+4q')?
— < 1.

Donc u(E) = 0 d'apres le théoreme de densité de Lebesgue.
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Le théoreme de Lévy

Soit m € N*; prenons (x) = L, (x)=m-
Alors d'apres le théoreme ergodique, pour presque tout x,

n—1 1

) 1

lim _Zﬂal(Tkx):m = / ﬂal(x):m “(dx)
k=0 0

n—+o0o N
n 1
. 1 1 mdx
dm 2 Taomm = s [, 1
k=1 m+1

_ %In(ler).
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Le théoreme de Lévy

Théoreme (Lévy, 1937)

Pour tout entier m € N*, la proportion de m dans le
développement en fraction continuée de presque tout réel x

est L In <1~|— m(m+2))
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Le théoreme de Lévy

P(ak(x) = m) = % n (1 " m)

Valeur de m Fréquence

1 41,5%

2 17,0%

3 9.3%

4 5,9%

5 4,1%
| 10 \ 1,2% |
| 42 \ 0,078 % |
| 100 \ 0,014 % |
[ >100 | 1,4% |
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Le théoreme de Khintchine

A présent, prenons o(x) = In a;(x). Nous obtenons pour
presque tout x

1
lim Zln a(x) = i In a;(x) dx

n——4oo N

d’'ou le résultat en passant a I'exponentielle.
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Le théoreme de Khintchine

Théoreme (Khintchine, 1935)

Pour presque tout réel x,

lim /a1(x)ax(x) - - - a,(x) = K, ol

n—-+400
+o00 1 g
K = 1+ —— = 2.685452 - - -
e n(n+ 2)
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