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Résumé - On introduit une théorie homologique des espaces vectoriels tressés et on montre
comment voir les homologies des différentes structures algébriques familières à l’aide de cette
approche unificatrice. On présente en détail l’exemple de la structure d’algèbre associative, et
on fournit des tressages qui encodent quelques autres structures algébriques.
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1 Introduction

Dans cet exposé, on s’intéresse à un procédé qu’on rencontre très souvent en mathématiques,
schématiquement présenté comme suit :

structure algébrique 7−→ homologie.

Le choix d’une théorie homologique pour une structure algébrique donnée peut avoir des
motivations très variées : on peut vouloir étudier les déformations de la structure en question,
ou généraliser une homologie provenant d’un cadre géométrique, ou classifier des structures,
ou obtenir des invariants (des nœuds par exemple) à l’aide des (co)cycles. Les exemples de
base sont pour nous les suivantes :

1. complexe de Koszul pour un espace vectoriel (= e.v.) ;

2. complexe bar et complexe de Hochschild pour une algèbre associative ;

3. complexe de Chevalley-Eilenberg pour une algèbre de Lie ;

4. complexes de rack et de quandle pour des structures auto-distributives.

Les complexes ci-dessus ont tous la même allure : c’est une algèbre tensorielle (ou extérieure
dans le cas des algèbres de Lie) avec comme différentielle sur V ⊗n une somme de type d =∑n

i=1(−1)i∂n,i, où les ∂n,i sont construites en utilisant seulement la structure algébrique
de départ et correspondent au même procédé appliqué dans des positions i différentes. La
vérification de l’identité d ◦ d = 0 est effectuée à partir de deux ingrédients :

1. les propriétés définissant la structure algébrique (e.g. l’associativité pour une algèbre
associative) ;

2. un jeu de signes parfois mystérieux (surtout pour le complexe de Chevalley-Eilenberg).
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Il y a beaucoup d’autres phénomènes qui suggèrent l’existence d’une approche commune à
toutes ces théories homologiques. Dans [12] par exemple, J.Przytycki développe la théorie ho-
mologique des structures auto-distributives en s’inspirant de celle des structures associatives.
Dans cet exposé on propose une telle approche unificatrice, présentée en détail dans [8]. Elle
apporte une lumière nouvelle sur, entre autres, les parallèles observés par J.Przytycki.
Notre approche consiste à rajouter une étape au schéma précédent :

structure algébrique
cas par cas7−→ tressage

théorème 17−→ homologie.

Dans la première partie de l’exposé on rappellera la notion des e.v. tressés et on présentera leur
théorie homologique, introduite dans [8]. Dans la deuxième partie on introduira et étudiera
en détail le tressage qui encode la structure d’une algèbre associative. On finira par une liste
de tressages pour d’autres structures algébriques.

2 Homologie des espaces vectoriels tressés

Définition 2.1. Un espace vectoriel tressé est un k-e.v. V muni d’un tressage, i.e. d’une
application linéaire σ : V ⊗ V −→ V ⊗ V qui satisfait l’équation de Yang-Baxter

σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 : V ⊗ V ⊗ V −→ V ⊗ V ⊗ V, (YB)

où σi est le tressage σ appliqué aux composantes i et i+ 1 de V ⊗3.

Contrairement à la majorité des auteurs, on ne demande pas que σ soit inversible ; notamment,
le tressage qu’on proposera pour les algèbres associatives ne le sera pas.

Définition 2.2. Deux co-éléments f, g ∈ V ∗ sont dits σ-compatibles si

(f ⊗ g) ◦ σ = g ⊗ f, et (g ⊗ f) ◦ σ = f ⊗ g.

Un caractère tressé est un ε ∈ V ∗ auto-σ-compatible, i.e.

(ε⊗ ε) ◦ σ = ε⊗ ε.

Un tressage et un caractère tressé sur V s’avèrent suffisants pour définir une théorie ho-
mologique pour V :

Théorème 1. Soit (V, σ) un e.v. tressé muni de deux caractères tressés ε et ζ. Alors on
dispose d’une bi-différentielle sur T (V ) définie par les formules

V ⊗n −→ V ⊗(n−1)

εd : v 7−→
n∑
i=1

(−1)i−1∂n,i(v), ∂n,i := (ε⊗ Idn−1) ◦ σ1 ◦ σ2 ◦ · · ·σi−1,

dζ : v 7−→
n∑
i=1

(−1)i−1∂′n,i(v), ∂′n,i := (Idn−1⊗ζ) ◦ σn−1 ◦ σn−2 ◦ · · ·σi.

De plus, si les caractères ε et ζ sont σ-compatibles, alors les paires (εd, ζd) et (dε, dζ) deviennent
également bi-différentielles sur T (V ).
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On donne brièvement les idées de deux preuves de ce théorème. On présente ainsi deux façons
de traiter nos bi-différentielles “tressées”, chacune apportant des éclairages sur leur nature :

approche avantages

graphique : úmaniablilité,
diagrammes, tresses ústructure bisimpliciale ;

battages quantiques et co-éléments de carré nul : úon “cache” le jeu de signes dans −σ,
εd = (ε⊗ Idn−1) ◦ �

−σ
1,n−1 & (ε⊗ ε) ◦ �

−σ
= 0 úplus besoin de contrôler les indices i,

& co-associativité de �
−σ
⇒ εd ◦ εd = 0 úon travaille au niveau “global”.

L’approche graphique consiste à travailler avec les diagrammes du type suivant (ici on lit
un diagramme du bas en haut, et on compose consécutivement tous les morphismes qu’on
rencontre ; un brin vertical correspond à l’application identité) :

∂n,i =

ε

σ

σ

1
...

i−1 i i+1
... n ,

∂′n,i =

ζ

σ

σ

1
...

i−1 i i+1
... n .

En plus d’être facilement maniables, ces diagrammes suggèrent une structure pré-bisimpliciale
sur T (V ), qui peut être complétée en une structure faiblement simpliciale (cf. [9] et [12]) si
V possède en plus une “bonne” comultiplication ∆ (i.e. co-associative, σ-cocommutative et
compatible avec le tressage σ) ; en effet, on peut prendre comme dégénérescences

si := Idi−1⊗∆⊗ Idn−i . (si)

Pour plus de détails sur les algèbres de battages (=shuffle) quantiques, voir les travaux de
M.Rosso ([13],[14]).
Notons que notre théorème donne plus qu’une simple homologie : en fait, elle associe à chaque
caractère tressé deux différentielles compatibles, précisant aussi les conditions de compatibilité
de ces différentielles pour des caractères différents.
On retrouve comme cas particulier les constructions de J.S.Carter, M.Elhamdadi et M.Saito,
cf. [1].

3 Exemples

Soit V un k-e.v. muni d’une application bilinéaire µ : V ⊗V −→ V et d’un élément distingué
1 ∈ V. On introduit une application bilinéaire

σ = σµ : V ⊗ V −→ V ⊗ V,
v ⊗ w 7−→ 1⊗ µ(v ⊗ w)
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Proposition 3.1. Supposons que 1 est un élément neutre pour µ. Alors l’application σµ est
un tressage si et seulement si µ est associative sur V.

On a ainsi obtenu un tressage qui encode la propriété algébrique “associativité”. Remarquons
que ce tressage est loin d’être inversible.
Le lemme suivant explique le choix du terme caractère tressé :

Lemme 3.2. Soit (V, µ,1) une algèbre associative unitaire munie d’un caractère ε, i.e. une
application ε : V → k qui respecte la structure d’algèbre :

ε(µ(v ⊗ w)) = ε(v)ε(w) ∀v, w ∈ V,
ε(1) = 1.

Alors ε est un caractère tressé pour l’e.v. tressé (V, σµ).

On a ainsi tous les ingrédients nécessaires pour appliquer le théorème 1. Étant donné deux ca-
ractères ε et ζ d’une algèbre associative unitaire (V, µ,1), ce théorème donne la bi-différentielle
suivante sur T (V ) :

εd(v1 . . . vn) = ε(v1)v2 . . . vn +

n−1∑
i=1

(−1)iv1 . . . vi−1µ(vi ⊗ vi+1)vi+2 . . . vn,

dζ(v1 . . . vn) = (−1)n−1ζ(vn)v1 . . . vn−1

+
n−2∑
i=0

(−1)iζ(vi+1) · · · ζ(vn)v1 . . . vi11 . . .1.

L’algèbre V possède également une comultiplication (assez exotique)

∆1 : V −→ V ⊗ V,
v 7−→ 1⊗ v.

Cette comultiplication satisfait à toutes les propriétés décrites dans la section précédente et
donne ainsi les dégénérescences (si), d’où le sous-bicomplexe dégénéré qui est dans ce cas
l’idéal de T (V ) engendré par 1. Le passage au quotient donne le bicomplexe normalisé et en
particulier la différentielle

(εd− dζ)(v1 . . . vn) = ε(v1)v2 . . . vn

+
n−1∑
i=1

(−1)iv1 . . . vi−1µ(vi ⊗ vi+1)vi+2 . . . vn,

+ (−1)nζ(vn)v1 . . . vn−1

sur T (V/k1). On reconnâıt le complexe de Hochschild avec des coefficients triviaux (cf. par
exemple [9]).

On termine avec un tableau des tressages, caractères tressés, co-multiplications compatibles
∆, et exemples de complexes retrouvés pour d’autres structures algébriques. Quelques rappels
sont nécessaires pour cela.
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L’algèbre de Leibniz est une version non-anticommutative d’algèbre de Lie, introduite par
J.L.Loday dans le but de relever la différentielle dCE de Chevalley-Eilenberg sur Λ(V ) en
une différentielle sur T (V ) (cf. [9] et [4]). Concrètement, c’est un e.v. V muni d’un crochet
bilinéaire [, ] qui satisfait à la version suivante de l’identité de Jacobi :

[v, [w, u]] = [[v, w], u]− [[v, u], w] ∀v, w, u ∈ V.

Nos méthodes “tressées” permettent de retrouver la notion d’algèbre de Leibniz en expliquant
notammant ce choix de version de l’identité de Jacobi parmi toutes les versions possibles
(équivalentes dans le cas des algèbres de Lie à cause de l’anticommutativité), et donnent
automatiquement le bon relèvement de dCE .

Une opération C sur un ensemble S est dite auto-distributive (= AD) si

(aC b) C c = (aC c) C (bC c) ∀a, b, c ∈ S.

On obtient les notions de rack et de quandle en ajoutant des conditions supplémentaires. Ces
structures sont importantes en topologie (cf. par exemple [6]), et leur homologies sont très
fructueusement utilisées dans la construction d’invariants des nœuds.

structure tressage caractères tressés ∆ complexes

e.v. V v ⊗ w 7→ w ⊗ v tout ε ∈ V ∗ – Koszul

alg. de Leibniz/ σ[,] : caractère de Lie ε : ∆(v) = Leibniz,

Lie unitaire v ⊗ w 7→ w ⊗ v ε([v, w]) = 0, v ⊗ 1 + 1⊗ v, Chevalley-
(V, [, ],1) +1⊗ [v, w] ε(1) = 1 ∆(1) = 1⊗ 1 Eilenberg

ensemble AD σC : caractère AD ε : ∆(a) = complexes
(S,C) S × S → S × S ε(aC b) = ε(a) (a, a) de rack ([5]) &

(a, b) 7→ (b, aC b) de quandle ([2])

4 Aller plus loin

On termine par quelques généralisations des outils et résultats présentés ci-dessus :

1. Toutes les constructions se transportent facilement dans le cadre des catégories (pré-
additives) monöıdales. Entre autres, cela donne deux nouvelles constructions :

(a) des cohomologies des objets tressés ;

(b) des super-versions de certaines (co)homologies.

2. On peut construire des théories homologiques des objets tressés aux coefficients dans
des modules tressés (introduits dans [8]).

3. La notion de système tressé ([7]), i.e. un tressage “partiel” et “local” sur une collection
finie d’objets, permets de traiter les structures suivantes (ainsi que leurs homologies) :

(a) bigèbres, algèbres de Hopf ;

(b) (bi)modules de Hopf ;

(c) modules de Yetter-Drinfel′d.
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Les techniques “tressées” s’avèrent également efficaces dans la présentation de bimod-
ules, (bi)modules de Hopf et modules de Yetter-Drinfel′d en tant que modules sur des
algèbres, dans l’esprit de [3] et [11].

4. Les hyper-bords de Loday de degré p ont une interprétation naturelle via les composants
�
−σ

p,n−p du coproduit de battage quantique.

5. On retrouve le calcul différentiel tressé de S.Majid ([10]) en travaillant avec des ε arbi-
traires au lieu de se restreindre aux caractères tressés.
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