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KX Tableaux de Young

+ Gadget combinatoire

3]
>TeT6 (Young 1900, Frobenius 1903).

+Monoide (TYn, %), A, =1{1,...,n}
114]5 (Robinson '38, Schensted '61, Knuth '70).

Applications :

v Régle de Littlewood—Richardson : une preuve correcte!
(Schiitzenberger '77)
+représentations de S et GL,(C);
+intersections de grassmanniennes;
+produit de fonctions symétriques.

v Polynbmes de Kostka—Foulkes
(Lascoux—Schiitzenberger '78)
+représentations de GLk(Fy) ;
+modéles sur réseau.

v Bases cristallines pour Les groupes quantiques (90").
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Tableaux vs. mots: C,L: TY, &2 AL T

=R 3 266 145

3]
T=[2]6]6
1145 W, 321 64 65

*(*(*)) L A1Qs ...0k

Thm (Knuth '70) : C, L : (TYnp, %) LCN ( Ax/~ concat ): T

= Ply monoide
plaxique

zzy~2zzy, <Y<z
yrz ~yzxr, T<yY<z2.
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Pl, =(Anlz2y=22Y, <Y< 2, Y2 =9Y2x, c < Yy < 2)

Col;, := tableaux-colonnes = mots-colonnes (non-vides).

Lemme : c; *x c> a +soit 1 colonne c;¢, (concaténation),
+soit 2 colonnes cf, ¢5.

Thm (Cain et al., Bokut et al., '15) :
Pl, = (Coly |c: - co — cicx ou ¢ - ch)
+systéme de réécriture convergent
NForme(cy - ... -ck) =C(cy * - -+ *x Ck) ;
+ base de Grobner—=Shirshov pour kPLy.

Exemple : Col? = { }
2 2 2
FE-E Of-E @
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B/ Les tresses dans tout cela ?

Coly, = Coly U ec (colonne vide)

on.c: Coly X Coly, — Coly, X Coly,
(€1, C2) = (CiCa,€c) OU (Ci, Ch) = ¢1 * Ca.
Thm (L. '16) :
+0n,c est un tressage idempotent sur Coly ;
+ec est un neutre pour on,c;
+PLl, >~ Mon(Coly,, on.c,ec);

+ idem pour Les tableaux-lignes.
Motivation : Col, est plus petit et plus simple que PlLy.

Applications : +réécriture;
+ calculs cohomologiques (cf. Lopatkin '16).
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&/ L'équation de Yang—Baxter

Données :
+ catégorie monoidale C (= Vectk) ;
+objet S;
+morphisme c: S®S - SQS. tressage

YBE : |0.0,0, = 020,05: S®3 — 5®3
o, =0QIds, 0> =1Ids Qo

Avatar topologique :

s ]

/J /J

_ mouvement de

YBE — } B & Reidemeister III
- e
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(D Ensemblistes : C = Set (Drinfel’d '90)

Linéariser déformer
ANNANNANS solutions Linéaires

Exemple : o(z,v) = (¥, T)
~> R-matrices;

~ 0Lz Q®@Y)=YRT+h1Q [z, V] :

1 central

[YBE pour oise <=  Jacobi pour []}

(2 Non-inversibles.

Exemple : structures auto-distributives &
un ordre sur Les groupes de tresses (Dehornoy '91).

(@ Idempotents : 0o = 0.
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v/ Monoide (S,-,1), Oass(z,y) =(1,z-v).

[YBE pour Oass (:{ associativité pour J

1 neutre

v Monoide factorisé G = HK,
S=HUK, 0ract(z, V) = ((zY)H, (ZY)K).

v/ Treillis (S, A, V), orr(z,y) =(xAY,TVY).

v Monoide plaxique : on c sur Coly.
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Mon(S,0) =(S|z-y=v' -z, (¥, ,z)=0(z,v))

méthodes
/\
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Exemples :

v Monoide factorisé G = HK, 0ract(Z, V) = (ZY)H, (TU)K) :
Mon(H U K, 0fgct, 16) =~ G.

v Alg. LieV’', V=V 'Pk1, 0Lie(zQY)=YQz+1Q [z, V] :
Alg(V, 04, 1) ~ UEA(V/, []).

v’ Monoide plaxique :
MOH(COln, O-n’C, eC) ~ pl.n
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Un neutre pour o : e € S t.q.
+0 préserve { (e, x), (z,e)};
+le mot wew'’ est normal = ww’ l'est.
Mots normaux : Norm(S,0,e) ={x, ... € S* |
0(Tj5, Tjr1) = (T4, Tj11), T; # €.
Thm (Dehornoy—Guiraud, L. '16) :
Pour un tressage idempotent o sur S avec un neutre e,
Norm(S, o, e) &% Mon(S, o, e),
Taut : w — [w],
Ay w i [w] : RNForme.
Systéme de réécriture convergent :
e —1 & Ty — y'z!, (y,.x') =0z, v).
Produit associatif * sur Norm(S, o, e).

Exemple : (Norm(Coly, on.c, ec), *tr) = (TYn, *sch).



><3{ Cohomologie d'un tressage

Données :
+tressage o sur S;
+anneau k;
+€: S — k caractére tressé, e.g. €1: T — 1.



><3{ Cohomologie d'un tressage

Données :
+tressage o sur S;
+anneau k;
+€: S — k caractére tressé, e.g. €1: T — 1.

Construction :
+C" := Maps(S*™" k) ;
+dn. C™* -5 CntE arttd®” =o;
+ cohomologie tressée de (S, o) avec coefficients (k, €) :
H™(S, 0;k, €) := Kerd™”/Imd"?;



><3{ Cohomologie d'un tressage

Données :
+tressage o sur S;
+anneau k;
+€: S — k caractére tressé, e.g. €1: T — 1.

Construction :
+C" := Maps(S*™" k) ;
+dn. C™* -5 CntE arttd®” =o;
+ cohomologie tressée de (S, o) avec coefficients (k, €) :
H™(S, 0;k, €) := Kerd™”/Imd"?;
+cup produit —: H" @ H™ — H™™™ commutatif si € = €;.



><3{ Cohomologie d'un tressage

Données :
+tressage o sur S;
+anneau k;
+€: S — k caractére tressé, e.g. €1: T — 1.

Construction :
+C" := Maps(S*™" k) ;
+d": C"* —» Cnte, arttd®” =o;
+ cohomologie tressée de (S, o) avec coefficients (k, €) :
H™(S, 0;k, €) := Kerd™”/Imd"?;
+cup produit —: H" @ H™ — H™™™ commutatif si € = €;.

Versions :
+graphique;
+algébrique : battages quantiques (Rosso '95).
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1) Déformations diagonales og4(x, V) = q“EVo(x,y) :

w est un 2-cocycle = 04 est un tressage
(Freyd—Yetter '89, Eisermann '05).

2) Invariants de noceuds

Bs o w(D { Z w(z,y) Z w(x,Yy) ' o)-coloriages de D}
T
K

w est un 2-cocycLe —  PBs.ow(D) est un invariant;
w est un 2-cobord = HBsosw(D)={0,0,...}.
(Fenn et al. '95, Carter et al. '01, ...).

3) Unification de théories cohomologiques;
+ transport de techniques;
+ théories pour de nouvelles structures
(L.'13, ...).
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4) Symétrisateur quantique QS :

cohomologie tressée oS cohomologie de Hochschild
H*(S, 0, ek, €) = HH*(kMon(S, o, e):k, €)
cup produit — cup produit —
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4) Symétrisateur quantique QS :

cohomologie tressée os cohomologie de Hochschild
H*(S, 0, ek, €) = HH*(kMon(S, o, e):k, €)

cup produit — cup produit —
| petits complexes]|

Thm : QS est un isomorphisme quand
v oo =1d et Chark = o (Farinati & Garcia-Galofre '16) ;
v 0o =0 (L.'16).

Preuve, cas oo = o : théorie de Morse discréte algébrique.

Question ouverte : Dans Le cas général ?

Application : généralisation de La formule de Kiinneth pour
des monoides factorisés G = HK.
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Pour Le caractére tressé €0: c— 0,ec — 1,

Thm : 1) HH*(kPLlyk, €0) >~ A), (= Maps(An, k).
2) HH? ~ L)V,
3) HH* — HH* = o.
4) HH? # o pour tout 7 quand n > 2.
5) Pour n = 2,

1 _ 3 _ .
HH" =kfz @ kg, HH> = ]kf,',
2 _ k _
HH~ = ]kf, ) lkf', HH"* =0, kK > 3.

fa — f' = *f' — = f”-

Crl : dimension cohomologique :
cad(Plp) = oo, 3,
pourn >2, =2, =1.



