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Theorie der Abel’schen Functionen.

Bernhard Riemann

[Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 54.
S. 101-155. 1857.]

1. Allgemeine Voraussetzungen und Hilfsmittel fiir
die Untersuchung von Functionen unbeschrankt
veranderlicher Grossen.

Die Absicht den Lesern dieses Journals Untersuchungen iiber verschiede-
ne Transcendenten, inbesondere auch iiber Abel’sche Functionen vorzulegen,
macht es mir wiinschenswerth, um Wiederholungen zu vermeiden, eine Zu-
sammenstellung der allgemeinen Voraussetzungen, von denen ich bei ihrer
Behandlung ausgehen werde, in einem besonderen Aufsatze voraufzuschicken.

Fiir die unabhéngig veranderliche Grosse setze ich stets die jetzt allgemein
bekannte Gauss’sche geometrische Reprasentation voraus, nach welcher eine
complexe Grosse z = x + yi vertreten wird durch einen Punkt einer unend-
lichen Ebene, dessen rechtwinklige Coordinaten z, y sind; ich werde dabei
die complexen Grossen und die sie reprasentirenden Punkte durch dieselben
Buchstaben bezeichnen. Als Function von x +yi betrachte ich jede Grosse w,
die sich mit ihr der Gleichung
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geméss andert, ohne einen Ausdruck von w durch x und y vorauszusetzen.
Aus dieser Differentialgleichung folgt nach einem bekannten Satze, dass die
Grosse w durch eine nach ganzen Potenzen von z — a fortschreitende Reihe

von der Form nioo an(z — a)™ darstellbar ist, sobald sie in der Umgebung
=0

von a allenthalbnen einen bestimmten mit z stetig sich andernden Werth hat,
und dass diese Darstellbarkeit stattfindet bis zu einem Abstande von a oder
Modul von z — a, fiir welchen eine Unstetigkeit eintritt. Es ergiebt sich aber
aus den Betrachtungen, welche der Methode der unbestimmten Coefficienten
zu Grunde liegen, dass die Coefficienten a,, vollig bestimmt sind, wenn w in



einer endlichen tibrigens beliebig kleinen von a ausgehenden Linie gegeben
ist.

Beide Ueberlegungen verbindend, wird man sich leicht von der Richtigkeit
des Satzes liberzeugen:

Fine Function von x + yi, die in einem Theile der (x,y)-Ebene gegeben
ist, kann dariber hinaus nur auf Eine Weise stetig fortgesetzt werden.

Man denke sich nun die zu untersuchende Function nicht durch irgend
welche 2z enthaltende analytische Ausdriicke oder Gleichungen bestimmt, son-
dern dadurch, dass der Werth der Function in einem beliebig begrenzten
Theile der z-Ebene gegeben ist und sie von dort aus stetig (der partiellen
Differentialgleichung
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gemdss) fortgesetzt wird. Diese Fortsetzung ist nach den obigen Sitzen eine
vollig bestimmte, vorausgesetzt, dass sie nicht in blossen Linien geschieht, wo-
bei eine partielle Differentialgleichung nicht zur Anwendung kommen koénnte,
sondern durch Flachenstreifen von endlicher Breite. Je nach der Beschaffen-
heit der fortzusetzenden Function wird nun entweder die Function fiir den-
selben Werth von z immer wieder denselben Werth annehmen, auf welchem
Wege auch die Fortsetzung geschehen sein moge, oder nicht. Im ersteren Fal-
le nenne ich sie einwerthig, sie bildet dann eine fiir jeden Werth von z vollig
bestimmte und nicht langs einer Linie unstetige Function. Im letzteren Falle,
wo sie mehrwerthig heissen soll, hat man um ihren Verlauf aufzufassen vor
Allem seine Aufmerksamkeit auf gewisse Punkte der z-Ebene zu richten, um
welche herum sich die Function in eine andere fortsetzt. Ein solcher Punkt
ist z. B. bei der Function log(z —a) der Punkt a. Denkt man sich von diesem
Punkte a aus eine beliebige Linie gezogen, so wird man in der Umgebung
von a den Werth der Function so wahlen kénnen, dass sie sich ausser die-
ser Linie iiberall stetig andert; zu beiden Seiten dieser Linie nimmt sie aber
dann verschiedene Werthe an, auf der negativen! einen um 27i grosseren, als
auf der positiven. Die Fortsetzung der Function von einer Seite dieser Linie
aus, z. B. von der negativen, iiber sie hiniiber in das jenseitige Gebiet giebt
dann offenbar eine von der dort schon vorhandenen verschiedene Function
und zwar im hier betrachteten Falle eine allenthalben um 27i grossere.

Zur bequemeren Bezeichnung dieser Verhaltnisse sollen die verschiedenen
Fortsetzungen einer Function fiir denselben Theil der z-Ebene Zweige dieser
Function genannt werden und ein Punkt, um welchen sich ein Zweig einer

Tm Anschlusse an die von Gauss vorgeschlagene Benennung positiv laterale Einheit fiir
+i werde ich als positive Seitenrichtung zu einer gegebenen Richtung diejenige bezeichnen,
welche zu ihr ebenso liegt, wie +i zu 1.



Function in einen andern fortsetzt, eine Verzweigungsstelle dieser Function;
wo keine Verzweigung stattfindet, heisst die Function eindandrig oder mono-
drom.

Ein Zweig einer Function von mehreren unabhangig veranderlichen Gros-
sen, z, s, t,... ist ewnandrig in der Umgebung eines bestimmten Werthen-
systems z = a, s = b, t = ¢,..., wenn allen Werthencombinationen bis
zu einem endlichen Abstande von demselben (oder bis zu einer bestimmten
endlichen Grosse der Moduln von z —a, s — b, t — ¢,...) ein bestimmter mit
den veranderlichen Grossen stetig sich andernder Werth dieses Zweiges der
Function entspricht. Eine Verzweigungsstelle oder eine Stelle, um welche sich
ein Zweig in einen andern fortsetzt, wird bei einer Function von mehreren
Veranderlichen durch sammtliche einer Gleichung zwischen ihnen gentigende
Werthe der unabhéangig veranderlichen Grossen gebildet.

Nach einem oben angefiithrten bekannten Satze ist die Eindndrigkeit ei-
ner Function identisch mit ihre Entwickelbarkeit, ihre Verzweigung mit ih-
rer Nichtentwickelbarkeit nach ganzen positiven oder negativen Potenzen der
Aenderungen der veranderlichen Grossen. Es scheint aber nicht zweckmaéssig,
jene von ihrer Darstellungsweise unabhangigen Eigenschaften durch diese an
eine bestimmte Form ihres Ausdrucks gekniipften Merkmale auszudriicken.

Fiir manche Untersuchungen, namentlich fiir die Untersuchung algebrai-
scher und Abel’scher Functionen ist es vortheilhaft, die Verzweigungsart einer
mehrwerthigen Function in folgender Weise geometrisch darzustellen. Man
denke sich in der (z,y)-Ebene eine andere mit ihr zusammenfallende Fliche
(oder auf der Ebene einen unendlich diinnen Koérper) ausgebreitet, welche
sich so weit und nur so weit erstreckt, als die Function gegeben ist. Bei Fort-
setzung dieser Function wird also diese Flache ebenfalls weiter ausgedehnt
werden. In einem Theile der Ebene, fiir welchem zwei oder mehrere Fortset-
zungen der Function vorhanden sind, wird die Flache doppelt oder mehrfach
sein; sie wird dort aus zwei oder mehreren Blattern bestehen, deren jedes
einen Zweig der Function vertritt. Um einen Verzweigungspunkt der Functi-
on herum wird sich ein Blatt der Flache in ein anderes fortsetzen, so dass in
der Umgebung eines solchen Punktes die Flache als eine Schraubenflache mit
einer in diesem Punkte auf der (z,y)-Ebene senkrechten Axe und unendlich
kleiner Hohe des Schraubenganges betrachtet werden kann. Wenn die Functi-
on nach mehreren Umlaufen des z um den Verzweigungswerth ihren vorigen
Werth wieder erhélt (wie z. B. (z — a)=, wenn m, n relative Primzahlen
sind, nach n Umléufen von z um ), muss man dann freilich annehmen, das
sich das oberste Blatt der Flache durch die iibrigen hindurch in das unterste
fortsetzt.

Die mehrwerthige Function hat fiir jeden Punkt einer solchen ihre Ver-
zweigungsart darstellenden Flache nur einen bestimmten Werth und kann



daher als eine vollig bestimmte Function des Orts in dieser Flache angesehen
werden.
Gottingen, 1857.

2. Lehrsatze aus der analysis situs fiir die Theorie der
Integrale von zweigliedrigen vollstandigen
Differentialien.

Bei der Untersuchung der Functionen, welche aus der Integration vollstan-
diger Differentialien entstehen, sind einige der analysis situs angehorige Satze
fast unentbehrlich. Mit diesem von Leibnitz, wenn auch vielleicht nicht ganz
in derselben Bedeutung, gebrauchten Namen darf wohl ein Theil der Leh-
re von den stetigen Grossen bezeichnet werden, welcher die Grossen nicht
als unabhangig von der Lage existierend und durch einander messbar be-
trachtet, sondern von den Massverhaltnissen ganz absehend, nur ihre Orts-
und Gebietsverhaltnisse der Untersuchung unterwirft. Indem ich eine von
Massverhéltnissen ganz abstrahirende Behandlung dieses Gegenstandes mir
vorbehalte, werde ich hier nur die bei der Integration zweigliedriger voll-
standiger Differentialien nothigen Satze in einem geometrischen Gewande
darstellen.

Es sei eine in der (x, y)-Ebene einfach oder mehrfach ausgebreitete Flache
T gegeben? und X, Y seien solche stetige Functionen des Orts in dieser
Flache, dass in ihr allenthalben X dz + Y dy ein vollstandiges Differential,
also

ox _ oy _,
oy  Ox
ist. Bekanntlich ist dann
/ (X dz +Y dy),

um einen Theil der Flache T positiv oder negativ herum—d. h. durch die
ganze Begrenzung entweder allenthalben nach der positiven oder allenthalben
nach der negativen Seite gegen die Richtung von Innen nach Aussen (siehe
die Anmerkung Seite 2 der vorhergehenden Abhandlung)—erstreckt, = 0, da
dies Integral dem iiber diesen Theil ausgedehnten Flachenintegrale

identisch im ersteren Falle gleich, im zweiten entgegengesetzt ist. Das Integral

/ (X dx +Y dy)
2Man sehe die vorhergehende Abhandlung S. 3.
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hat daher zwischen zwei festen Punkten auf zwei verschiedenen Wegen er-
streckt denselben Werth, wenn diese beiden Wege zusammengenommen die
ganze Begrenzung eines Theils der Flache T bilden. Wenn also jede im Innern
von T in sich zuriicklaufende Curve die ganze Begrenzung eines Theils von T’
bildet, so hat das Integral von einem festen Anfangspunkte bis zu einem und
demselben Endpunkte erstreckt immer denselben Werth und ist eine von dem
Wege der Integration unabhangige allenthalben in 7" stetige Function von der
Lage des Endpunkts. Dies veranlasst zu einer Unterscheidung der Flachen in
einfach zusammenhéngende, in welchen jede geschlossene Curve einen Theil
der Flache vollstandig begrenzt—wie z. B. ein Kreis—, und mehrfach zu-
sammenhangende, fiir welche dies nicht stattfindet,—wie z. B. eine durch
zwei concentrische Kreise begrenzte Ringfliche. Eine mehrfach zusammen-
héngende lasst sich durch Zerschneidung in eine einfach zusammenhangende
verwandeln (s. die durch Zeichnungen erlduterten Beispiele am Schluss die-
ser Abhandlung). Da diese Operation wichtige Dienste bei der Untersuchung
der Integrale algebraischer Functionen leistet, so sollen die darauf beziigli-
chen Sétze kurz zusammengestellt werden; sie gelten fiir beliebig im Raume
liegende Flachen.

Wenn in einer Flache F' zwei Curvensysteme a und b zusammengenommen
einen Theil dieser Flache vollstandig begrenzen, so bildet jedes andere Cur-
vensystem, das mit a zusammen einen Theil von F' vollstandig begrenzt, auch
mit b die ganze Begrenzung eines Flachentheils, der aus den beiden ersteren
Flachentheilen ldngs a (durch Addition oder Subtraction, jenachdem sie auf
entgegengesetzter oder auf gleicher Seite von a liegen) zusammengesetzt ist.
Beide Curvensysteme leisten daher fiir vollige Begrenzung eines Theils von
F' dasselbe und kénnen fiir die Erfiillung dieser Forderung einander ersetzen.

Wenn in einer Flache sich n geschlossene Curven ai,as,...,a, zichen
lassen, welche weder fiir sich noch mit einander einen Theil dieser Fldache
F wvollstandig begrenzen, mit deren Zuziehung aber jede andere geschlossene
Clurve die vollstandige Begrenzung eines Theils der Flache F bilden kann, so
heisst die Fliche eine (n+ 1) fach zusammenhdngende.

Dieser Charakter der Flache ist unabhéngig von der Wahl des Curvensy-
stems aq, as, . .., a,, da je n andere geschlossene Curven by, b, . .., b,, welche
zu volliger Begrenzung eines Theils dieser Flache nicht ausreichen, ebenfalls
mit jeder andern geschlossenen Curve zusammengenommen einen Theil von
F vollig begrenzen.

In der That, da b; mit Linien a zusammengenommen einen Theil von F
vollstandig begrenzt, so kann eine dieser Curven a durch b; und die tibrigen
Curven a ersetzt werden. Es ist daher mit b; und diesen n — 1 Curven a jede
andere Curve, und folglich auch by, zu volliger Begrenzung eines Theils von
F ausreichend, und es kann eine dieser n — 1 Curven a durch by, by und die



iibrigen n—2 Curven a ersetzt werden. Dieses Verfahren kann offenbar, wenn
wie vorausgesetzt die Curven b zu vollstandiger Begrenzung eines Theils von
F' nicht ausreichen, so lange fortgesetzt werden, bis sammtliche a durch die
b ersetzt worden sind.

Fine (n + 1) fach zusammenhdingende Fldche F kann durch einen Quer-
schnitt—d. h. eine von einem Begrenzungspunkte durch das Innere bis zu ei-
nem Begrenzungspunkte gefiihrte Schnittlinie—in eine n fach zusammenhdn-
gende F' verwandelt werden. FEs gelten dabei die durch die Zerschneidung
entstehenden Begrenzungstheile schon wdhrend der weiteren Zerschneidung
als Begrenzung, so dass ein Querschnitt keinen Punkt mehrfach durchschnei-
den, aber in einem seiner friheren Punkte enden kann.

Da die Linien ay,as,...,a, zu volliger Begrenzung eines Theils von F
nicht ausreichen, so muss, wenn man sich F' durch diese Linien zerschnitten
denkt, sowohl das auf der rechten, als das auf der linken Seite von a,, anlie-
gende Flachenstiick noch andere von den Linien a verschiedene und also zur
Begrenzung von F' gehorige Begrenzungstheile enthalten. Man kann daher
von einem Punkte von a, sowohl in dem einen, als in dem andern dieser Fla-
chenstiicke eine die Curven a nicht schneidende Linie bis zur Begrenzung von
F ziehen. Diese beiden Linien ¢’ und ¢” zusammengenommen bilden alsdann
einen Querschnitt ¢ der Flache F', welcher das Verlangte leistet.

In der That sind in der durch diesen Querschnitt aus £’ entstehenden Fla-
che F' die Linien ay,as,...,a,_1 im Innern von F’ verlaufende geschlossene
Curven, welche zur Begrenzung eines Theils von F', also auch von F’, nicht
hinreichen. Jede andere im Innern von F’ verlaufende geschlossene Curve [
aber bildet mit ihnen die ganze Begrenzung eines Theils von F’. Denn die
Linie [ bildet mit einem Complex aus den Linien aq,aso,...,a, die ganze
Begrenzung eines Theils f von F. Es lasst sich aber zeigen, dass in der Be-
grenzung desselben a,, nicht vorkommen kann; denn dann wiirde, je nachdem
f auf der linken oder rechten Seite von a,, lige, ¢’ oder ¢ aus dem Innern von
f nach einem Begrenzungspunkte von F'; also nach einem ausserhalb f gele-
genen Punkte, fiihren und also die Begrenzung von f schneiden miissen gegen
die Voraussetzung, dass [ sowohl als die Linien a, den Durchschnittspunkt
von a, und ¢ ausgenommen, stets im Innern von F” bleiben.

Die Flache F”’, in welche F' durch den Querschnitt ¢ zerfallt, ist demnach,
wie verlangt, eine n fach zusammenhéangende.

Es soll jetzt bewiesen werden, dass die Fliache F' durch jeden Quer-
schnitt p, welcher sie nicht in getrennte Stiicke zerfallt, in eine nfach zu-
sammenhangende F” verwandelt wird. Wenn die zu beiden Seiten des Quer-
schnitts p angrenzenden Flachentheile zusammenhangen, so lasst sich eine
Linie b von der einen Seite desselben durch das Innere von F’ auf die an-
dere Seite zum Anfangspunkte zuriick ziehen. Diese Linie b bildet eine im



Innern von F' in sich zuriicklaufende Linie, welche, da der Querschnitt von
ihr aus nach beiden Seiten zu einem Begrenzungspunkte fiihrt, von keinem
der beiden Flachenstiicke, in welche sie F' zerschneidet, die ganze Begren-
zung bildet. Man kann daher eine der Curven a durch die Curve b und jede
der iibrigen n — 1 Curven a durch eine im Innern von F’ verlaufende Curve
und wenn nothig die Curve b ersetzen, worauf der Beweis, dass F' nfach
zusammenhangend ist, durch dieselben Schliisse, wie vorhin, gefiihrt werden
kann.

Fine (n+ 1) fach zusammenhdngende Fliche wird daher durch jeden sie
nicht in Sticke zerschneidenden Querschnitt in eine n fach zusammenhdn-
gende verwandelt.

Die durch einen Querschnitt entstandene Flache kann durch einen neuen
Querschnitt weiter zerlegt werden, und bei n maliger Wiederholung dieser
Operation wird eine (n + 1) fach zusammenhéngende Flache durch n nach
einander gemachte sie nicht zerstiickelnde Querschnitte in eine einfach zu-
sammenhangende verwandelt.

Um diese Betrachtungen auf eine Flache ohne Begrenzung, eine geschlos-
sene Flache, anwendbar zu machen, muss diese durch Ausscheidung eines
beliebigen Punktes in eine begrenzte verwandelt werden, so dass die erste
Zerlegung durch diesen Punkt und einen in ihm anfangenden und endenden
Querschnitt, also durch eine geschlossene Curve, geschieht. Die Oberflache
eines Ringes z. B., welche eine dreifach zusammenhangende ist, wird durch
eine geschlossene Curve und einen Querschnitt in eine einfach zusammenhan-
gende verwandelt.

Auf das im Eingange betrachtete Integral des vollstandigen Differenti-
als X dx + Y dy wird nun die eben behandelte Zerschneidung der mehrfach
zusammenhangenden Flichen in einfach zusammenhangende, wie folgt, an-
gewandt. Ist die die (z,y)-Ebene bedeckende Flache T, in welcher X, Y
allenthalben stetige der Gleichung

X oY

dy Oxr

geniigende Functionen des Orts sind, n fach zusammenhangend, so wird sie
durch n Querschnitte in eine einfach zusammenhédngende 7" zerschnitten.
Die Integration von X dx 4+ Y dy von einem festen Anfangspunkte aus durch
Curven im Innern von 7" liefert dann einen nur von der Lage des Endpunkts
abhangigen Werth, welcher als Function von dessen Coordinaten betrachtet
werden kann. Substituirt man fiir die Coordinaten die Grossen x, y, so erhalt
man eine Function

z:/(deJrYdy)



von z, y, welche fiir jeden Punkt von 7" vollig bestimmt ist und sich innerhalb
T’ allenthalben stetig, beim Ueberschreiten eines Querschnitts aber allgemein
zu reden um eine endliche von einem Knotenpunkte des Schnittnetzes zum
andern constante Grosse andert. Die Aenderungen beim Ueberschreiten der
Querschnitte sind von einer der Zahl der Querschnitte gleichen Anzahl von
einander unabhangiger Grossen abhangig; denn wenn man das Schnittsystem
riickwérts,—die spateren Theile zuerst—, durchlauft, so ist diese Aenderung
iiberall bestimmt, wenn ihr Werth beim Beginn jedes Querschnitts gegeben
wird; letztere Werthe aber sind von einander unabhéngig.
Gottingen, 1857.

Um das, was oben (S. 5) unter einer nfach zusammenhéngenden Flache
verstanden wird, anschaulicher zu machen, folgen in den Zeichnungen auf
nachstehenden Seiten Beispiele von einfach, zweifach und dreifach zusam-
menhangenden Flachen.



Einfach zusammenhingende Fliche.

Sie wird durch jeden Querschnitt in getrennte Stiicke zerféllt, und es bildet
in ihr jede geschlossene Curve die ganze Begrenzung eines Theils der Flache.

Zweifach zusammenhingende Flache.

Sie wird durch jeden sie nicht zerstiickelnden Querschnitt ¢ in eine einfach
zusammenhéangende zerschnitten. Mit Zuziehung der Curve a kann in ihr jede
geschlossene Curve die ganze Begrenzung eines Theils der Flache bilden.



Dreifach zusammenhangende Flache.

In dieser Flache kann jede geschlossene Curve mit Zuziehung der Curven
a; und ay die ganze Begrenzung eines Theils der Flache bilden. Sie zerfallt
durch jeden sie nicht zerstiickelnden Querschnitt in eine zweifach zusammen-
hangende und durch zwei solche Querschnitte, ¢; und ¢o, in eine einfach

zusammenhangende.

In dem Theile a 5 v § der Ebene ist die Fliache doppelt. Der a; enthal-
tende Arm der Fldche ist als unter dem andern fortgehend betrachtet und
daher durch punktirte Linien angedeutet.



3. Bestimmung einer Function einer veranderlichen
complexen Grosse durch Grenz- und
Unstetigkeitsbedingungen.

Wenn in einer Ebene, in welcher die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punkts x, y sind, der Werth einer Function von x+yi in einer endlichen Linie
gegeben ist, so kann diese von dort aus nur auf eine Weise stetig fortgesetzt
werden und ist also dadurch vollig bestimmt (sieche oben S. 1). Sie kann aber
auch in dieser Linie nicht willkiirlich angenommen werden, wenn sie von ihr
aus einer stetigen Fortsetzung in die anstossenden Flachentheile nach beiden
Seiten hin fahig sein soll, da sie durch ihren Verlauf in einem noch so kleinen
endlichen Theile dieser Linie schon fiir den iibrigen Theil bestimmt ist. Bei
dieser Bestimmungsweise einer Function sind also die zu ihrer Bestimmung
dienenden Bedingungen nicht von einander unabhangig.

Als Grundlage fiir die Untersuchung einer Transcendenten ist es vor allen
Dingen nothig, ein System zu ihrer Bestimmung hinreichender von einan-
der unabhéngiger Bedingungen aufzustellen. Hierzu kann in vielen Fallen,
namentlich bei den Integralen algebraischer Functionen und ihren inversen
Functionen, ein Princip dienen, welches Dirichlet zur Losung dieser Aufgabe
fiir eine der Laplace’schen partiellen Differentialgleichung geniigende Func-
tion von drei Veranderlichen,—wohl durch einen @hnlichen Gedanken von
Gauss veranlasst—in seinen Vorlesungen iiber die dem umgekehrten Quadrat
der Entfernung proportional wirkenden Kréfte seit einer Reihe von Jahren
zu geben pflegt. Fiir diese Anwendung auf die Theorie von Transcendenten
ist jedoch gerade ein Fall besonders wichtig, auf welchen dies Princip in sei-
ner dortigen einfachsten Form nicht anwendbar ist, und welcher dort als von
ganz untergeordneter Bedeutung unberiicksichtigt bleiben kann. Dieser Fall
ist der, wenn die Function an gewissen Stellen des Gebiets, wo sie zu bestim-
men ist, vorgeschriebene Unstetigkeiten annehmen soll; was so zu verstehen
ist, dass sie an jeder solchen Stelle der Bedingung unterworfen ist, unstetig
zu werden, wie eine dort gegebene unstetige Function, oder sich nur um eine
dort stetige Function von ihr zu unterscheiden. Ich werde hier das Prinzip
in der fiir die beabsichtigte Anwendung erforderlichen Form darstellen und
erlaube mir dabei in Betreff einiger Nebenuntersuchungen auf die in meiner
Doctordissertation (Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen
einer verdnderlichen complexen Grosse. Gottingen 1851) gegebene Darstel-
lung desselben zu verweisen.

Man nehme an, dass eine die (x,y)-Ebene einfach oder mehrfach be-
deckende beliebig begrenzte Flache T und in derselben zwei fiir jeden ihrer
Punkte eindeuting bestimmte reelle Functionen von z, y, die Functionen «
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und 3 gegeben seien, und bezeichne das durch die Flache ausgedehnte Inte-

gral

oo 93\° (da 0B\’

— — — — + — dr

/ <<8x 8y> * <8y + ox

durch Q(«), wobei die Functionen v und /3 beliebige Unstetigkeiten besitzen
konnen, wenn nur das Integral dadurch nicht unendlich wird. Es bleibt dann
auch Q(a — \) endlich, wenn A allenthalben stetig ist und endliche Differen-
tialquotienten hat. Wird diese stetige Function A der Bedingung unterwor-
fen, nur in einem unendlich kleinen Theile der Flache T" von einer unstetigen

Function 7 verschieden zu sein, so wird €(a — A) unendlich gross, wenn ~y
langs einer Linie unstetig ist oder in einem Punkte so unstetig ist, dass

v\ v\
— — ar
/ (<0x> + <0y
unendlich wird (Meine Inaug. Diss. Art. 17); es bleibt aber (o — \) endlich,
wenn 7y nur in einzelnen Punkten und nur so unstetig ist, dass

J(G)+ (@)

durch die Flache T erstreckt endlich bleibt, wie z. B. wenn ~ in der Umge-
bung eines Punktes im Abstande r von demselben = (—log7)* und 0 < & < %
ist. Zur Abkiirzung mogen hier die Functionen, in welche A unbeschadet der
Endlichkeit von Q(a — \) iibergehen kann, unstetig von der ersten Art, die
Functionen, fiir welche dies nicht moglich ist, unstetig von der zweiten Art
genannt werden. Denkt man sich nun in Q(a — p) fir p alle stetigen oder
von der ersten Art unstetigen Functionen gesetzt, welche an der Grenze ver-
schwinden, so erhalt dies Integral immer einen endlichen, aber seiner Natur
nach nie einen negativen Werth, und es muss daher wenigstens einmal, fiir
a — i = u, ein Minimumwerth eintreten, so dass €2 fiir jede Function a — p,
die unendlich wenig von u verschieden ist, grosser als Q(u) wird.

Bezeichnet daher o eine beliebige stetige oder von erster Art unstetige
Function des Orts in der Flache 7', die an der Grenze allenthalben gleich
0 ist, und h eine von z, y unabhingige Grosse, so muss (u + ho) sowohl
fiir ein positives, als fiir ein negatives hinreichend kleines h grosser als ()
werden, und daher in der Entwicklung dieses Ausdrucks nach Potenzen von
h der Coeflicient von h verschwinden. Ist dieser 0, so ist

Q(u + ho) :Q(u)+h2/ (<%>2+ (%)2) dT
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und folglich 2 immer ein Minimum. Das Minimum tritt nur fiir eine einzige
Function u ein; denn fande auch ein Minimum fiir u + o statt, so konnte
Q(u + o) nicht > Q(u) sein, weil sonst

Qu+ ho) < Qu+ o)

fir h < 1 wiirde; also konnte Q(u + o) nicht kleiner als die anliegenden
Werthe sein. Ist aber Q(u 4+ o) = Q(u), so muss o constant, also da es
in der Begrenzung 0 ist, iiberall 0 sein. Es wird daher nur fiir eine einzige
Function v das Integral €2 ein Minimum und die Variation erster Ordnung
oder das h proportionale Glied in Q(u 4 ho),

ou 0 ou 0P
Zh/dT ((—) o+ <8y+ 833) 8y>

Aus dieser Gleichung folgt, dass das Integral

opf  Ou op  ou
—+—]d ———d
J((5e+5) oo (55 - 5e) )
durch die ganze Begrenzung eines Theils der Flache T erstreckt stets = 0 ist.
Zerlegt man nun (nach der vorhergehenden Abhandlung) die Fliache 7', wenn
sie eine mehrfach zusammenhéangende ist, in eine einfach zusammenhangen-

de T, so liefert die Integration durch das Innere von 7" von einem festen
Anfangspunkte bis zum Punkte (z,y) eine Function von z, v,

v= / (((‘M 8u> dzr + <?)_§ — %) dy) + const.,

welche in 7" {iberall stetig oder unstetig von der ersten Art ist und sich
beim Ueberschreiten der Querschnitte um endliche von einem Knotenpunkte
des Schnittnetzes zum andern constante Grossen andert. Es geniigt dann
v = 3 — v den Gleichungen

ov ou Ov Ou

dr  dy dy 9x
und folglich ist u + vi eine Losung der Differentialgleichung

O(u+wvi) i@(u + vi)

Ay gr Y

oder eine Function von = + yz.
Man erhalt auf diesem Wege den in der erwahnten Abhandlung Art. 18
ausgesprochenen Satz:
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Ist in einer zusammenhdngenden durch Querschnitte in eine einfach zu-
sammenhdngende T" zerlegten Fldache T eine complexe Function o + (i von
x und y gegeben, fiur welche

oo 98\° [(da 0B\
/((8:1: 83/) * <8y + 8:6) ) ar

durch die ganze Fldache ausgedehnt einen endlichen Werth hat, so kann sie
immer und nur auf Fine Art in eine Function von x + yi verwandelt werden
durch Subtraction einer Function p + vi von x, y, welche folgenden Bedin-
gungen genugt:

1) p ist am Rande = 0 oder doch nur in einzelnen Punkten davon ver-
schieden, v in Einem Punkte beliebig gegeben.

2) Die Aenderungen von p sind in T, von v in T' nur in einzelnen Punk-
ten und nur so unstetig, dass

I((%) - (2))
(@) ()

durch die ganze Flache erstreckt, endlich bleiben, und letztere langs der Quer-
schnitte beiderseits gleich.

Wenn die Function « + i, wo ihre Differentialquotienten unendlich wer-
den, unstetig wird, wie eine gegebene dort unstetige Function von x + yz,
und keine durch eine Abanderung ihres Werthes in einem einzelnen Punkte
hebbare Unstetigkeit besitzt, so bleibt Q(«) endlich, und es wird p+ vi in 7"
allenthalben stetig. Denn da eine Function von x+y: gewisse Unstetigkeiten,
wie z. B. Unstetigkeiten erster Art, gar nicht annehmen kann (Meine Diss.
Art. 12), so muss die Differenz zweier solcher Functionen stetig sein, sobald
sie nicht von der zweiten Art unstetig ist.

Nach den eben bewiesenen Satze lasst sich daher eine Function von x + yi
so bestimmen, dass sie im Innern von 7', von der Unstetigkeit des imaginaren
Theils in den Querschnitten abgesehen, gegebene Unstetigkeiten annimmt,
und ihr reeller Theil and der Grenze einen dort allenthalben beliebig gegebe-
nen Werth erhalt; wenn nur fiir jeden Punkt, wo ihre Differentialquotienten
unendlich werden sollen, die vorgeschriebene Unstetigkeit die einer gegebenen
dort unstetigen Function von = 4 yi ist. Die Bedingung an der Grenze kann
man, wie leicht zu sehen, ohne eine wesentliche Aenderung der gemachten
Schliisse durch manche andere ersetzen.

Gottingen, 1857.

und
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4. Theorie der Abel’schen Functionen.

In der folgenden Abhandlung habe ich die Abel’schen Functionen nach
einer Methode behandelt, deren Principien in meiner Inauguraldissertation®
aufgestellt und in einer etwas verianderten Form in den drei vorhergehenden
Aufsétzen dargestellt worden sind. Zur Erleichterung der Uebersicht schicke
ich eine kurze Inhaltsangabe vorauf.

Die erster Abtheilung enthélt die Theorie eines Systems von gleichver-
zweigten algebraischen Functionen und ihren Integralen, soweit fiir dieselbe
nicht die Betrachtung von ¢-Reihen massgebend ist, und handelt im §. 1-5
von der Bestimmung dieser Functionen durch ihre Verzweigungsart und ihre
Unstetigkeiten, im §. 6-10 von den rationalen Ausdriicken derselben in zwei
durch eine algebraische Gleichung verkniipfte veranderliche Grossen; und im
§. 11-13 von der Transformation dieser Ausdriicke durch rationale Substitu-
tionen. Der bei dieser Untersuchung sich darbietende Begriff eine Klasse von
algebraischen Gleichungen, welche sich durch rationale Substitutionen in ein-
ander transformiren lassen, diirfte auch fiir andere Untersuchungen wichtig
und die Transformation einer solchen Gleichung in Gleichungen niedrigsten
Grades ihrer Klasse (§. 13) auch bei anderen Gelegenheiten von Nutzen sein.
Diese Abtheilung behandelt endlich im §. 14-16 zur Vorbereitung der fol-
genden die Anwendung des Abel’schen Additionstheorems fiir ein beliebiges
System allenthalben endlicher Integrale von gleichverzweigten algebraischen
Functionen zur Integration eines Systems von Differentialgleichungen.

In der zweiter Abtheilung werden fiir ein beliebiges System von immer
endlichen Integralen gleichverzweigter, algebraischer, 2p + 1 fach zusammen-
hangender Functionen die Jacobi’schen Umkehrungsfunctionen von p veréan-
derlichen Grossen durch p fach unendliche ¥-Reihen ausgedriickt, d. h. durch
Reihen von der Form

p\ 2 p
oo \ P (E) au’ulm#m/u—s—QZvumu
V(v1,vg,...,0p) = Z e\1 1 ,

—0o0

worin die Summationen im Exponenten sich auf x4 und 4/, die &usseren Sum-

mationen auf my, ms, ..., m, bezichen. Es ergiebt sich, dass zur allgemeinen
Losung dieser Aufgabe eine—wenn p > 3 specielle—Gattung von ¥-Reihen
1
ausreicht, in denen zwischen den M Grossen
—2)(p—3
(=2(p-3)

1.2
3Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer veréinderlichen complexen
Grosse. Gottingen 1851.
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Relationen stattfinden, so dass nur 3p — 3 willkiirlich bleiben. Dieser Theil
der Abhandlung bildet zugleich eine Theorie dieser speciellen Gattung von -
Functionen; die allgemeinen 1-Functionen bleiben hier ausgeschlossen, lassen
sich jedoch nach einer ganz dhnlichen Methode behandeln.

Das hier erledigte Jacobi’sche Umkehrungsproblem ist fiir die hyperellip-
tischen Integrale schon auf mehreren Wegen durch die beharrlichen mit so
schonem Erfolge gekronten Arbeiten von Weierstrass gelost worden, von de-
nen eine Uebersicht in 47. Bande d. J. (S. 289) mitgetheilt worden ist. Es ist
jedoch bis jetzt nur von dem Theile dieser Arbeiten, welcher in den §§. 1 und
2 und der ersten die elliptischen Functionen betreffenden Halfte des § 3 der
angefithrten Abhandlung skizzirt wird, die wirkliche Ausfithrung vercffent-
licht (Bd. 52, S. 285 d. J.); in wie weit zwischen den spéteren Theilen dieser
Arbeiten und meinen hier dargestellten eine Uebereinstimmung nicht bloss in
Resultaten, sondern auch in den zu ihnen fithrenden Methoden stattfindet,
wird grossentheils erst die versprochene ausfiihrliche Darstellung derselben
ergeben konnen.

Die gegenwartige Abhandlung bildet mit Ausnahme der beiden letzten
§6. 26 und 27, deren Gegenstand damals nur kurz angedeutet werden konnte,
einen Auszug aus einem Theile meiner von Michaelis 1855 bis Michaelis 1856
zu Gottingen gehaltenen Vorlesungen. Was die Auffindung der einzelnen Re-
sultate betrifft, so wurde ich auf das im §. 1-5, 9 und 12 Mitgetheilte und die
dazu nothigen vorbereitenden Sétze, welche spiater Behufs der Vorlesungen
so, wie es in dieser Abhandlung geschehen ist, weiter ausgefiihrt wurden, im
Herbste 1851 und zu Anfang 1852 durch Untersuchungen iiber die conforme
Abbildung mehrfach zusammenhéangender Flachen gefiihrt, ward aber dann
durch einen andern Gegenstand von dieser Untersuchung abgezogen. Erst
um Ostern 1855 wurde sie wieder aufgenommen und in den Oster- und Mi-
chaelisferien jenes Jahres bis zu §. 21 incl. fortgefithrt; das Uebrige wurde bis
Michaelis 1856 hinzugefiigt. Einzelne erganzende Zusatze sind an manchen
Stellen wéhrend der Ausarbeitung hinzugekommen.

Erste Abtheilung.
1.

Ist s die Wurzel einer irreductibeln Gleichung n ten Grades, deren Coef-
ficienten ganze Functionen mten Grades von z sind, so entsprechen jedem
Werthe von 2z n Werthe von s, die sich mit z iiberall, wo sie nicht unendlich
werden, stetig dndern. Stellt man daher (nach S. 3) die Verzweigungsart
dieser Function durch eine in der z-Ebene ausgebreitete unbegrenzte Flache
T dar, so ist diese in jedem Theile der Ebene nfach, und s ist dann eine
einwerthige Function des Orts in dieser Flache. Eine unbegrenzte Flache

16



kann entweder als eine Flache mit unendlich weit entfernter Begrenzung oder
als eine geschlossene angesehen werden, und Letzteres soll bei der Flache T
geschehen, so dass dem Werthe z = oo in jedem der n Blatter der Flache ein
Punkt entspricht, wenn nicht etwa fiir z = oo eine Verzweigung stattfindet.

Jede rationale Function von s und z ist offenbar ebenfalls eine einwerthige
Function des Orts in der Flache 7" und besitzt also dieselbe Verzweigungsart
wie die Function s, und es wird sich unten ergeben, dass auch das Umgekehrte
gilt.

Durch Integration einer solchen Function erhalt man eine Function, de-
ren verschiedene Fortsetzungen fiir denselben Theil der Flache T sich nur
um Constanten unterscheiden, da ihre Derivirte fiir denselben Punkt dieser
Flache immer denselben Werth wieder annimmt.

Ein solches System von gleichverzweigten algebraischen Functionen und
Integralen dieser Functionen bildet zunachst den Gegenstand unserer Be-
trachtung; statt aber von diesen Ausdriicken dieser Functionen auszugehen,
werden wir sie mit Anwendung des Dirichlet’schen Princips (S. 13) durch
ihre Unstetigkeiten definiren.

2.

Zur Vereinfachung des Folgenden heisse eine Function fir einen Punkt
der Fldache T unendlich klein von der ersten Ordnung, wenn ihr Logarithmus
bei einem positiven Umlaufe um ein diesen Punkt umgebendes Flachenstiick,
in welchem sie endlich und von Null verschiedenen bleibt, um 277 wachst. Es
ist demnach fiir einen Punkt, um den die Flache T sich g mal windet, wenn

dort z einen endlichen Werth a hat, (z — a)%, also (dz)i, wenn aber z = 0o,
1

1\ »
(—) unendlich klein von der ersten Ordnung. Der Fall, wo eine Function
z

in einem Punkte der Flache T unendlich klein oder unendlich gross von der
vten Ordnung wird, kann so betrachtet werden, als wenn die Function in
v dort zusammenfallenden (oder unendlich nahen) Punkten unendlich klein
oder unendlich gross von der ersten Ordnung wird, wie in der Folge bisweilen
geschehen soll.

Die Art und Weise, wie jene hier zu betrachtenden Functionen unstetig
werden, kann so ausgedriickt werden. Wird eine von ihnen in einem Punkte
der Flache T unendlich, so kann sie, wenn r eine beliebige Function bezeich-
net, die in diesem Punkte unendlich klein von der ersten Ordnung wird, stets
durch Subtraction eines endlichen Ausdrucks von der Form

Alogr+ Br ' +Cr =2 +--.

in eine dort stetige verwandelt werden, wie sich aus den bekannten—nach
Cauchy oder durch die Fourier’sche Reihe zu beweisenden—Satzen iiber die

17



Entwicklung einer Function in Potenzreihen ergiebt.
3.

Man denke sich jetzt eine in der z-Ebene allenthalben n fach ausgebreitete
unbegrenzte und nach dem Obigen als geschlossen zu betrachtende zusam-
menhéngende Flache T' gegeben und diese in eine einfach zusammenhéangen-
de T" zerschnitten. Da die Begrenzung einer einfach zusammenhingenden
Flache aus einem Stiicke besteht, eine geschlossene Flache aber durch eine
ungerade Anzahl von Schnitten eine gerade Zahl von Begrenzungsstiicken,
durch eine gerade eine ungerade erhalt, so ist zu dieser Zerschneidung eine
gerade Anzahl von Schnitten erforderlich. Die Anzahl dieser Querschnitte sei
= 2p. Die Zerschneidung werde zur Vereinfachung des Folgenden so ausge-
fiithrt, dass jeder spatere Schnitt von einem Punkte eines fritheren bis zu dem
anstossenden Punkte auf der anderen Seite desselben geht: wenn sich dann
eine Grosse langs der ganzen Begrenzung von 7’ stetig dndert und im gan-
zen Schnittsysteme zu beiden Seiten gleiche Aenderungen erleidet, so ist die
Differenz der beiden Werthe, die sie in demselben Punkte des Schnittnetzes
annimmt, in allen Theilen eines Querschnitts derselben Constanten gleich.

Man setze nun z = = + y¢ und nehme in 7" eine Function o 4 37 von x, y
folgendermassen an:

In der Umgebung der Punkte £, €9, ... bestimmte man sie gleich gegebe-
nen in diesen Punkten unendlich werdenden Functionen von z 4+ yi, und zwar
um ¢,, indem man eine beliebige Function von z, die in ¢, unendlich klein
von der ersten Ordnung wird, durch r, bezeichnet, gleich einem endlichen
Ausdrucke von der Form

A logr, + Byt + Cury 2 + - =, (1),

worin A,, B,,C,, ... willkiirliche Constanten sind. Man ziehe ferner nach
einem beliebigen Punkte von allen Punkten ¢, fiir welche die Grosse A von
Null verschieden ist, einander nicht schneidende Linien durch das Innere von
T’, von ¢, die Linie [,. Man nehme endlich die Function in der ganzen noch
iibrigen Flache T' so an, dass sie ausser den Linien [ und den Querschnitten
iberall stetig, auf der positiven (linken) Seite der Linie [, um —27iA, und
auf der positiven Seite des vten Querschnitts um die gegebene Constante
h®) grésser ist, als auf der andern, und dass das Integral

oo 93\° (0a 9B\’
— — — — + — ar
/<<ax 8y> +<6y+8x
durch die Flache T" ausgedehnt einen endlichen Werth erhalt. Dies ist wie
leicht zu sehen immer moglich, wenn die Summe sammtlicher Grossen A
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gleich Null ist, aber auch nur unter dieser Bedingung, weil nur dann die
Function nach einem Umlaufe um das System der Linien [ den vorigen Werth
wieder annehmen kann.

Die Constanten h™M, A ... h®P) um welche eine solche Function auf
der positiven Seite der Querschnitte grosser ist, als auf der andern, sollen die
Periodicitatsmoduln dieser Function genannt werden.

Nach dem Dirichlet’schen Princip kann nun die Function o + (37 in eine
Function w von x + yi verwandelt werden durch Subtraction einer ahnlichen
in 77 allenthalben stetigen Function von z, y mit rein imaginaren Periodi-
citatsmoduln, und diese ist bis auf eine additive Constante vollig bestimmt.
Die Function w stimmt dann mit « + (¢ in den Unstetigkeiten im Innern
von 77 und in den reellen Theilen der Periodicitatsmoduln tiberein. Fiir w
konnen daher die Functionen ¢, und die reellen Theile ihrer Periodicitats-
moduln willkiirlich gegeben werden. Durch diese Bedingungen ist sie bis auf
eine additive Constante vollig bestimmt, folglich auch der imagindre Theil
ihrer Periodicitatsmoduln.

Es wird sich zeigen, dass diese Function w sammtliche im §. 1 bezeichneten
Functionen als specielle Falle unter sich enthalt.

4.
Allenthalben endliche Functionen w. (Integrale erster Gattung.)

Wir wollen jetzt die einfachsten von ihnen betrachteten und zwar zuerst
diejenigen, die immer endlich bleiben und also im Innern von 7" allenthalben
stetig sind. Sind wy, ws, ..., w, solche Functionen, so ist auch

w = ajwy + Qws + -+ - + apw, + const.,

worin g, as, . . ., o, beliebige Constanten sind, eine solche Function. Es seien
die Periodicitatsmoduln der Functionen ws,ws, ..., w, fir den vten Quer-
schnitt k%y) , k:g'), e kz(vy)' Der Periodicitatsmodul von w fiir diesen Quer-
schnitt ist dann Ozlkf/) + agkéy) 4+ 4 apkz(j’) = k®): und setzt man die
Grossen « in die Form ~ + 47, so sind die reellen Theile der 2p Grossen
ED k@ kP) lineare Functionen der Grossen i, ya, - - -, Yps 01,02, - - - , Op.
Wenn nun zwischen den Grossen wy, ws, ..., w, keine lineare Gleichung mit
constanten Coeflicienten stattfindet, so kann die Determinante dieser linea-
ren Ausdriicke nicht verschwinden; denn es liessen sich sonst die Verhéaltnisse
der Grossen « so bestimmen, dass die Periodicitdtsmoduln des reellen Theils
von w sammtlich 0 wiirden, folglich der reelle Theil von w und also auch w
selbst nach dem Dirichlet’schen Princip eine Constante sein miisste. Es kon-
nen daher dann die 2p Grossen v und § so bestimmt werden, dass die reellen
Theile der Periodicitatsmoduln gegebene Werthe erhalten; und folglich kann
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w jede immer endlich bleibende Function w darstellen, wenn wy,ws, ..., w,
keiner linearen Gleichung mit constanten Coefficienten geniigen. Diese Func-
tionen lassen sich aber immer dieser Bedingung gemaéss wahlen; denn so lange
i < p, finden zwischen den Periodicitatsmoduln des reellen Theils von

awy + aews + - - - + oW, + const.,

lineare Bedingungsgleichungen statt; es ist daher w1 nicht in dieser Form
enthalten, wenn man, was nach dem Obigen immer moglich ist, die Periodi-
citatsmoduln des reellen Theils dieser Function so bestimmt, dass sie diesen
Bedingungsgleichungen nicht geniigen.

Functionen w, die fir einen Punkt der Flache T unendlich von der ersten
Ordnung werden. (Integrale zweiter Gattung.)

Es sei w nur fiir einen Punkt e der Flache T unendlich, und fiir diesen seien
alle Coefficienten in ¢ ausser B gleich 0. Eine solche Function ist dann bis auf
eine additive Constante bestimmt durch die Grosse B und die reellen Theile
ihrer Periodicitdtsmoduln. Bezeichnet t°(¢) irgend eine solche Function, so
kénnen in dem Ausdrucke

t(e) = Bt°(e) + aqwy + agwy + - - - + apw, + const.

die Constanten 3, aq, ag, . .., a, immer so bestimmt werden, dass fiir ihn die
Grosse B und die reellen Theile der Periodicitatsmoduln beliebig gegebene
Werthe erhalten. Dieser Ausdruck stellt also jede solche Function dar.

Functionen w, welche fiir zwei Punkte der Flache T logarithmisch unend-
lich werden. (Integrale dritte Gattung.)

Betrachten wir drittens den Fall, wo die Function w nur logarithmisch
unendlich wird, so muss dies, da die Summe der Grossen A gleich 0 sein
muss, wenigstens fiir zwei Punkte der Flache T', £; und &5, geschehen und
Ay = —A; sein. Ist von den Functionen, bei denen dies statt hat und die
beiden letztern Grossen = 1 sind, irgend eine @®(gy, £5), so sind nach dhnliche
Schliissen, wie oben, alle tibrigen in der Form

w(er,e9) = @(e1,62) + Q1w + apwy + - -+ + a,w, + const.

enthalten.

Fir die folgenden Bemerkungen nehmen wir zur Vereinfachung an, dass
die Punkte ¢ keine Verzweigungspunkte sind und nicht im Unendlichen lie-
gen. Man kann dann r, = z — 2, setzen, indem man durch z, den Werth von
z in €, bezeichnet. Wenn man dann w(ey, €5) so nach z; differentiirt, dass die
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reellen Theile der Periodicitdtsmoduln (oder auch p von den Periodicitéts-
moduln) und der Werth von w(ey, €2) fiir einen beliebigen Punkt der Flache

T constant bleiben, so erhélt man eine Function ¢(e1), die in &1 unstetig wie
23

wird. Umgekehrt ist, wenn ¢(g1) eine solche Function ist, / t(e1) 0z,
Zz— 21

z
durch eine beliebige in T von €5 nach e3 fiihrende Linie genomrilen, gleich
einer Function w(ey, £3). Auf dhnliche Art erhdlt man durch n successive
Differentiationen eines solchen ¢(e1) nach z; Functionen w, welche im Punkte
g1 wie nl(z — z;) 7" ! unstetig werden und iibrigens endlich bleiben.

Fiir die ausgeschlossenen Lagen der Punkte € bediirfen diese Sétze einer
leichten Modification.

Offenbar kann nun ein mit constanten Coefficienten aus Functionen w, aus
Functionen w und ihren Derivirten nach den Unstetigkeitswerthen gebildete
linearer Ausdruck so bestimmt werden, dass er im Innern von 7" beliebig
gegebene Unstetigkeiten von der Form, wie w, erhalt, und die reellen Theile
seiner Periodicitatsmoduln beliebig gegebene Werthe annehmen. Durch einen
solchen Ausdruck kann also jede gegebene Function w dargestellt werden.

5.
Der allgemeine Ausdruck einer Function w, die fiir m Punkte der Flache
T, e1,€9,...,&, unendlich gross von der ersten Ordnung wird, ist nach dem
Obigen

s = Pit1 + Bata + - + Bt + cqwy + cgws + - - - + a,w, + const.,

worin t, eine beliebige Function ¢(¢,) und die Grossen « und 3 Constanten
sind. Wenn von den m Punkten ¢ eine Anzahl p in denselben Punkt 7 der
Flache T zusammenfallen, so sind die ¢ diesen Punkten zugehorigen Func-
tionen ¢ zu ersetzen durch eine Function #(n) und deren ¢ — 1 erste Derivirte
nach ihrem Unstetigkeitswerthe (§. 2).

Die 2p Periodicitatsmoduln dieser Function s sind lineare homogene Func-
tionen der p + m Grossen o und 5. Wenn m = p + 1, lassen sich also 2p
von den Grossen o und [ als lineare homogene Functionen der iibrigen so
bestimmen, dass die Periodicitatsmoduln sammtlich 0 werden. Die Function
enthalt dann noch m — p 4+ 1 willkiirliche Constanten, von denen sie eine
lineare homogene Function ist, und kann als ein linearer Ausdruck von m —p
Functionen betrachtet werden, deren jede nur fiir p+1 Werthe unendlich von
der ersten Ordnung wird.

Wenn m = p + 1 ist, so sind die Verhaltnisse der 2p + 1 Grossen a und
[ bei jeder Lage der p 4+ 1 Punkte ¢ vollig bestimmt. Es konnen jedoch fiir
besondere Lagen dieser Punkte einige der Grossen [ gleich 0 werden. Die
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Anzahl dieser Grossen sei = m — u, so dass die Function nur fiir ;4 Punkte
unendlich von der ersten Ordnung wird. Diese p Punkte miissen dann eine
solche Lage haben, dass von den 2p Bedingungsgleichungen zwischen den
p + p ibrigen Grossen [ und o p + 1 — p eine identische Folge der iibrigen
sind, und es konnen daher nur 2y —p — 1 von ihnen beliebig gewahlt werden.
Ausserdem enthalt die Function noch 2 willkiirliche Constanten.

Es sei nun s so zu bestimmen, dass g moglichst klein wird. Wenn s pmal
unendlich von der ersten Ordnung wird, so ist dies auch mit jeder rationa-
len Function ersten Grades von s der Fall; man kann daher fiir die Losung
dieser Aufgabe einen der i Punkte beliebig wahlen. Die Lage der iibrigen
muss dann so bestimmt werden, dass p+ 1 — o von den Bedingungsgleichun-
gen zwischen den Grossen o und 3 eine identische Folge der iibrigen sind;
es muss also, wenn die Verzweigungswerthe der Flache 7' nicht besondern
Bedingungsgleichungen gentigen, p+1 — u = p— 1 oder p = %p + 1 sein.

Die Anzahl der in einer Function s, die nur fiir m Punkte der Fliache T un-
endlich von der ersten Ordnung wird und tibrigens stetig bleibt, enthaltenen
willkiirlichen Constanten ist in allen Fallen = 2m — p + 1.

Eine solche Function ist die Wurzel einer Gleichung n
Coefficienten ganze Functionen m*® Grades von z sind.

Sind sq, S9,...,s, die n Werthe der Function s fiir dasselbe z, und be-
zeichnet o eine beliebige Grosse, so ist (o — s1)(0 — s2)--- (0 — s,,) eine
einwerthige Function von z, die nur fiir einen Punkt der z-Ebene, der mit
einem Punkte € zusammenfallt, unendlich wird und unendlich von einer so
hohen Ordnung, als Punkte € auf ihn fallen. In der That wird fiir jeden auf
ihn fallenden Punkt ¢, der kein Verzweigungspunkt ist, nur ein Factor dieses
Products von einer um 1 héheren Ordnung unendlich, fiir einen Punkt €, um

ten Grades, deren

den die Flache T sich pmal windet, aber 1 Factoren von einer um — hoheren

Ordnung. Bezeichnet man nun die Werthe von z in den PunktelrLl €, WO 2
nicht unendlich ist, durch (3, s, ..., und (z —(1)(z — &) -+ (2 — () durch
ag, S0 ist ag(o — $1)(0 — $3) -+ - (0 — s,,) eine einwerthige Function von z, die
fiir alle endlichen Werthe von z endlich ist, und fiir 2 = oo unendlich von
der m'" Ordnung wird, also eine ganze Function m'" Grades von z. Sie ist
zugleich eine ganze Function n'® Grades von o, dir fiir ¢ = s verschwindet.
Bezeichnet man sie durch F' und, wie wir in der Folge thun wollen, eine ganze
Function F n'**™ Grades von o und m'® Grades von z durch F(,7%), so ist
s die Wurzel der Gleichung F(5,7%) = 0.

Die Function F' ist eine Potenz einer unzerfiallbaren—d. h. nicht als ein
Product aus ganzen Functionen von ¢ und z darstellbaren—Function. Den
jeder ganze rationale Factor von F'(o, z) bildet, da er fiir einige der Wurzeln
S1, 89, ..., 8, verschwinden muss, fiir ¢ = s eine Function von z, die in einem
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Theile der Fliache T verschwindet und folglich, da diese Flache zusammen-
hangend ist, in der ganzen Flache 0 sein muss. Zwei unzerfallbare Factoren
von F(o,z) konnten aber nur fiir eine endliche Anzahl von Werthenpaaren
zugleich verschwinden, wenn die eine nicht durch Multiplication mit einer
Constanten aus der andern erhalten werden konnte. Folglich muss F' eine
Potenz einer unzerfallbaren Function sein.

Wenn der Exponent v dieser Potenz > 1 ist, so wird die Verzweigungsart
der Function s nicht dargestellt durch die Flache 7', sondern durch eine in der

2-Ebene allenthalben _ fach ausgebreitete Flache 7, in welche die Flache T

allenthalben v fach aulggebreitet ist. Es kann dann zwar s als eine wie T'
verzweigte Function betrachtet werden, nicht aber umgekehrt T" als verzweigt,
wie s.

Eine solche nur in einzelnen Punkten von T unstetige Function, wie s,

w
ist auch —. Denn diese Function nimmt zu beiden Seiten der Querschnitte

und der Liznien [ denselben Werth an, da die Differenz der beiden Werthe
von w in diesen Linien langs denselben constant ist; sie kann nur unendlich
werden, wo w unendlich wird, und in den Verzweigungspunkten der Flache
und ist sonst allenthalben stetig, da die Derivirte einer einandrig und endlich
bleibenden Function ebenfalls eindndrig und endlich bleibt.

Es sind daher sammtliche Functionen w algebraische wie T' verzweigte
Functionen von z oder Integrale solcher Functionen. Dieses System von Func-
tionen ist bestimmt, wenn die Flache T' gegeben ist und hangt nur von der
Lage ihrer Verzweigungspunkte ab.

6.

Es sei jetzt die irreductible Gleichung F' (g, 7:?) = 0 gegeben und die Art der
Verzweigung der Function s oder der die darstellenden Flache 7' zu bestim-
men. Wenn fiir einen Werth  von z p Zweige der Function zusammenhangen,
so dass einer dieser Zweige sich erst nach p Umlaufen des z um 3 wieder in
sich selbst fortsetzt, so konnen diese pu Zweige der Function (wie nach Cauchy
oder durch die Fourier’sche Reihe leicht bewiesen werden kann) dargestellt
werden durch eine Reihe nach steigenden rationalen Potenzen von z — 3 mit
Exponenten vom kleinsten gemeinschaftlichen Nenner p, und umgekehrt.

Ein Punkt der Flache T, in welchem nur zwei Zweige einer Function
zusammenhangen, so dass sich um diesen Punkt der erste in den zweiten und
dieser in jenen fortsetzt, heisse ein einfacher Verzweigungspunkt.

Ein Punkt der Flache, um welchen sie sich (x4 + 1) mal windet, kann dann
angesehen werden als p zusammengefallene (oder unendlich nahe) einfache
Verzweigungspunkte.

Um dies zu zeigen, seien in einem diesen Punkt umgebenden Stiicke der
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z-Ebene 51, 59, ..., 5,41 einandrige Zweige der Function s und in der Begrenz-
ung desselben, bei positiver Umschreibung auf einander folgend, a1, as, ..., a,
einfache Verzweigungspunkte. Durch einen positiven Umlauf um a; werde s;
mit sy, um ap s; mit s3,..., um a, s; mit s, vertauscht. Es gehen dann
nach nach einem positiven Umlaufe um ein alle diese Punkte (und keinen
andern Verzweigungspunkt) enthaltenes Gebiet

81,825« 5 Sy Sp+1
in sg,83,...,8,41,51, uber,

und es entsteht daher, wenn sie zusammenfallen, ein pfacher Windungs-
punkt.

Die Eigenschaften der Functionen w hangen wesentlich davon ab, wie
vielfach zusammenhangend die Flache 7" ist. Um dies zu entscheiden, wollen
wir zundchst die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte der Function s
bestimmen.

In einem Verzweigungspunkte nehmen die dort zusammenhangenden Zw-
eige der Function denselben Werth an, und es werden daher zwei oder mehrere
Wurzeln der Gleichung

F(s)=aps" +a18" ' +---+a,=0
einander gleich. Dies kann nur geschehen, wenn
F'(s) =aons" " +an — 18" 2+ +a,_,

oder die einwerthige Function von z, F'(s1) F'(sz) ... F'(sy), verschwindet.
Diese Function wird fiir endliche Werthe von z nur unendlich, wenn s = oo,
also ag = 0 ist und muss, um endlich zu bleiben, mit a2 multiplicirt werden.
Sie wird dann eine einwerthige, fiir eine endliches z endliche Function von
z, welche fiir z = oo unendlich von der 2m(n — 1) ten Ordnung wird, also
eine ganze Function 2m(n — 1) ten Grades. Die Werthe von z, fiir welche
F'(s) und F'(s) gleichzeitig verschwinden, sind also die Wurzeln der Gleichung
2m(n — 1) ten Grades

Qz) = a8’2HF’(si):0

oder auch, da F'(s;) = ao [[(si — s#), (i 27),

Z‘/

= ag(nil) H(sl - Si’) = 07 (Z z il)?

1,3

welche durch Elimination von s aus F’(s) = 0 und F'(s) = 0 gebildet werden
kann.
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Wird F(s,z) =0 fiir s = «, z = 3, so ist

oF OF
F(s,2) = s —a)+ 9 (== 0)
0? O*F O*F
1) O _ _ oL e
+2{82(8 oz)—l—?a 0,2'(8 a)(z ﬁ)—i—aQ(Z 6)}
J’_ SR
, oOF 0°F O*F
F'(s) = %Jr@“_o‘”asaz(z_ﬁ”
. oF , oOF 0*F ,
Ist also fiir (s = a, z = f3) 55 = 0 und verschwinden 9 9 dann nicht,

so wird s — a unendlich klein, wie (z — ﬁ)%, und findet also ein einfacher
Verzweigungspunkt statt. Es werden zugleich in dem Producte [] F"(s;) zwei

Factoren unendlich klein wie (z — 3)2, und Q(z) erhilt dadurch den Factor

0’F
(z— (). In dem Falle, dass 5 und FE nie verschwinden, wenn gleichzeitig
z s
F =0 und — = 0 werden, entspricht demnach jedem linearen Factor von

Q(z) ein einfaiher Verzweigungspunkt, und die Anzahl dieser Punkte ist also
=2m(n —1).

Die Lage der Verzweigungspunkte hangt von den Coefficienten der Po-
tenzen von z in den Functionen a ab und andert sich stetig mit denselben.

Wenn diese Coefficienten solche Werthe annehmen, dass zwei demselben
Zweigepaar angehorige einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, so he-
ben diese sich auf, und es werden zwei Wurzeln von F(s) einander gleich,
ohne dass eine Verzweigung stattfindet. Setzt sich um jeden von ihnen s;
in so und sy in s; fort, so geht durch einen Umlauf um ein beide enthalten-
des Stiick der z-Ebene s; in s; und s in sy iiber, und beide Zweige werden
einandrig, wenn sie zusammenfallen. Es bleibt dann also auch ihre Derivirte

F F
% einandrig und endlich, und folglich wird 8_ = _%6_ =
0z 0z 0z 0s
) oF OF . . .
Wird F = s s = 0 fiir s = a, z = 3, so ergeben sich aus den drei
folgenden Gliedern der Entwicklung von F'(s, z) zwei Werthe fiir °Z g = 237
5 — 2z

(s = a, z = ). Sind diese Werthe ungleich und endlich, so kénnen die beiden
Zweige der Function s, denen sie angehoren, dort nicht zusammenhéangen und

sich nicht verzweigen. Es wird dann — fiir beide unendlich klein wie z — [3,

s
und Q(z) erhilt dadurch den Factor (z — 3)?; es fallen also nur zwei einfache
Verzweigungspunkte zusammen.
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Um in jeden Falle, wenn fiir z = [ mehrere Wurzeln der Gleichung
F(s) = 0 gleich « werden, zu entscheiden, wie viele einfache Verzweigungs-
punkte fiir (s = «, z = () zusammenfallen, und wie viele von diesen sich
aufheben, muss man diese Wurzeln (nach dem Verfahren von Lagrange) so-
weit nach steigenden Potenzen von z — 3 entwickeln, bis diese Entwicklungen
sammtlich von einander verschieden werden, wodurch sich die wirklich noch
stattfindenen Verzweigungen ergeben. Und man muss dann untersuchen, von
welcher Ordnung F”(s) fiir jede dieser Wurzeln unendlich klein wird, um die
Anzahl der ihnen zugehdrigen linearen Factoren von Q(z) oder der fiir (s = a,
z = [3) zusammengefallenen einfachen Verzweigungspunkte zu bestimmen.

Bezeichnet die Zahl g, wie oft sich die Flache T" um den Punkt (s, z)
windet, so wird im Punkte (z) F’(s) so oft unendlich klein von der ersten

Ordnung, als dort einfache Verzweigungspunkte zusammenfallen, dz'"% so

oft, als deren wirklich stattfinden, folglich F”(s) dze' so oft, als von ihnen
sich aufheben.

Ist die Anzahl der wirklich stattfindenden einfachen Verzweigungen w,
die Anzahl der sich aufhebenden 2r, so ist

w+2r =2(n—1)m.

Nimmt man an, dass die Verzweigungspunkte nur paarweise und sich aufhe-
bend zusammenfallen, so ist fiir » Werthenpaare (s = v,, 2 = d,)

p_OF _0F _ PFPF_(PF\
T s 0z - MY 92 5s 0s 0z
F F
nicht Null und fir w Werthenpaare von s und z F' = 0, %— =0, %— nicht
s z

2
Null und 881;—’ nicht Null.

Wir besghréinken uns meistens auf die Behandlung dieses Falles, da sich
die Resultate auf die iibrigen als Grenzfalle desselben leicht ausdehnen lassen,
und wir konnen dies hier um so mehr thun, da wir die Theorie dieser Func-
tionen auf eine von der Ausdrucksform unabhangige, keinen Ausnahmefallen
unterworfene Grundlage gestiitzt haben.

7.

Es findet nun bei einer einfach zusammenhangenden, iiber einen endlichen
Theil der z-Ebene ausgebreiteten Flache zwischen der Anzahl ihrer einfachen
Verzweigungspunkte und der Anzahl der Umdrehungen, welche die Richtung
ihrer Begrenzlinie macht, die Relation statt, dass die letztere um eine Ein-
heit grosser ist, als die erstere; und aus dieser ergiebt sich fiir eine mehrfach
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zusammenhangende Flache eine Relation zwischen diesen Anzahlen und der
Anzahl der Querschnitte, welche sie in eine einfach zusammenhéngende ver-
wandeln. Wir konnen diese Relation, welche im Grunde von Massverhaltnis-
sen unabhéngig ist und der analysis situs angehort, hier fiir die Flache T so
ableiten.

Nach dem Dirichlet’schen Princip lasst sich in der einfach zusammenhén-
genden Flache T” die Function log  von z so bestimmen, dass ( fiir einen
beliebigen Punkt im Innern derselben unendlich klein von der ersten Ord-
nung wird, und log ¢ langs einer beliebigen sich nicht schneidenden, von dort
nach der Begrenzung fithrenden Linie auf der positiven Seite um —27mi gros-
ser, als auf der negativen, iibrigens aber allenthalben stetig und langs der
Begrenzung von 7" rein imaginéar ist. Es nimmt dann die Function ¢ jeden
Werth, dessen Modul < 1, einmal an; die Gesamtheit ihrer Werthe wird folg-
lich durch eine iiber einen Kreis in der (-Ebene einfach ausgebreitete Flache
vertreten. Jedem Punkte von 7" entspricht ein Punkt des Kreises, und um-
gekehrt. Es wird daher fiir einen beliebigen Punkt der Flache, wo z = 2/,
¢ = (', die Function ¢ — ¢’ unendlich klein von der ersten Ordnung, und
folglich bleibt dort, wenn die Flédche 7" sich (u + 1) mal um ihn windet, bei
endlichem 2’

(i+1) z—2 _ dz |
(C—= ¢t dg(¢ —¢)m
bei unendlichem 2’ aber
271 0z
1 — _
et D= o = " 2at(c - Oy

endlich. Das Integral / dlog a—z, um den ganzen Kreis positiv herumgenom-

men, ist gleich der Summe der Integrale um die Punkte, wo 9% unendlich

9¢
oder Null wird, und also = 2mi(w — 2n). Bezeichnet s ein Stiick der Be-
grenzung von 7" von einem und demselben bestimmten Punkte bis zu einem
verdanderlichen Punkte der Begrenzung, und o das entsprechende Stiick auf
dem Kreisumfange, so ist
Os

lo%zlo %—i—lo— lo
Sac” %as %9, 8

und, durch die ganze Begrenzung ausgedehnt,

49
oo’

/alog % — (2p—1)2mi,

/610gg—2 = 0,
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—/810g gg = —2mi,
also 5
/alog a—z — (2p — 2)2ri.
Es ergiebt sich demnach w — 2n = 2(p — 1). Da nun

w=2((n—-1m-—r),

SO ist
p=Mm—-1)(m-—1)—r.

8.

Der allgemeine Ausdruck der wie T verzweigten Functionen s’ von z,
die fiir m’ beliebig gegebene Punkte von T' endlich von der ersten Ordnung
werden und {ibrigens stetig bleiben, enhélt nach dem Obigen m' — p + 1
willkiirliche Constanten und ist eine lineare Function derselben (§. 5). Las-
sen sich also, wie jetzt gezeigt werden soll, rationale Ausdriicke von s und z
bilden, die fiir m’ beliebig gegebene, der Gleichung F' = 0 geniigende Wert-
henpaare von s und 2z unendlich von der ersten Ordnung werden und lineare
Functionen von m’ —p+ 1 willkiirlichen Constanten sind, so kann durch diese
Ausdriicke jede Function s’ dargestellt werden.

Damit der Quotient zweier ganzen Functionen x(s,z) und (s, z) fir
s = oo und z = oo beliebige endliche Werthe annehmen kann, miissen beide
von gleichem Grade sein; der Ausdruck, durch welchen s" dargestellt werden
(s, %)

[ N

N x(5,2) N |
Wenn zwei Zweige der Function s ohne zusammenzuhéngen einander gleich

werden, also fiir zwei verschiedene Punkte der Flache T z = v und s = §
wird, so wird s’ allgemein zu reden in diesen beiden Punkten verschiedene
Werthe annehmen; soll also 1) — s’y allenthalben = 0 sein, so muss fiir zwei
verschiedene Werthe von s" 9(v,d) — s'x(v,0) = 0 sein, folglich x(v,d) =0
und ¥ (7,0) = 0. Es miissen also die Functionen x und ¢ fiir die » Werthen-
paare s = ,, 2 = 0, (S. 26) verschwinden®.

und tiberdies sei v =2n—1, u = m — 1.

soll, sei daher von der Form

4Es ist hier, wie gesagt, nur der Fall beriicksichtigt, wo die Verzweigungspunkte der
Function s nur paarweise und sich authebend zusammenfallen. Im Allgemeinen miissen in
einem Punkte von 7', wo nach der Auffassung im §. 6 sich aufhebende Verzweigungspunkte
zusammenfallen, xy und v, wenn T sich um diesen Punkt ¢ mal windet, unendlich klein
werden, wie F”(s) dze ', damit die ersten Glieder in der Entwicklung der darzustellenden

Function nach ganzen Potenzen von (Az)% beliebige Werthe annehmen konnen
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Die Function x verschwindet fiir einen Werth von z, fiir welchen die ein-
werthige und fiir ein endliches z endliche Function von z

K(z) = agx(s1)x(s2) ... x(sn) = 0

ist; diese Function wird fiir ein unendliches z unendlich von der Ordnung
mv + nu und ist also eine ganze Function (mv 4 nu)ten Grades. Da fiir
die Werthenpaare (7y,0) zwei Factoren des Products [] x(s;) unendlich klein

von der ersten Ordnung werden, also K(z) unendlich klein von der zweiten
Ordnung, so wird y ausserdem noch unendlich klein von der ersten Ordnung
flir

¢t =mv+nu—2r
Werthenpaare von s und z oder Punkte von T'.

Ist v >n—1, u > m—1, so bleibt der Werth der Function y ungeandert,

WENN man
v—m p—m n m

X(5,2) +o("s", "2 F (s, %),

n
z
worin o beliebig ist, fiir x(, Z') setzt; es konnen also

(v—n+1)(p—m+1)

von den Coefficienten dieses Ausdrucks willkiirlich angenommen werden. Wer-
den nun von den

(p+D)v+1D) —(v—n+1)(p—m+1)

noch tbrigen r als lineare Functionen der iibrigen so bestimmt, dass y fur
die r Werthenpaare (v, §) verschwindet, so enthélt die Function y noch
e = (p+Hv+1)—(w—n+)(p—m+1)—r
= nu+mv—(n—1)m-1)—r+1

willkiirliche Constanten. Es ist also
i—e=Mn—-1)(m—-1)—r—1=p—1.

Nimmt man g und v so an, dass € > m’ ist, so kann man y so bestim-
men, dass es fiir m’ beliebig gegebene Werthenpaare unendlich klein von der

ersten Ordnung wird, und dann, wenn m’ > p, 1 so einrichten, dass v fiir

X
alle iibrigen Werthe endlich bleibt. In der That ist ¢ ebenfalls eine lineare
homogene Function von ¢ willkiirlichen Constanten, und es lassen sich also,
wenn € — i +m’ > 1 ist, ¢ —m’ von ihnen als lineare Functionen der iibrigen
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so bestimmen, dass 1 fiir die ¢ — m’ Werthenpaare von s und z, fiir welche
x noch unendlich klein von der ersten Ordnung wird, ebenfalls verschwin-
det. Die Function v enthélt demnach € — i +m' = m’ — p + 1 willkiirliche
Constanten, und v kann also jede Function s’ darstellen.
X
9.

ow
Da die Functionen — algebraische wie s verzweigte Functionen von z

sind (§. 5), so lassen sie sich zufolge des eben bewiesenen Satzes rational in
s und z ausdriicken, und sammtliche Functionen w als Integrale rationaler
Functionen von s und z. 9

Ist w eine allenthalben endliche Function w, so wird v unendlich von

z
der ersten Ordnung fiir jeden einfachen Verzweigungspunkt der Flache T', da
1

dw und (dz)z dort unendlich klein von der ersten Ordnung sind, bleibt aber
sonst allenthalben stetig und wird fiir z = oo unendlich klein von der zweiten
Ordnung. Umgekehrt bleibt das Integral einer Function, die sich so verhalt,
allenthalben endlich.

. . w . . .
Um diese Function — als Quotient zweier ganzen Functionen von s und

z auszudriicken, muss man (nach §. 8) zum Nenner eine Function nehmen,
die verschwindet in den Verzweigungspunkten und fiir die » Werthenpaare
(7,6). Dieser Bedingung geniigt man am einfachsten durch eine Function,
die nur fiir diese Werthe 0 wird. Eine solche ist

oF -
—— =qans" P4 an—1s"2 4+ -+ a,_1.

O0s

Diese wird fiir ein unendliches s unendlich von der (n — 2) ten Ordnung (da
aop dann unendlich klein von der ersten Ordung wird) und fiir ein unendliches
z unendlich von der mten Ordnung. Damit e ausser den Verzweigungs-
punkten endlich und fiir ein unendliches z unendlich klein von der zweiten

Ordnung ist, muss also der Zahler eine ganze Function @(REQ, m 2) sein, die
fiir die r Werthenpaare (v, ) (S. 26) verschwindet. Demnach ist

“’*/w 8FZ /90 aFZ_Q -
Os 0z

worin p =0 fiir s =7,, 2 =0,, 0 =1,2,...,7
Die Function ¢ enhélt (n—1)(m —1) constante Coefficienten, und wenn r
von ihnen als lineare Functionen der iibrigen so bestimmt werden, dass ¢ = 0
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fiir die r Werthenpaare s = =y, z = ¢, so bleiben noch (m —1)(n—1) —r oder
p willkiirlich, und es erhélt ¢ die Form

Q11 + Qs + - -+ apPp,

worin @1, ¢a, ..., p, besondere Functionen ¢, von denen keine eine lineare
Function der iibrigen ist, und oy, ag, ..., oy beliebige Constanten sind. Als
allgemeiner Ausdruck von w ergiebt sich, wie oben auf anderem Wege

Qw1 + aewsy + - - - + auw, + const.

Die nicht allenthalben endlich bleibenden Function w und also die In-
tegrale zweiter und dritter Gattung lassen sich nach denselben Principien
rational in s und z ausdriicken, wobei wir indess hier nicht verweilen, da
die allgemeinen Regeln des vorigen Paragraphen keiner weitern Erlauterung
bediirfen und zur Betrachtung bestimmter Formen dieser Integrale erst die
Theorie der ¥-Functionen Anlass giebt.

10.

Die Function ¢ wird ausser fiir die » Werthenpaare (y, d) noch fiir
m(n —2) +n(m—2) —2r

oder 2(p — 1) der Gleichung F' = 0 geniigende Werthenpaare von s und z
unendlich klein von der ersten Ordung. Sind nun

1) _ agl) (1)

P 14y s+ +aVyg,

und
0@ =P +aP gy + -+ Py,
2

zwei beliebige Functionen ¢, so kann man in dem Ausdrucke % den Nen-
ner so bestimmen, dass er fiir p — 1 beliebig gegebene der Glegiochung F=0
gentigende Werthenpaare von s und z gleich Null wird, und dann den Zahler
so, dass er fiir p — 2 von den iibrigen Werthenpaaren, fiir welche " noch
gleich 0 wird, gleichfalls verschwindet. Er ist dann noch eine lineare Functi-
on von zwei willkiirlichen Constanten und folglich ein allgemeiner Ausdruck
einer Function, die nur fiir p Punkte der Flache T" unendlich von der ersten
Ordnung wird. Eine Function, die fiir weniger als p Punkte unendlich wird,
bildet einen speciellen Fall dieser Function; es lassen sich daher alle Functio-

nen, die fiir weniger als p + 1 Punkte der Flache T" unendlich von der ersten
(2) dw®

Ordnung werden, in der Form L. oder in der form L, wenn w® und
@) dw®

w® zwei allenthalben endliche Integrale rationaler Functionen von s und z

sind, darstellen.
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11.

Eine wie T" verzweigte Function z; von z, die fiir n; Punkte dieser Flache
unendlich von der ersten Ordnung wird, ist nach dem Fritheren (S. 22) die
Wurzel einer Gleichung von der Form G(%,'2) = 0 und nimmt daher jeden
Werth fiir n; Punkte der Flache 7" an. Wenn man sich also jeden Punkt von
T durch einen den Werth von z; in diesem Punkte geometrisch reprasentiren-
den Punkt einer Ebene abgebildet denkt, so bildet die Gesammtheit dieser
Punkte eine in der z;-Ebene allenthalben n; fach ausgebreitete und die Fla-
che T—Dbekanntlich in den kleinsten Theilen ahnlich—abbildende Flache Tj.
Jedem Punkt in der einen Flache entspricht dann ein Punkt in der andern.
Die Functionen w oder die Integrale wie T verzweigter Functionen von z ge-
hen daher, wenn man fiir z als unabhangig veranderliche Grosse z; einfiihrt,
in Functionen iiber, welche in der Flache T} allenthalben einen bestimmten
Werth und dieselben Unstetigkeiten haben, wie die Functionen w in den ent-
sprechenden Punkten von 7', und welche folglich Integrale wie T} verzweigter
Functionen von z; sind.

Bezeichnet s; irgend eine andere wie T' verzweigte Function von z, die fiir
my Punkte von T und also auch von T} unendlich von der ersten Ordnung
wird, so findet (§. 5) zwischen s; und z; eine Gleichung von der Form

Fl(%l,n?l) — 0

statt, worin F} eine Potenz einer unzerfallbaren ganzen Function von s; und
zp ist, und es lassen sich, wenn diese Potenz die erste ist, alle wie T} ver-
zweigten Functionen von zp, folglich alle rationalen Functionen von s und z
rational in s; und z; ausdriicken (§. 8).

Die Gleichung F(s,2) = 0 kann also durch eine rationale Substitution in
F (%11, W;f'll) = 0 und diese in jene transformirt werden.

Die Grossengebiete (s,z) und (s1,21) sind gleichvielfach zusammenhén-
gend, da jedem Punkte des einen ein Punkt des andern entspricht. Bezeich-
net daher r; die Anzahl der Fille, in welchen s; und z; fiir zwei verschiedene
Punkte des Grossengebiets (s, 21) beide denselben Werth annehmen und

OF: oF
folglich gleichzeitig F, 8—1 und — gleich 0 und
S1 21

O*F O°F ( 0*F
0s? 023 05, 0z
nicht Null ist, so muss
(mi—=1)(mi—1)—rm=p=mn-1)(m—-1)—r

sein.
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12.

Man betrachte nun als zu Einer Klasse gehorend alle irreductiblen al-
gebraischen Gleichungen zwischen zwei veranderlichen Grossen, welche sich
durch rationale Substitutionen in einander transformiren lassen, so dass

F(s,z) =0und Fi(s1,21) =0

zu derselben Klasse gehoren, wenn sich fiir s und z solche rationale Functio-
nen von $; und z; setzen lassen, dass F(s,z) = 0 in Fi(s1,21) = 0 iibergeht
und zugleich s; und z; rationale Functionen von s und z sind.

Die rationalen Functionen von s und z bilden, als Functionen von irgend
einer von ihnen ( betrachtet, ein System gleichverzweigter algebraischer Func-
tionen. Auf diese Weise fiihrt jede Gleichung offenbar zu einer Klasse von
Systemen gleichverzweigter algebraischer Functionen, welche sich durch Ein-
fithrung einer Function des Systems als unabhangig veranderlicher Grésse in
einander transformiren lassen und zwar alle Gleichungen Einer Klasse zu der-
selben Klasse von Systemen algebraischer Functionen, und umgekehrt fiihrt
(§. 11) jede Klasse von solchen Systemen zu Einer Klasse von Gleichungen.

Ist das Grossengebiet (s, z) 2p + 1 fach zusammenhéngend und die Func-
tion ¢ in p Punkten desselben unendlich von der ersten Ordnung, so ist die
Anzahl der Verzweigungswerthe der gleichverzweigten Functionen von (, wel-
che durch die iibrigen rationalen Functionen von s und z gebildet werden,
2(p +p — 1), und die Anzahl der willkiirlichen Constanten in der Functi-
on ¢ 2 —p+ 1 (§ 5). Diese lassen sich so bestimmen, dass 2u — p + 1
Verzweigungswerthe gegebene Werthe annehmen, wenn diese Verzweigungs-
werthe von einander unabhéngige Functionen von ihnen sind, und zwar nur
auf eine endliche Anzahl Arten, da die Bedingungsgleichungen algebraisch
sind. In jeder Klasse von Systemen gleichverzweigter 2p + 1 fach zusammen-
hangender Functionen giebt es daher eine endliche Anzahl von Systemen
pwerthiger Functionen, in welchen 2 — p + 1 Verzweigungswerthe gegebene
Werthe annehmen. Wenn andererseits die 2(u + p — 1) Verzweigungspunkte
einer die (-Ebene allenthalben p fach bedeckenden 2p + 1 fach zusammenhéan-
genden Fldche beliebig gegeben sind, so giebt es (§§. 3-5) immer ein System
wie diese Flache verzweigter algebraischer Functionen von (. Die 3p — 3
iibrigen Verzweigungswerthe in jenen Systemen gleichverzweigter p werthiger
Functionen konnen daher beliebige Werthe annehmen; und es hangt also ei-
ne Klasse von Systemen gleichverzweigter 2p + 1fach zusammenhiangender
Functionen und die zu ihr gehorende Klasse algebraischer Gleichungen von
3p — 3 stetig verdanderlichen Grossen ab, welche die Moduln dieser Klasse
genannt werden sollen.
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Diese Bestimmung der Anzahl der Moduln einer Klasse 2p + 1 fach zu-
sammenhangender algebraischer Functionen gilt jedoch nur unter der Vor-
aussetzung, dass es 2u — p + 1 Verzweigungswerthe giebt, welche von ein-
ander unabhéngige Functionen der willkiirlichen Constanten in der Function
¢ sind. Diese Voraussetzung trifft nur zu, wenn p > 1, und die Anzahl der
Moduln ist nur dann = 3p — 3, fiir p = 1 aber = 1. Die directe Unter-
suchung derselben wird indess schwierig durch die Art und Weise, wie die
willkiirlichen Constanten in ¢ enthalten sind. Man fiihre deshalb in einem
Systeme gleichverzweigter 2p + 1 fach zusammenhangender Functionen, um
die Anzahl der Moduln zu bestimmen, als unabhangig verianderliche Grosse
nicht eine dieser Functionen, sondern ein allenthalben endliches Integral einer
solchen Function ein.

Die Werthe, welche die Function w von z innerhalb der Fliche T" an-
nimmt, werden geometrisch reprasentirt durch eine einen endlichen Theil der
w-Ebene einfach oder mehrfach bedeckende und die Fléche 7" (in den klein-
sten Theilen dhnlich) abbildende Fliche, welche durch S bezeichnet werden
soll. Da w auf der positiven Seite des v ten Querschnitts um die Constan-
te k) grosser ist, als auf der negativen, so besteht die Begrenzung von S
aus Paaren von parallelen Curven, welche denselben Theil des 7" begren-
zenden Schnittsystems abbilden, und es wird die Ortsverschiedenheit der
entsprechenden Punkte in den parallelen, den vten Querschnitt abbilden-
den Begrenzungstheilen von S durch die complexe Grésse k) ausgedriickt.
Die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte der Flache S ist 2p — 2, da
dw in 2p — 2 Punkten der Flache 7" unendlich klein von der zweiten Ord-
nung wird. Die rationalen Functionen von s und z sind dann Functionen
von w, welche fiir jeden Punkt von S Einen bestimmten, wo sie nicht unend-
lich werden, stetig sich andernden Werth haben und in den entsprechenden
Punkten paralleler Begrenzungstheile denselben Werth annehmen. Sie bil-
den daher ein System gleichverzweigter und 2p fach periodischer Functionen
von w. Es lasst sich nun (auf &hnlichem Wege, wie in den §§. 3-5) zeigen,
dass, die 2p — 2 Verzweigungspunkte und die 2p Ortsverschiedenheiten par-
alleler Begrenzungstheile der Flache S als willkiirlich gegeben vorausgesetzt,
immer ein System wie diese Fléache verzweigter Functionen existirt, welche in
den entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile denselben Werth
annehmen und also 2p fach periodisch sind, und die, als Functionen von ei-
ner von ihnen betrachtet, ein System gleichverzweigter 2p + 1fach zusam-
menhéngender algebraischer Functionen bilden, folglich zu einer Klasse von
2p + 1fach zusammenhéngenden algebraischen Functionen fithren. In der
That ergiebt sich nach dem Dirichlet’schen Princip, dass in der Flache S
eine Function von w bis auf eine additive Constante bestimmt ist durch die
Bedingungen, im Innern von S beliebig gegebene Unstetigkeiten von der Form
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wie w in 7" anzunehmen und in den entsprechenden Punkten paralleler Be-
grenzungstheile um Constanten, deren reeller Theil gegeben ist, verschiedene
Werthe zu erhalten. Hieraus schliesst man, ahnlich wie im §. 5, die Moglich-
keit von Functionen, welche nur in einzelnen Punkten von S unstetig werden
und in den entsprechenden Punkten paralleler Begrenzungstheile denselben
Werth annehmen. Wird eine solche Function z in n Punkten von S unend-
lich von der ersten Ordnung und sonst nicht unstetig, so nimmt sie jeden
complexen Werth in n Punkten von S an; denn wenn a eine beliebige Con-
stante ist, so ist [ dlog(z —a), um S erstreckt, = 0, da die Integration durch
parallele Begrenzungstheile sich aufhebt, und es wird daher z — a in S eben-
so oft unendlich klein, als unendlich von der ersten Ordnung. Die Werthe,
welche z annimmt, werden folglich durch eine iiber die z-Ebene allenthalben
n fach ausgebreitete Flache reprasentirt, und die iibrigen ebenso verzweigten
und periodischen Functionen von w bilden daher ein System wie diese Flache
verzweigter 2p + 1 fach zusammenhéngender algebraischer Functionen von z,
w. z. b. w.

Fiir eine beliebig gegebene Klasse 2p + 1 fach zusammenhangender alge-
braischer Functionen kann man nun in dem als unabhéangig veranderliche
Grosse einzufithrenden

W= QWi + QoWy + -+ + Qpw, + ¢

die Grossen a so bestimmen, dass p von den 2p Periodicitatsmoduln gegebene
Werthe annehmen, und ¢ wenn p > 1 so, dass einer von den 2p — 2 Verzei-
gungswerthen der periodischen Functionen von w einen gegebenen Werth er-
halt. Dadurch ist w vollig bestimmt, und also sind es auch die 3p — 3 iibrigen
Grossen, von denen die Verzweigungsart und Periodicitat jener Functionen
von w abhéngt; und da jedweden Werthen dieser 3p — 3 Grossen eine Klasse
von 2p + 1 fach zusammenhangenden algebraischen Functionen entspricht, so
héngt eine solche von 3p — 3 unabhéangig verdnderlichen Grossen ab.

Wenn p = 1 ist, so ist kein Verzweigungspunkt vorhanden, und es lasst
sich in

w = qw; + ¢

die Grosse a; so bestimmen, dass ein Periodicitatsmodul einen gegebenen
Werth erhalt und dadurch ist der andere Periodicitatsmodul bestimmt. Die
Anzahl der Moduln einer Klasse ist also dann = 1.

13.

Nach den obigen (im §. 11 entwickelten) Principien der Transformation
muss man, um eine beliebig gegebene Gleichung F'(s,z) = 0 durch eine ra-
tionale Substitution in eine Gleichung derselben Klasse F} (nsll, n%ll) =0 von
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moglichst niedrigem Grade zu transformiren, zuerst fiir z; einen rationalen
Ausdruck in s und z, r(s, z), so bestimmen, dass n; moglichst klein wird,
und dann s; gleich einem andern rationalen Ausdrucke 7/(s, z) so, dass my
moglichst klein wird und zugleich die zu einem beliebigen Werthe von z; ge-
horigen Werthe von s; nicht in Gruppen unter einander gleicher zerfallen, so
dass I} (%11, n%ll) nicht eine hohere Potenz einer unzerfallbaren Function sein
kann.

Wenn das Grossengebiet (s, z) 2p + 1 fach zusammenhéngend ist, so ist

der kleinste Werth, den n; annehmen kann, allgemein zu reden, = g—i-l (§.5)

und die Anzahl der Falle, in denen s; und z; fiir zwei verschiedene Punkte
des Grossengebiets beide denselben Werth annehmen,

=(ny—1)(my — 1) —p.

In einer Klasse von algebraischen Gleichungen zwischen zwei verander-
lichen Grossen haben demnach, wenn ihre Moduln nicht besonderen Be-
dingungsgleichungen gentigen, die Gleichungen niedrigsten Grades folgende
Form:

fir p=1, F(%,%):o, r=>0
=2, F(3,2)=0, r=0
p=2u—3, F(s2)=0, r=(u—2)>

p>2
uop
p=2n—2, F(sz) =0, r= (N_l)(ﬂ_?’)
Von den Coefficienten der Potenzen von s und z in den ganzen Functionen
F miissen r als lineare homogene Functionen der iibrigen so bestimmt wer-

OF oF
den, dass — und — fiir r der Gleichung F' = 0 geniigende Werthenpaare

s z
gleichzeitig verschwinden. Die rationalen Functionen von s und z, als Func-
tionen von einer von ihnen betrachtet, stellen dann alle Systeme 2p + 1 fach
zusammenhangender algebraischer Functionen dar.

14.
Ich benutze nun nach Jacobi (dieses Journal Bd. 9 Nr. 32 §. 8) das

Abel’sche Additionstheorem zur Integration eines Systems von Differential-
gleichungen; ich werde mich dabei auf das beschranken, was in dieser Ab-
handlung spater nothig ist.

Fithrt man in einem allenthalben endlichen Integrale w einer rationalen
Function von s und z als unabhéngig veranderliche Grosse eine rationale
Function von s und z, (, ein, die fiir m Werthenpaare von s und z unendlich
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. . w . . .
von der ersten Ordnung wird, so ist — eine m werthige Function von (.
2

Bezeichnet man die m Werthe von w fiir dasselbe ¢ durch w®, w®, ... w™,

SO 1ist
ow®  ow® O™

o T ac TR
eine einwerthige Function von (, deren Integral allenthalben endlich bleibt,
und folglich ist auch

/mwm+wm+ﬁn+wmg

allenthalben einwerthig und endlich, mithin constant. Auf dhnliche Weise
findet sich, wenn w®, w® ... w(™ die demselben ¢ entsprechenden Werthe
eines beliebigen Integrals w einer rationalen Function von s und z bezeichnen,

/aMD+wm+.”+MM)

bis auf eine additive Constante aus den Unstetigkeiten von w und zwar als
Summe von einer rationalen Function und mit constanten Coefficienten ver-
sehenen Logarithmen rationaler Functionen von (.

Mittelst dieses Satzes lassen sich, wie jetzt gezeigt werden soll, folgen-
de p gleichzeitige Differentialgleichungen zwischen den p + 1 der Gleichung
F(s,z) = 0 geniigenden Werthenpaaren von s und z, (s1,21), (S2,22),---,

(Sp-I—la Zp+1)

Or(s1,21) 021 ©r(S2,22) 020 ©r(Spt1, 2p+1) O%pia

=0
8F(51, Zl) 8F(52, ZQ) 0F(sp+1, Zp+1)
851 882 a5p+1
fir m =1,2,...,p, allgemein oder vollstindig (complete) integriren.

Durch diese Differentialgleichungen sind p von den Gréssenpaaren (s,,, 2,,)
als Functionen des einen noch iibrigen vollig bestimmt, wenn fiir einen be-
liebigen Werth des letzteren die Werthe der iibrigen gegeben werden. Wenn
man also diese p+1 Grossenpaare als Functionen einer veranderlichen Grosse
¢ so bestimmt, dass sie fiir denselben Werth 0 dieser Grosse beliebig gegebe-
ne Anfangswerthe (s, 2), (s9,29), ..., (s),1,25,,) annehmen und den Diffe-

rentialgleichungen geniigen, so hat man dadurch die Differentialgleichungen
1

allgemein integrirt. Nun lasst sich die Grosse — als einwerthige und folg-

lich rationale Function von (s, z) immer so bestimmen, dass sie nur fiir alle

oder einige von den p+ 1 Werthenpaaren (s, z)) unendlich und fiir diese nur
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unendlich von der ersten Ordnung wird, da sich in dem Ausdrucke
M:P-l‘l n=p

Z 5ut(32a 22) + Z o, w,, + const.

pu=1 pn=1

die Verhaltnisse der Grossen o und [ immer so bestimmen lassen, dass die
Periodicitatsmoduln sammtlich 0 werden. Es geniigen dann, wenn kein g =
0 ist, den zu losenden Differentialgleichungen die p + 1 Zweige der p + 1-
werthigen gleichverzweigten Functionen s und z von (,

(517 Z1>7 (827 ZQ)? tt (Sp—i-l; Zp+1>7

welche fiir ¢ = 0 die Werthe

(8(1)7 Z(l))a (Sga Zg)? DR (82—1—17 224,-1)

annehmen. Wenn aber von der Grossen 3 einige, etwa die p + 1 — m letzten
gleich 0 werden, so werden die zu losenden Differentialgleichungen befriedigt
durch die m Zwiege der m werthigen Functionen s und z von (,

(817 Zl)v (827 Z?)a ceey (Sma Zm)7

welche fiir ¢ = 0 gleich

(51, 20), (53:22):--- (S Zm)
werden, und durch constante, also ihren Anfangswerthen s9, ,,..., 20, glei-
che Werthe der Grossen sp,11, Zm+1;---;Sp+1, 2p+1- Im letzteren Falle sind
von den p linearen homogenen Gleichungen
= ©r (S, 2u) Oz 0
= OF (s, 2,)
Js,,
fir 7 =1,2,...,p zwischen den Grossen
0z,
OF (su, 2)
0s,

p 4+ 1 —m eine Folge der iibrigen; es ergeben sich hieraus p + 1 — m Bedin-
gungsgleichungen, welche, damit dieser Fall eintritt, zwischen den Functionen

(s1,21), (S2,22),---, (Sm,2m), und also auch zwischen ihren Anfangswert-
hen (s9,29), (s9,29),..., (s,20) erfiillt sein miissen, und es konnen daher

von diesen, wie oben (§. 5) gefunden, nur 2m —p—1 beliebig gegeben werden.
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15.

Es sei nun 5
% + const.,
0s

durch das Innere von 7" integrirt, gleich w, und der Periodicitdtsmodul
von w, fiir den vten Querschnitt gleich k), so dass sich die Functionen
Wy, Ws, . .., w, des Grossenpaars (s, z) beim Uebertritt des Punkts (s, z) von
der negativen auf die positive Seite des vten Querschnitts gleichzeitig um
R k:l(,”) andern. Zur Abkiirzung mag ein System von p Grossen
(by,bg,...,b,) einem andern (ay, as,...,a,) congruent nach 2p Systemen zu-
sammengehoriger Moduln genannt werden, wenn es aus ihm durch gleichzei-
tige Aenderungen sammtlicher Grossen um zusammengehorige Moduln er-
halten werden kann. Ist der Modul der 7 ten Grésse im v ten Systeme = k),

so heisst demnach
(b1, ba, ..., by) = (a1, a9,...,a,),

wenn

v=2p
v
be = ar + Y mkY
v=1
fir m =1,2,...,p und my, my, ..., My, ganze Zahlen sind.
Da sich p beliebige Grossen ap, as, .. ., a, immer und nur auf eine Weise

v=

2p
in die Form a, = Y. &,k setzen lassen, so dass die 2p Gréssen & reell sind,

und durch Aende;ung dieser Grossen & um ganze Zahlen alle congruenten
Systeme und nur diese sich ergeben, so erhilt man aus jeder Reihe congruen-
ter Systeme eins und nur eins, wenn man in diesen Ausdriicken jede Grosse &
alle Werthe von einem beliebigen Werthe bis zu einem um 1 grosseren, einen
der beiden Grenzwerthe eingeschlossen, stetig durchlaufen lasst.

Dieses festgesetzt, folgt aus den obigen Differentialgleichungen oder aus
den p Gleichungen

pu=p+1
S dw® =0 firm=1,2,...,p
pn=1

durch Integration

(ngu), Swi L Zw](f‘)) = (c1,C5- -+, Cp),

worin ¢1, ¢y, ..., ¢, constante von den Werthen (s%,2°) abhingige Grossen

sind.
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16.
Driickt man ( als Quotienten zweier ganzen Functionen von s und z, K,

aus, so sind die Grossenpaare (S1,21),..., (Sm,2m) die gemeinschaftlichen

Wurzeln der Gleichungen F' = 0 und % = (. Da die ganze Function

X_C¢:f(saz)

fiir alle Werthenpaare, fiir welche y und v gleichzeitig verschwinden eben-
falls, was auch ( sei, verschwindet, so konnen die Grossenpaare (s1,21), . . .,
(Sms 2zm) auch definirt werden als gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung
F = 0 und einer Gleichung f(s,z) = 0, deren Coefficienten so sich &n-

dern, dass alle iibrigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben. Wenn
(1)
m < p+ 1, kann ¢ in der Form % dargestellt werden (§. 10) und f in der
¥
Form
oD — o = B,

Die allgemeinsten Werthe der den p Gleichungen

p=p
Zdwff‘) =0firmr=1,2,...,p
p=1

geniigenden Functionenpaare (s1, 21), . . ., (Sp, 2,) werden daher gebildet durch

p gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichungen F' = 0 und ¢ = 0, welche so
sich andern, dass die librigen gemeinschaftlichen Wurzeln constant bleiben.
Hieraus folgt leicht der spater nothige Satz, dass die Aufgabe, p — 1 von
den 2p — 2 Grossenpaaren (s1,21), .. ., (S2p—2, 22p—2) als Functionen der p — 1
iibrigen so zu bestimmen, dass die p Gleichungen

n=2p—2
Z dwfr“) =0frmr=1,2,...,p
pn=1

erfiillt werden, vollig allgemein gelost wird, wenn man fir diese 2p — 2 Gros-
senpaare die von den r Wurzeln s = ~,, z = 0, (§. 6) verschiedenen gemein-
schaftlichen Wurzeln der Gleichungen F© = 0 und ¢ = 0 oder die 2p — 2
Werthenpaare nimmt, fiir welche dw unendlich klein von der zweiten Ord-
nung wird, und dass diese Aufgabe daher nur eine Losung zulasst. Solche
Grossenpaare sollen durch die Gleichung ¢ = 0 verknipft heissen. In Folge

der Gleichungen
2p—2

> dw® =0
1
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wird
2p—2 » 2p—2 W 2p—2
Zwlu7zw2“7"')zwz()u) )
1 1

die Summe iiber solche Grossenpaare ausgedehnt, congruent einem constan-
ten Grossensysteme (c1, ¢, . . ., ¢p), worin ¢, nur von der additiven Constante
in der Function w, oder dem Anfangswerthe des sie ausdriickenden Integrals
abhéngt.

Zweite Abteilung.

17.

Fir die ferneren Untersuchungen iiber Integrale von algebraischen,
2p + 1 fach zusammenhangenden Functionen ist die Betrachtung einer p fach
unendlichen ¥-Reihe von grossem Nutzen, d. h. einer p fach unendlichen Rei-
he, in welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze Function
zweiten Grades der Stellenzeiger ist. Es sei in dieser Function fiir ein Glied,
dessen Stellenzeiger my,mo, ..., m, sind, der Coefficient des Quadrats mi
gleich a,, ,,, des doppelten Products m,m,, gleich a, ,, = a, ,, der doppelten
Grosse m,, gleich v,, und das constante Glied = 0. Die Summe der Reihe,
iiber alle ganzen positiven oder negativen Werthe der Grossen m ausgedehnt,
werde als Function der p Gréssen v betrachtet und durch 9(vy, va, ..., v,) be-
zeichnet, so dass

)

> \P ZP:) CL##L/7rLumu/—i-2zp:vﬂmM
(1.) V(v1, 09, ... ,0p) = (Z) e<1 1

—OQ

worin die Summationen im Exponenten sich auf x4 und g/, die &usseren Sum-
mationen auf mi,mo, ..., m, bezichen. Damit diese Reihe convergirt, muss

2
p
der reelle Theil von <Z) ay,m,m,y wesentlich negativ sein oder, als eine
1

Summe von positiven oder negativen Quadraten reeller linearer von einander
unabhangiger Functionen der Grossen m dargestellt, aus p negativen Qua-
draten zusammengesetzt sein.

Die Function ¢ hat die Eigenschaft, dass es Systeme von gleichzeitigen
Aenderungen der p Grossen v giebt, durch welche log ¥ nur um eine lineare
Function der Grossen v geandert wird, und zwar 2p von einander unabhangige
Systeme (d. h. von denen keins eine Folge der iibrigen ist). Denn man hat, die
ungeandert bleibenden Grossen v unter dem Functionszeichen ¢ weglassend,
firp=1,2,...,p
(2.) ¥ =9Y(v, + i) und
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(3.) ¥ = 2T (v) 4 a1, Vo + Ao py - Vp + Ay,

wie sich sofort ergiebt, wenn man in der Reihe fiir ¥ den Stellenzeiger m,, in
m,, + 1 verwandelt, wodurch sie, wahrend ihr Werth ungeandert bleibt, in
den Ausdruck zur Rechten iibergeht.

Die Function ¥ ist durch diese Relationen und durch die Eigenschaft,
allenthalben endlich zu bleiben, bis auf einen constanten Factor bestimmt.
Denn in Folge der letzteren Eigenschaft und der Relationen (2.) ist sie ei-
ne einwerthige, fiir endliche v endliche Function von 21,22, ... 2% und
folglich in eine p fach unendliche Reihe von der Form

p
o \ P 2Evumu
Z Am17m27"'7mpe !

—0oQ

mit den constanten Coefficienten A entwickelbar. Aus den Relationen (3.)
ergiebt sich aber

P
2 Z appmy+ay,y
1

Aml,...,ml,Jrl,...,mp = Am1,...,my,.,.,mp€
folglich
(i>2
a#,M/mMmM/
Aml,...,mp = const.e\ 1 , W.z. b.w.

Man kann daher diese Eigenschaften der Function zu ihrer Definition
verwenden. Die Systeme gleichzeitiger Aenderungen der Gréssen v, durch
welche sich log ¥ nur um eine lineare Function von ihnen dndert, sollen Syste-
me zusammengehoriger Periodicitatsmoduln der unabhdngig veranderlichen
Grdssen in dieser ¥-Function genannt werden.

18.
Ich substituire nun fir die p Grossen vy, vs, .. ., vp, p immer endlich bleib-
ende Integrale uy, us, . . ., u, rationaler Functionen einer verénderlichen Gros-

se z und einer 2p + 1 fach zusammenhéangenden algebraischen Function s die-
ser Grosse, und fiir die zusammengehorigen Periodicitatsmoduln der Gros-
sen v zusammengehorige (d. h. an demselben Querschnitte stattfindende)
Periodicitatsmoduln dieser Integrale, so dass log® in einer Function einer
Veranderlichen z tibergeht, welche sich, wenn s und z nach beliebiger stetiger
Aenderung von z den vorigen Werth wieder annehmen, um lineare Functio-
nen der Grossen u éndert.

Es soll zunachst gezeigt werden, dass eine solche Substitution fiir jede
2p + 1 fach zusammenhangende Function s moglich ist. Die Zerschneidung
der Flache T muss zu diesem Zwecke so durch 2p in sich zuriicklaufende
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Schnitte ai,aq,...,ap, b1,bs,..., b, geschehen, dass folgende Bedingungen
erfillt werden. Wenn man wy, us, ..., u, so wahlt, dass der Periodicitatsmo-
dul von u, an dem Schnitte a, gleich 7, an den iibrigen Schnitten a gleich
0 ist, und man den Periodicitatsmodul von u, an dem Schnitte b, durch a,,,

bezeichnet, so muss a,, = a,, und der reelle Theil von Z/ Ay My fiir
ot
alle reellen (ganzen) Werthe der p Grossen m negativ sein.

19.

Die Zerlegung der Flache T" werde nicht wie bisher nur durch in sich zu-
riicklaufende Querschnitte, sondern folgendermassen ausgefithrt. Man ma-
che zuerst einen in sich zuriicklaufenden die Flache nicht zerstiickelnden
Schnitt a; und fithre dann einen Querschnitt b; von der positiven Seite von
a, auf die negative zum Anfangspunkte zuriick, worauf die Begrenzung aus
einem Stiicke bestehen wird. Einen dritten die Flache nicht zerstiickelnden
Querschnitt kann man demzufolge (wenn die Flache noch nicht einfach zu-
sammenhéngend ist) von einem beliebigen Punkte dieser Begrenzung bis zu
einem beliebigen Begreunzungspunkte, also auch zu einem fritheren Punkte
dieses Querschnitts fiihren. Man thue das Letztere, so dass dieser Quer-
schnitt aus einer in sich zuriicklaufenden Linie as und einem dieser Linie
voraufgehenden Theile ¢; besteht, welche das frithere Schnittsystem mit ihr
verbindet. Den folgenden Querschnitt by ziehe man von der positiven Seite
von ao auf die negative zum Anfangspunkte zuriick, worauf die Begrenzung
wieder aus einem Stiicke besteht. Die weitere Zerschneidung kann daher,
wenn nothig, wieder durch zwei in demselben Punkte anfangende und en-
dende Schnitte a3 und b3 und eine das System der Linien as und by mit ihnen
verbindende Linie ¢y geschehen. Wird dieser Verfahren fortgesetzt, bis die
Flache einfach zusammenhangend ist, so erhalt man ein Schnittnetz, welches
aus p Paaren von zwei in einem und demselben Punkte anfangenden und
endenden Linien a; und by, ag und bs,. .., a, und b, besteht und aus p — 1
Linien ¢, ¢, ..., cp—1, welche jedes Paar mit dem folgenden verbinden. Es
moge ¢, von einem Punkte von b, nach einem Punkte von a,,; gehen. Das
Schnittnetz wird als so entstanden betrachtet, dass der 2v — 1 te Querschnitt
aus ¢,_1 und der von dem Endpunkte von c¢,_; zu diesem zuriickgezogenen
Linie a, besteht, und der 2vte durch die von der positiven auf die negative
Seite von a, gezogene Linie b, gebildet wird. Die Begrenzung der Flache
besteht bei dieser Zerschneidung nach einer geraden Anzahl von Schnitten
aus einem, nach einer ungeraden aus zwei Stiicken.

Ein allenthalben endliches Integral w einer rationalen Function von s und
z nimmt dann zu beiden Seiten einer Linie ¢ denselben Werth an. Denn
die ganze frither entstandene Begrenzung besteht, wie bemerkt, aus einem
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Stiicke und bei der Integration lings derselben von der einen Seite der Linie ¢
bis auf die andere wird | Ow durch jedes frither entstandene Schnittelement
zweimal, in entgegengesetzter Richtung, erstreckt. Eine solche Function ist
daher in T allenthalben ausser der Linien a und b stetig. Die durch diese
Linien zerschnittene Flache T' m6ge durch T” bezeichnet werden.

20.

Es seien nun wy, wo, . . ., w, von einander unabhangige solche Functionen,
und der Periodicitdtsmodul von w,, an dem Querschnitte a, gleich Al(j’) und
an dem Querschnitte b, gleich BfL”). Es ist dann das Integral [w,dw,,
um die Flache T" positiv herum ausgedehnt, = 0, da die Function unter
dem Integralzeichen allenthalben endlich ist. Bei dieser Integration wird jede
der Linien a und b zweimal, einmal in positiver und einmal in negativer
Richtung durchlaufen, und es muss wahrend jener Integration, wo sie als
Begrenzung des positiverseits gelegenen Gebiets dient, fiir w, der Werth auf
der positiven Seite oder w;, wahrend dieser der Werth auf der negativen
oder w, genommen werden. Es ist also dies Integral gleich der Summe aller
Integrale [(w,; —w), ) dw, durch die Linien a und b. Die Linien b fiihren von
der positiven zur negativen Seite der Linien a, und folglich die Linien a von
der negativen zur positiven Seite der Linien b. Das Integral durch die Linie
a, ist daher

_ v _ AW _ A p®
= /Aydww = AL)/dwuz = AVB,,
und das Integral durch die Linie b,

— [BY dw, — —BWA®
— [ BY duwy = ~BYAY.

I

Das Integral [w, dw,/, um die Fliche T" positive herum erstreckt, ist also

po

= (AVBY — B AW,

und diese Summe folglich = 0. Diese Gleichung gilt fiir je zwei von den

p(p—1)

Functionen wy, ws, . .., w, und liefert also Relationen zwischen deren

Periodicitatsmoduln.
Nimmt man fiir die Functionen w die Functionen v oder wahlt man sie
so, dass Al(f) fiir ein von p verschiedenes v gleich 0 und A%) = 7i ist, so

gehen diese Relationen iiber in B/(jf Vi — B/(ﬁ')m' = 0 oder in a,,» = a, .
21.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Grossen a die zweite oben nothig ge-
fundene Eigenschaft besitzen.
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Man setze w = p + vi und den Periodicitatsmodul dieser Function an
dem Schnitte a, gleich AW = @, + 2 und an dem Schnitte b, gleich B®) =
B, + 6,i. Es ist dann das Integral

T () )

Ooudv  Oudv
[Geo-5ae)

durch die Flache T” gleich dem Begrenzungsintegral [ pdv um T" positiv
herum erstreckt, also gleich der Summe der Integrale [(ut — p~)dv durch
die Linien a und b. Das Integral durch die Linie a, ist = a,, [ dv = a,,6,, das
Integral durch die Linie b, gleich 3, [ dv = —(,7,, und folglich

/((%) (?) ) I = Z (w8 — Bo)-

Diese Summe ist daher stets positiv.

Hieraus ergiebt sich die zu beweisende Eigenschaft der Grossen «, wenn
man fir w setzt u;my + ugmse + - -+ + upm,. Denn es ist dann AW = m, i,
B¥) =% a,,my, folglich a, stets = 0 und

"

/(<%>2+ (§Z> ) T = =3 By = =7 3 muf,

oder gleich dem reellen Theile von —7 > a,,,,m,m,,, welche also fiir alle reellen
v

oder®

Werthe der Grossen m positiv ist.
22.

Setzt man nun in der ¥-Reihe (1) §. 17 fiir a,, ,» den Periodicitdtsmodul der
Function u,, an dem Schnitt b,, und, durch ey, ey, ..., e, beliebige Constanten
bezeichnend, u, — e, fir v,, so erhalt man eine in jedem Punkte von T
eindeutig bestimmte Function von z,

V(up — eq,uy — €, ..., Uy, — €),

welche ausser den Linien b stetig und endlich und auf der positiven Seite der
Linie b, (6_2(“”_6”)) mal so gross als auf der negativen ist, wenn man den

Dies Integral driickt den Inhalt der Fliche aus, welche die Gesammtheit der Werthe,
die w innerhalb 7" annimmt, auf der w-Ebene reprasentirt.
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Functionen u in den Linien b selbst den Mittelwerth von den Werthen zu
beiden Seiten beilegt. Fiir wie viele Punkte von 7" oder Werthepaare von
s und z diese Function unendlich klein von der ersten Ordung wird, kann
durch Betrachtung des Begrenzungsintegrals [ dlog, um 7" positiv herum
erstreckt, gefunden werden; denn dieses Integral ist gleich der Anzahl dieser
Punkte multiplicirt mit 27i. Andererseits ist dies Integral gleich der Summe
der Integrale [(dlogd™ — dlog¥~) durch simmtliche Schnittlinien a, b und
c. Die Integrale durch die Linien a und ¢ sind = 0, das Integral durch b, aber
gleich =2 [ du, = 2mi, die Summe aller also = p2mi. Die Function 9 wird
daher unendlich klein von der ersten Ordnung in p Punkten der Flache 7",
welche durch 7,1, ...,n, bezeichnet werden mogen.

Durch einen positiven Umlauf des Punktes (s, z) um einen dieser Punkte
wachst log um 274, durch einen positiven Umlauf um das Schnittepaar a,
und b, um —2mi. Um daher die Function log? allenthalben eindeutig zu
bestimmen, fiithre man von jedem Punkte 7 einen Schnitt durch das Innere
nach je einem Linienpaar, von 7, den Schnitt [, nach a, und b,, und zwar
nach ihrem gemeinschaftlichen Anfangs- und Endpunkte, und nehme in der
dadurch enstanden Flache T die Function allenthalben stetig an. Sie ist
dann auf der positiven Seite der Linien [ um —2m¢, auf der positiven Seite
der Linie a, um g, 27 und auf der positiven Seite der Linie b, um

—2(u, —e,) — hy, 2mi

grosser, als auf der negativen, wenn ¢, und h, ganze Zahlen bezeichnen.

Die Lage der Punkte n und die Werthe der Zahlen g und h hangen von
den Grossen e ab, und diese Abhéngigkeit lasst sich auf folgendem Wege
naher bestimmen. Das Integral [log du,, um T™ positiv herum erstreckt,
ist = 0, da die Function log¢ in T™ stetig bleibt. Dieses Integral ist aber
auch gleich der Summe der Integrale [(logy™ —log ™) du,, durch simmtliche
Schnittlinien /, a, b und ¢ und findet sich, wenn man den Werth von wu, im
Punkte 1, durch 04/3”) bezeichnet,

= 27 (Z osz) + hy, ™+ ngaw —e,+ ku) ,

worin k,, von den Grossen e, g, h und der Lage der Punkte n unabhangig ist.
Dieser Ausdruck ist also = 0.

Die Grosse k, hangt von der Wahl der Function u, ab, welche durch die
Bedingung, an dem Schnitte a, den Periodicitatsmodul 77, an den tibrigen
Schnitten a den Periodicitatmodul 0 anzunehmen, nur bis auf eine additive
Constante bestimmt ist. Nimmt man fiir u,, eine um die Constante c,, grossere
Function und zugleich e, um ¢, grosser, so bleiben die Function ¢ und folglich
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die Punkte n und die Gréssen g, h ungeéndert, der Werth von u,, im Punkte 7,
aber wird a/) +¢,,. Es geht daher k, in k, — (p—1)c,, liber und verschwindet,

wenn ¢, = —“1 genommen wird.

Man kann folglich, wie fiir die Folge geschehen soll, die additiven Constan-
ten in den Functionen u oder die Anfangswerthe in den sie ausdriickenden
Integralen so bestimmen, dass man durch die Substitution von u, —3 ozl(f) fiir
v, in log¥(vy, ..., v,) eine Function erhélt, welche in den Punkten 7 logarith-
misch unendlich wird und, durch 7™ stetig fortgesetzt, auf der positiven Seite

P
der Linien [ um —27, der Linien @ um 0 und der Linie b, um —2(u, — a!®)
1

grosser wird, als auf der negativen. Zur Bestimmung dieser Anfangswerthe
werden sich spéater leichtere Mittel darbieten, als der obige Integralausdruck
fir k.

23.

Setzt man (uq, ua, ..., up) = ( @ WP ,az(f’)) nach den 2p Modulsyste-

men der Functionen u (§. 15), also

p—1 ) p—1 ) p—1
(Ul,Ug,...,Up)E<_ZQ1V7_ZOZZV"”’_ZO%(7V))7
1 1 1

so wird ¥ = 0. Wird umgekehrt ¢ = 0 fiir v, = r,, so ist (r1,rs,...,7,) einen
Grossensysteme von der Form

p—1 p—1 p—1
(— > a@, -y ag'), =Y az(;’))
1 1

congruent. Denn setzt man v, = u, — a;(f’) + 7,, indem man 7, beliebig
wahlt, so wird die Function ¥ ausser in 7, noch in p — 1 andern Punkten
unendlich klein von der ersten Ordnung, und bezeichnet man diese durch

M572, - -+ Tp—1, SO 18t
p—1 p—1 p—1
_ZOzSV), —ZOégV),..., —Zazg”) = (r1,72,...,7p).
1

1 1

Die Function ¢ bleibt ungeandert, wenn man sammtliche Grossen v in’s
Entgegengesetzte verwandelt; denn verwandelt man in der Reihe fiir

V(v1, v, ..., Vp)

sammtliche Indices m in’s Entgegengesetze, wodurch der Werth der Reihe
ungeandert bleibt, da —m, dieselben Werthe wie m, durchlauft, so geht
P(v1,vg, ..., vp) Uber in J(—vy, —vg, ..., —vp).
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Nimmt man nun die Punkte 7,72, ...,n,-1 beliebig an, so wird
p—1 p—1
9 —Zaﬁ”),..., —Za;f,”) =0
1 1
und folglich, da die Function ¢ wie eben bemerkt gerade ist, auch

p—1 p—1
Y (Z aﬁ”), ce Za](;’)) =0.
1 1

Es lassen sich also die p — 1 Punkte n,,7,-1,...,72p—2 so bestimmen, dass
p—1 ) p—1 2p—2 ) 2p—2
oy, al(,”) = —Zal'/,...,—Za](;’)
1 1 p P

und folglich
2p—2 2p—2
(Z o > 041(0”)) = (0,...,0)
1

ist. Die Lage der p—1 letzten Punkte hangt dann von der Lage der p—1 ersten
2p—2
so ab, dass bei beliebiger stetiger Aenderung derselben . da® = 0 fiir
1

m=1,2,...,p, und folglich sind (§. 16) die Punkte 1 solche 2p—2 Punkte, fiir
welche ein dw unendlich klein von der zweiten Ordnung wird, oder wenn man
den Werth des Grossenpaars (s, z) im Punkte 7, durch (o,,(,) bezeichnet,
so sind (01,C1), ..., (02p—2,Cop—2) durch die Gleichung ¢ = 0 verkniipfte
Werthenpaare (§. 16).

Bei den hier gewahlten Anfangswerthen der Integrale u wird also

2p—2 2p—2
Zugy),..., u;”) = (0,...,0),
1 1

wenn die Summationen tiber simmitliche von den Grissenpaaren (7y,,9,) (§. 6)
verschiedene gemeinschaftliche Wurzeln der Gleichung F' = 0 und der Glei-
chung cip1 + capa + -+ - + cppp = 0 erstreckt werden, wobei die constanten
Grossen ¢ beliebig sind.

Sind €1, €9, ...,&, m Punkte, fir welche eine rationale Function £ von s
und z, die mmal unendlich von der ersten Ordnung wird, denselben Werth
annimmt, und v, su, 2, die Werthe von u,, s, 2z im Punkte ¢,, so ist

(§. 15) (g: ug“), g:ué“), e g:ul(j‘)) congruent einem constanten, d. h. vom
1 1 1
Werthe der Grosse ¢ unabhéngigen Grossensysteme (by, b, ..., b,), und es
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kann dann fiir jede beliebige Lage eines Punktes ¢ die Lage der tibrigen so
bestimmt werden, dass

(Zug“),..., Zué’”) = (by,....,bp).
1 1

Man kann daher, wenn m = p, (u; — by,...,u, — b,) und, wenn m < p,

p—m p—m
(ul—Zagy)—bl,...,uP—Zaé’”—%)
1

1
fir jede beliebige Lage des Punktes (s, z) und der p — m Punkte n auf die
p—1 p—1
Form (— X - ozz(j’)) bringen, indem man einen der Punkte ¢ mit
1 1
(s, z) zusammenfallen lasst, und folglich ist

p—m p—m
ﬁ(ul—Zagy)—bl,...,up—Zal(,”)—bp>
1

1

fiir jedwede Werthe des Grossenpaars (s,z) und der p — m Grdssenpaare
(04, ¢,) gleich 0.

24.
Aus der Untersuchung des §. 22 folgt als Corollar, dass ein beliebig ge-
gebenes Grossensystem (e, ..., e,) immer einem und nur einem Grossensy-
P P
steme von der Form () agy), e ,Zaz(j”)) congruent ist, wenn die Function
1 1
Y(uy —ey, ..., u, —e,) nicht identisch verschwindet; denn es miissen dann die
Punkte n die p Punkte sein, fiir welche diese Function 0 wird. Wenn aber
ﬁ(ugp e, ,u;p) —e,) fiir jeden Werth von (s, 2,) verschwindet, so lésst
sich

p—1 p—1
(ng) —617-..,u1()p) —e,) = (—Zu&”),..., —;uz()”))
1

setzen (§. 23), und es lassen sich also fiir jeden Werth des Grossenpaars
(8p, 2p) die Grossenpaare (s1,21), ..., (Sp—1, 2p—1) S0 bestimmen, dass

LA p
(Zul ,...,Zu]()”))z(el,...,ep),
1 1

P
und folglich, bei stetiger Aenderung von (s, z,), > dul”) = 0 ist fiir 7 =
1

1,2,...,p. Die p Grossenpaare (s,, z,) sind daher p von den Grossenpaaren
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(7o, 9,) verschiedene Wurzeln einer Gleichung ¢ = 0, deren Coeflicienten so
sich andern, dass die librigen p — 2 Wurzeln constant bleiben. Bezeichnet

man die Werthe von u, fiir diese p — 2 Werthenpaare von s und z durch
uPHD) P2 =2 g0 st

2p—2 2p—2
> W\ ug’)
1 1

Il
—
=

.0),

und folglich

2p—2 ) 2p—2
(61,...,ep)5<— ugy,...,—zug/)).

p+1 p+1

Umgekehrt ist, wenn diese Congruenz stattfindet,

) 2p—2 ) 2p—2
/19(u1p _617“'7u]()p) _6p) :/19 Z ul goee ey Z ’LLZ(;/) :O
p

P
Ein beliebig gegebenes Grossensystem (eq, . .., e,) ist also nur einem Gris-
p p
sensystem von der Form (3 a&”), cey ozé”)) congruent, wenn es nicht einem
1 1
. p=2 (V) p=2 .
Grassensysteme von der Form (— > o5 ..., — > 041(0”)) congruent ist, und
1 1

unendlich vielen, wenn dieses stattfindet.
Da

P P P P
ﬁ(ul—Zagu),...,up—Zag*)) :19(Za%“)—ul,...,z:a}(j‘)—up>,
1 1 1

1

so ist ¥ eine ganz dhnliche Function wie von (s,z) auch von jedem der p
Groéssenpaare (0, (,). Diese Function von (o, (,) wird = 0 fiir das Werth-
enpaar (s,z) und fiir die den iibrigen p — 1 Grossenpaaren (o, () durch die
Gleichung ¢ = 0 verkniipften p — 1 Punkte. Denn bezeichnet man den Werth
von u, in diesen Punkten mit 3, 32 ... BP~1 g0 ist

5w a W = ) =
(Zalu,...,z%(,“)> ay” —Zﬁl ,...,ozz()“)—Zﬁl()”)
1 1 1

1

und folglich ¥ = 0, wenn 7, mit einem dieser Punkte oder mit dem Punkte
(s, z) zusammenfallt.

30



25.

Aus den bisher entwickelten Eigenschaften der Function ¢ ergiebt sich
der Ausdruck von log ¥ durch Integrale algebraischer Functionen von (s, z),

(01,C1)s - (09, Gp)-

Die Grosse
9 p 1 p
log ¥ (ug ) —Za%“),...) — log ¥ <u§ ) —Za%’”,...)
1 1

ist, als Function von (o,,(,) betrachtet, eine Function von der Lage des
Punkts 7,,, welche im Punkte e,, wie —log((,—z1), im Punkte &5, wie log({,—
25) unstetig wird und auf der positiven Seite einer von e nach g5 zu zichenden
Linie um 27, auf der positiven Seite der Linie b, um 2(ul’) — u(?)) grosser
ist, als auf der negativen, ausser den Linien b und der Verbindungslinie von
€1 und €9 aber allenthalben stetig bleibt. Bezeichnet nun o) (€1,e2) irgend
eine Function von (o, ), welche ausser den Linien b ebenso unstetig ist und
auf der einen Seite einer solchen Linie ebenfalls um eine Constante grosser
ist, als auf der andern, so unterscheidet sie sich (§. 3) von dieser nur um

p
eine von (0, (,) unabhiingige Grosse, und folglich ist sie von Y @™ (e, g9)
1

nur um eine von sdmmtlichen Groéssen (o, () unabhéngige und also bloss
von (s1,21) und (s, 22) abhingende Grosse verschieden. w® (e}, &) driickt
den Werth einer Function w(eq,e2) des §. 4 fiir (s, z) = (o, (,) aus, deren
Periodicitatsmoduln an den Schnitten a gleich 0 sind. Aendert man diese

p
Function um die Constante ¢, so andert sich > @w® (e, 5) um pe; man kann
1

daher, wie fiir die Folge geschehen soll, die additive Constante in der Function
w(ey,e9) oder den Anfangswerth in dem sie darstellenden Integrale dritter
Gattung so bestimmen, dass

p
log 9 —log ) =" @ (g, ).
1

Da 9 von jedem der Grossenpaare (o, () auf dhnliche Art, wie von (s, z) ab-
héngt, so kann die Aenderung von log ¢/, wenn irgend eins der Grossenpaare
(s,2), (01,¢1),- .-, (0p,(p) eine endliche Aenderung erleidet, wahrend die iib-
rigen constant bleiben, durch eine Summe von Functionen w ausgedriickt
werden. Offenbar kann man also, indem man nach und nach die einzelnen
Grossenpaare (s, 2), (01,C1),- .-, (0p, () dndert, log ¥ ausdriicken durch eine
Summe von Functionen @ und log ¢(0,0, . ..,0) oder den Werth von log ) fiir
ein beliebiges anderes Werthensystem. Die Bestimmung von log 9(0, 0, ..., 0)
als Function der 3p — 3 Moduln des System rationaler Function von s und z
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(§. 12) erfordert dhnliche Betrachtungen, wie sie von Jacobi in seinen Arbei-
ten iiber elliptische Functionen zur Bestimmung von ©(0) angewandt worden
sind. Man kann dazu gelangen, indem man mit Hiilfe der Gleichungen

o %9 o %9

= 2% ud 2
Dy 002

- )
da,,,  Ov,Ovy

wenn g von g’ verschieden ist, die Differentialquotienten von log ¢ nach den
Grossen a in

durch Integrale algebraischer Functionen ausdriickt. Fir die Ausfiihrung
dieser Rechnung scheint jedoch eine ausfiihrlichere Theorie der Functionen,
welche einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten
gentigen, nothig, die ich nach den hier angewandten Principien nachstens zu
liefern beabsichtige.

Ist (sg, z2) unendlich wenig von (sy, 1) verschieden, so geht w(ey, €9) liber
in 0z t(e1), worin t(e1) ein Integral zweiter Gattung einer rationaler Func-

tion von s und z ist, welches in €; wie unstetig wird und an den

Z— 2
Schnitten a den Periodicitatmodul 0 hat; und es ergiebt sich, dass der Peri-
(1)
u
odicitatsmodul eines solchen Integrals an dem Schnitte b, gleich 2 5 Y st
Z1
und die Integrationsconstante sich so bestimmen lasst, dass die Summe der

dlog 9™

1

Werthe von t(e,) fiir die p Werthenpaare (o1, (1), - .., (05, () gleich

dlog M)
¢,
den p—1 von (o, ¢,) verschiedenen Grdssenpaaren (o, () durch die Gleichung
¢ = 0 verkniipften p — 1 Werthenpaare und fiir das Werthenpaar (s, z), und

man erhalt fir

wird. Es ist dann gleich der Summe der Werthe von ¢(n,) fir die

dlog ¥ P 9log v
Zer e —dl )
9o dz + 51 o, d¢, = dlog v\,

einen Ausdruck, welchen Weierstrass fir den Fall, wenn s nur eine zweiwert-
hige Function von z ist, gegeben hat (d. J. Bd. 47 S. 300 Form. 35).

Die Eigenschaften von w(eq, e2) und t(e1) als Functionen von (s1, z1) und
(89, 29) ergeben sich aus den Gleichungen

1
w(er, eg) = , (log 19(u§2) — puy,...) — log ﬁ(ugl) — puq,. . ))

52



und
1 0log ﬁ(ugl) — puq,...)

t(er) = » o7 ;
welche in den obigen Ausdriicken fiir log ¥ — log¥®) und Bloaij(l) als
specielle Falle enthalten sind.
26.
Es soll jetzt die Aufgabe behandelt werden, algebraische Functionen von
z als Quotienten zweier Producte von gleichvielen Functionen ¢(u; —ey, ..., )

und Potenzen der Gréssen e* darzustellen.

Ein solcher Ausdruck erlangt bei den Uebergéngen von (s, z) iiber die
Querschnitte constante Factoren, und diese miissen Wurzeln der Einheit sein,
wenn er algebraisch von z abhéngen und also bei stetiger Fortsetzung fir
dasselbe z nur eine endliche Anzahl von Werthen annehmen soll. Sind alle
diese Factoren p te Wurzeln der Einheit, so ist die u te Potenz des Ausdrucks
eine einwerthige und folglich rationale Function von s und z.

Umgekehrt lasst sich leicht zeigen, dass jede algebraische Function r von z,
die innerhalb der ganzen Fliache T" stetig fortgesetzt, allenthalben nur einen
bestimmten Werth annimmt und beim Ueberschreiten eines Querschnitts
einen constanten Factor erlangt, sich auf mannigfaltige Art als Quotient zwei-
er Producte von ¥-Functionen und Potenzen der Grossen e* ausdriicken lasst.
Man bezeichne einen Werth von u,, fiir r = oo durch 3, und fiir r = 0 durch
7u und nehme logr, indem man von jedem Punkte, wo r unendlich von der
ersten Ordnung wird, nach je einem Punkte, wo r unendlich klein von der
ersten Ordnung wird, eine Linie durch das Innere von T” zieht, ausser diesen
Linien in 7" allenthalben stetig an. Ist dann logr auf der positiven Seite
der Linie b, um g, 27 und auf der positiven Seite der Linie a, um —h,, 27
grosser, als auf der negativen, so ergiebt sich durch die Betrachtung des Be-
grenzungsintegrals [ log r du,,

Z%t _Zﬁu = g#m'—i-Zhl,aM,,,

fir u = 1,2,...,p, worin g, und h, nach dem oben Bemerkten rationale
Zahlen sein miissen und die Summen auf der linken Seite der Gleichung tiber
sammtliche Punkte, wo r unendlich klein oder unendlich gross von der ersten
Ordnung wird, auszudehnen sind, indem man einen Punkt, wo r unendlich
klein oder unendlich gross von einer hoheren Ordnung wird, als aus mehreren
solchen Punkten bestehend betrachtet (§. 2). Wenn diese Punkte bis auf p
gegeben sind, so lassen sich diese p immer und, allgemein zu reden, nur
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auf eine Weise so bestimmen, dass die 2p Factoren e 2™ e¢~w 27 gegebene
Werthe annehmen (§§. 15, 24).

Wenn man nun in dem Ausdrucke

P
_672 Z hyuy ’
Q@

worin P und @ Producte von gleichvielen Functionen 9(u; — Y agﬁ), ...) mit
demselben (s, z) und verschiedenen (o, ) sind, die Werthenpaare von s und
z fiir welche r unendlich wird, fiir Grossenpaare (o, () in den ¥-Functionen
des Nenners und die Werthenpaare, fiir welche r verschwindet, fiir Gros-
senpaare (o, () in den ¥-Functionen des Zahlers substituirt und die tibrigen
Grossenpaare (o, () im Nenner und im Zéhler gleich annimmt, so stimmt der
Logarithme dieses Ausdrucks in Bezug auf die Unstetigkeiten im Innern von
T’ mit log r iiberein, und dndert sich beim Ueberschreiten der Linien a und
b, wie logr, nur um rein imaginare lings diesen Linien constante Grossen;
er unterscheidet sich also von logr nach dem Dirichlet’schen Princip nur
um eine Constante und der Ausdruck selbst von r nur durch einen constan-
ten Factor. Bei dieser Substitution darf selbstredend keine der ¥J-Functionen
identisch, fiir jeden Werth von z, verschwinden. Dieses wiirde geschehen
(§. 23), wenn sdmmtliche Werthenpaare, fiir welche eine einwerthige Func-
tion von (s, z) verschwindet, fiir Grossenpaare (o, () in einer und derselben
¥-Function substituirt wiirden.

27.

Als Quotient zweier ¥-Functionen, multiplicirt mit Potenzen der Grossen
e", lasst sich demnach eine einwerthige oder rationale Function von (s, z)
nicht darstellen. Alle Functionen r aber, die fiir dasselbe Werthenpaar von s
und z mehrere Werthe annehmen und nur fiir p oder weniger Werthenpaare
unendlich von der ersten Ordnung werden, sind in dieser Form darstellbar
und umfassen alle in dieser Form darstellbaren algebraischen Functionen von
z. Man erhélt, abgesehen von einem constanten Factor, jede und jede nur
einmal, wenn man in

19(?]1 — gl’/T?; — Zhl,alﬂj, .. ) 72Zvyhl,

e
I(v1,...,0p)

p
fiir h, und g, rationale dchte Briiche und u, — Z ag") flir v, setzt.

1

Diese Grosse ist zugleich eine algebraische Function von jeder der Gros-
sen ¢ und die (im vor. §.) entwickelten Principien reichen vollig hin, um sie
durch die Grossen z,(y,. .., (, algebraisch auszudriicken.
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In der That: Als Function von (s, z) nimmt sie, durch die ganze Flache T"
stetig fortgesetzt, allenthalben einen bestimmten Werth an, wird unendlich
von der ersten Ordnung fiir die Werthenpaare (o1, (1), . . ., (0p, () und erlangt
an dem Schnitte a, beim Uebergange von der positiven zur negativen Seite
den Factor e 2™ an dem Schnitte b, den Factor e™9 %™ und jede andere
dieselben Bedingungen erfiillende Function von (s, z) unterscheidet sich von
ihr nur durch einen von (s, z) unabhéngigen Factor. Als Function von (o, (,)
nimmt sie, durch die ganze Fliache T" stetig fortgesetzt, allenthalben einen
bestimmten Werth an, wird unendlich von der ersten Ordnung fiir das Werth-
enpaar (s,z) und fiir die den iibrigen p — 1 Grossenpaaren (o, () durch die
Gleichung ¢ = 0 verkniipften p — 1 Werthenpaare (ai“ ) ¢l )), . (0,(,‘1)1, C,(fi)l)
und erlangt an dem Schnitte a, den Factor e™" 2™ an den Schnitte b, den
Factor e9 2™ und jede andere dieselben Bedingungen erfiillende Function von
(o4, ¢,) unterscheidet sich von ihr nur durch einen von (o, (,) unabhéngigen

Factor. Bestimmt man also eine algebraische Function von 2, (i, ..., (,

f((sa 2); (017C1)7 Tt (Up7Cp))

so, dass sie als Function von jeder dieser Grossen dieselben Eigenschaften
besitzt, so unterscheidet sie sich von dieser nur durch einen von sammtlichen
Grossen 2, (1, . . ., (, unabhéangigen Factor und wird also = Af, wenn A diesen
Factor bezeichnet. Um diesen Factor zu bestimmen, driicke man in f die von

(0,1, C,.) verschiedenen Gréssenpaare (o, ¢) durch (01", "), ... (al(fi)l, C;’i)l)
aus, wodurch er in

9((0,,G); (5,2), (@,¢"),. ., (00, ¢)

iibergehe; offenbar erhalt man dann den inversen Werth der dazustellenden

. . 1 .
Function und also einen Ausdruck, welcher = — sein muss, wenn man

A
in Ag fir (o,,(,) das Grossenpaar (s,z) und fiirfdie Grossenpaare (s, 2),
(05“), d“)), o (oz(fi)l, CI(,‘i)l) die Werthenpaare von (s, z) substituirt, fiir wel-
che die darzustellende Function und also f = 0 wird. Hieraus ergiebt sich
A% und also A bis auf das Vorzeichen, welches durch directe Betrachtung der
¥-Reihen in dem darzustellenden Ausdrucke gefunden werden kann.

Gottingen, 1857.
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