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1 Ââåäåíèå

Òåîðèÿ íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Õàêåíà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òîïî-
ëîãèè òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Îíà ëåæèò â îñíîâå òàêèõ çíàìåíèòûõ
àëãîðèòìîâ, êàê àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ òðèâèàëüíîãî óçëà [1], ìíîãî-
îáðàçèÿ Õàêåíà [2], òðåõìåðíîé ñôåðû [3, 4]. Ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòåé â
êîìïàêòíîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M , íîðìàëüíûõ ïî îòíîøåíèþ ê
çàäàííîìó ðàçáèåíèþ ìíîãîîáðàçèÿ M íà ðó÷êè, îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ îáðàçóåò ÷àñòè÷íûé êîììóòàòèâíûé ìîíîèä. Ìèíèìàëüíûé íà-
áîð îáðàçóþùèõ ýòîãî ìîíîèäà ñîñòàâëÿþò ôóíäàìåíòàëüíûå ïîâåðõíî-
ñòè. Èçâåñòíî [1], ÷òî ìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé êîíå÷íî
è ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî àëãîðèòìè÷åñêè.

Ñòàíäàðòíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì. Êàæäîé íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåê-
òîð ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, îïðåäåëÿåìûé ïåðåñå÷å-
íèåì ïîâåðõíîñòè ñ ðó÷êàìè èíäåêñà 0. Êàæäûé òàêîé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì êîíå÷íîé ñèñòåìû L ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì
ñèñòåìà L çàâèñèò òîëüêî îò ðàçáèåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ íà ðó÷êè. Âåêòîðû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíäàìåíòàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì, ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû L â êëàññå âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
ðåøåíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîãî ïîäõîäà âåñüìà çàòðóäíèòåëüíà äà-
æå äëÿ ñàìûõ ïðîñòûõ ðàçáèåíèé íà ðó÷êè. Ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
÷èñëî íåèçâåñòíûõ è ÷èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû äîâîëüíî âåëèêî. Êðîìå
òîãî, ñðåäè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ìíîãî ëèøíèõ, êîòîðûå íå ðåàëè-
çóþòñÿ íîðìàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì äâå áåñêîíå÷íûå ñåðèè 3-ìíîãîîá-
ðàçèé: ëèíçîâûå ïðîñòðàíñòâà Lp,q è îáîáùåííûå ïðîñòðàíñòâà êâàòåðíè-
îíîâ S3/Q4n. Äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ âûáèðàåòñÿ ðàçáèåíèå íà ðó÷êè,
èíäóöèðîâàííîå åãî ïñåâäî-ìèíèìàëüíûì ñïåöèàëüíûì ñïàéíîì (ñì. [7]).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 99-01-00813), Óíèâåð-
ñèòåòû Ðîññèè (992742) è INTAS (97-808)
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Ðèñ. 1: Äîïóñòèìûå îêðåñòíîñòè òî÷åê ïðîñòîãî ïîëèýäðà

Îêàçàëîñü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå ïîâåðõíîñòè â ýòèõ ìíîãîîáðàçèÿõ íà-
õîäÿòñÿ â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè ñî ñâÿçíûìè ïðîñòûìè ïîäïîëèýäðàìè
ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ïåðâûé ïðèìåð ïîëíîãî îïèñàíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñåðèé ìíîãîîáðàçèé.

Àâòîð áëàãîäàðèò Ñ.Â. Ìàòâååâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê
ðàáîòå.

2 ×èñòûå k-íîðìàëüíûå ïîâåðõíîñòè

Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Êîìïàêòíûé äâóìåðíûé ïîëèýäð P íà-
çûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ëèíê êàæäîé åãî òî÷êè ãîìåîìîðôåí îêðóæíîñòè,
îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì èëè îêðóæíîñòè ñ òðåìÿ ðàäèóñàìè. Òèïè÷íûå
îêðåñòíîñòè òî÷åê ïðîñòîãî ïîëèýäðà èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. Îáúåäèíåíèå
ñèíãóëÿðíûõ (ò.å. èìåþùèõ òèï II è III) òî÷åê ïðîñòîãî ïîëèýäðà P íàçû-
âàåòñÿ åãî ñèíãóëÿðíûì ãðàôîì. Èç êàæäîé âåðøèíû ñèíãóëÿðíîãî ãðàôà
èñõîäÿò (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ðîâíî ÷åòûðå ðåáðà. Êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè ìíîæåñòâà íåñèíãóëÿðíûõ òî÷åê ïðîñòîãî ïîëèýäðà P íàçûâàþòñÿ 2-
êîìïîíåíòàìè. Ïðîñòîé ïîëèýäð íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì, åñëè îí èìååò
õîòÿ áû îäíó âåðøèíó è âñå åãî 2-êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ êëåòêàìè.

Ïóñòü M � êîìïàêòíîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì. Ñïåöèàëü-
íûé ïîëèýäð P ⊂ M íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñïàéíîì ìíîãîîáðàçèÿ M ,
åñëè ðàçíîñòü M \ P ãîìåîìîðôíà ∂M × (0, 1].

Ïóñòü P � ñïåöèàëüíûé ñïàéí ìíîãîîáðàçèÿ M . Ðàçîáüåì ìíîãîîáðà-
çèå M íà ðó÷êè. Â êà÷åñòâå ðó÷åê èíäåêñà 0 âîçüìåì ðåãóëÿðíûå îêðåñò-
íîñòè âåðøèí ñïàéíà P , ðó÷åê èíäåêñà 1 � îòíîñèòåëüíûå ðåãóëÿðíûå
îêðåñòíîñòè îñòàâøèõñÿ ÷àñòåé ðåáåð, è ðó÷åê èíäåêñà 2 � îòíîñèòåëü-
íûå ðåãóëÿðíûå îêðåñòíîñòè îñòàâøèõñÿ ÷àñòåé 2-êîìïîíåíò. Ïîëó÷åííîå
ðàçáèåíèå îáîçíà÷èì ÷åðåç β(P ). Ðó÷êè èíäåêñîâ 0, 1, 2 áóäåì íàçûâàòü
ñîîòâåòñòâåííî øàðàìè, áàëêàìè è ïëèòêàìè. Ïåðåñå÷åíèÿ êðàåâ øàðîâ
ñ áàëêàìè íàçûâàþòñÿ îñòðîâàìè, ñ ïëèòêàìè - ìîñòàìè.

Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü F ⊂M íàçûâà-
åòñÿ k-íîðìàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê ðàçáèåíèþ β(P ), åñëè:
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1) ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè F ñ êàæäîé ïëèòêîé D2 × I ëèáî ïóñòî,
ëèáî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïàðàëëåëüíûõ êîïèé äèñêà D2, ò.å. èìååò âèä
D2×{x1, . . . , xn}, ãäå xi � îòäåëüíûå âíóòðåííèå òî÷êè îòðåçêà I è n ≥ 1;

2) ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè F ñ êàæäîé áàëêîé D2 × I ñîñòîèò èç ïî-
ëîñîê âèäà l × I, ãäå l � äóãà â D2 ñ êîíöàìè íà ∂D2 (äèñê D2 ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ îñòðîâîì D2 × {0});

3) êîíöû êàæäîé äóãè l ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíî-
ñòè ïåðåñå÷åíèÿ êðàÿ îñòðîâà ñ ìîñòàìè;

4) ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè F ñ êàæäûì øàðîì ñîñòîèò èç äèñêîâ (ýòè
äèñêè íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè);

5) ïåðåñå÷åíèå êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî äèñêà ñ êàæäûì ìîñòîì ëèáî
ïóñòî, ëèáî ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì k äóã ñ êîíöàìè íà òåõ îñòðîâàõ,
êîòîðûå ñîåäèíÿåò ðàññìàòðèâàåìûé ìîñò.

Ïóñòü F � k-íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü. Êàæäîé ïëèòêå ðàçáèåíèÿ β(P )
ñîïîñòàâèì ÷èñëî (ïëèòî÷íóþ ñòåïåíü), ïîêàçûâàþùåå, ñêîëüêî ðàç ïî-
âåðõíîñòü ïðîõîäèò ïî ïëèòêå.

Îïðåäåëåíèå 1. k-íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü F íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé, åñ-
ëè ñòåïåíè ïëèòîê, ïðèìûêàþùèõ ê êàæäîé áàëêå ðàçáèåíèÿ β(P ), óäî-
âëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) èìååòñÿ ïëèòêà ñòåïåíè 0;
2) ñòåïåíü êàæäîé ïëèòêè ìåíüøå 3;
3) ñòåïåíü êàæäîé ïëèòêè ìåíüøå ñóììû ñòåïåíåé äâóõ äðóãèõ ïëèòîê.
Çàìå÷àíèå. Ïðîêîììåíòèðóåì äàííîå îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ïðî-

èçâîëüíóþ k-íîðìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü F ⊂ M . Â êàæäîé ïëèòêå, ïåðåñå-
êàåìîé ïîâåðõíîñòüþ F , äèñêè D2 × {x1} è D2 × {xn} íàçîâåì âíåøíèìè,
à âñå îñòàëüíûå äèñêè � âíóòðåííèìè. Åñëè n = 1, òî ïëèòêà ñîäåðæèò
òîëüêî îäèí âíåøíèé äèñê. Êàæäàÿ ïîëîñêà l × I ïî êðàþ ∂l × I ïðèìû-
êàåò ê êðàÿì ïëèòî÷íûõ äèñêîâ. Áóäåì íàçûâàòü ïîëîñêó âíåøíåé, åñëè
îíà ïðèìûêàåò òîëüêî ê âíåøíèì ïëèòî÷íûì äèñêàì, âíóòðåííåé � åñëè
òîëüêî ê âíóòðåííèì, è ñìåøàííîé, åñëè îíà ïðèìûêàåò è ê âíåøíåìó è ê
âíóòðåííåìó ïëèòî÷íûì äèñêàì. Ñìûñë îïðåäåëåíèÿ 1 ñîñòîèò â òîì, ÷òî
êàæäàÿ ïîëîñêà ÷èñòîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèáî âíåøíåé, ëèáî âíóò-
ðåííåé, ò.å. ñìåøàííûõ ïîëîñîê íåò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü P � ñïåöèàëüíûé ñïàéí 3-ìíîãîîáðàçèÿ M , è ïóñòü

β(P ) � îòâå÷àþùåå åìó ðàçáèåíèå íà ðó÷êè. Òîãäà ëþáàÿ ñâÿçíàÿ ÷èñòàÿ

ïîâåðõíîñòü F ⊂M ïåðåñåêàåò êàæäóþ ïëèòêó ðàçáèåíèÿ β(P ) íå áîëåå
äâóõ ðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â ïîâåðõíîñòè F äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäïîâåðõíîñòè ñ êðàåì. Ïîâåðõíîñòü F ′

1 îáðàçóþò âñå âíåøíèå ïëèòî÷íûå
äèñêè è ïîëîñêè, ïîâåðõíîñòü F ′

2 � âñå âíóòðåííèå. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü
F ÷èñòàÿ (ò.å. ñìåøàííûõ ïîëîñîê íåò), òî ìíîæåñòâî F \ (F ′

1 ∪ F ′
2) ñîñòî-

èò èõ îòêðûòûõ ýëåìåíòàðíûõ äèñêîâ, ëåæàùèõ â øàðàõ ðàçáèåíèÿ β(P ).
Äîáàâèâ ê ïîâåðõíîñòè F ′

1 ïðèìûêàþùèå ê íåé ýëåìåíòàðíûå äèñêè, ìû
ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü F1 ⊆ F . Òàê êàê ïîâåðõíîñòü F ñâÿçíà,
òî ïîâåðõíîñòü F1 ñîâïàäàåò ñ ïîâåðõíîñòüþ F , ñëåäîâàòåëüíî, F ′

2 = ∅.
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Èòàê, ïîâåðõíîñòü F ïåðåñåêàåò ïëèòêè ðàçáèåíèÿ β(P ) òîëüêî ïî âíåø-
íèì äèñêàì. Òàê êàê êàæäàÿ ïëèòêà ðàçáèåíèÿ β(P ) ñîäåðæèò íå áîëåå
äâóõ âíåøíèõ äèñêîâ ïîâåðõíîñòè F , òî ïîâåðõíîñòü F ïåðåñåêàåò êàæ-
äóþ ïëèòêó íå áîëåå äâóõ ðàç. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3 Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîâåðõíîñòè è ïðîñòûå ïîäïîëèýäðû

ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà

Ñëåäóÿ Õàêåíó, 1-íîðìàëüíûå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ ïðîñòî íîðìàëü-
íûìè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íîðìàëüíûå ïîâåðõ-
íîñòè.

Îïèøåì ñòàíäàðòíóþ ÷àñòè÷íóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå N
âñåõ íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé (ðàçáèåíèå íà ðó÷êè ïðîèçâîëüíîå). Ïóñòü
ïîâåðõíîñòè F1, F2 ∈ N ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàê, ÷òîáû èõ ýëåìåíòàðíûå
äèñêè íå èìåëè îáùèõ òî÷åê. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòåé åñòü (âîç-
ìîæíî ïóñòîé) íàáîð ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ äâîéíûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, ëå-
æàùèõ â áàëêàõ è ïëèòêàõ ðàçáèåíèÿ. Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü îáúåäèíå-
íèå F1 ∪ F2 êàê ñèíãóëÿðíóþ ïîâåðõíîñòü. Âäîëü êàæäîé äâîéíîé êðèâîé
l âûïîëíèì îïåðàöèþ ðàçðåçàíèÿ-ñêëåèâàíèÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ðàçðåçà-
íèè ñèíãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè âäîëü êðèâîé l è ñêëåèâàíèè ïîëó÷åííûõ
÷àñòåé òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå èñ÷åçëî. Çàìåòèì, ÷òî ýòó îïåðàöèþ (à
èìåííî, ñêëåèâàíèå) ìîæíî âûïîëíèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ìû èñïîëüçóåì
òàê íàçûâàåìûå ðåãóëÿðíûå ðàçðåçàíèÿ-ñêëåèâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê íîâîé
íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòè F = F1 + F2. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìíîæåñòâî N ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì êîììóòàòèâíûì
ìîíîèäîì.

Íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè åå íåëü-
çÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ íåïóñòûõ íîðìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.
Ìíîæåñòâî F âñåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ìîíîèäà N .

Èçîòîïèÿ ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè îíà èíâàðè-
àíòíà íà êàæäîé ðó÷êå ðàçáèåíèÿ β(P ). Íîðìàëüíûå ïîâåðõíîñòè, êîòî-
ðûå ìîæíî ïåðåâåñòè äðóã â äðóãà ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíîé èçîòîïèè, ñ÷è-
òàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Ïóñòü P � ñïåöèàëüíûé ñïàéí 3-ìíîãîîáðàçèÿ M , è ïóñòü β(P ) � îò-
âå÷àþùåå åìó ðàçáèåíèå íà ðó÷êè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(P ) ìíîæåñòâî âñåõ
ñâÿçíûõ ïðîñòûõ ïîäïîëèýäðîâ ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà P . Ïîñòðîèì îòîá-
ðàæåíèå ψ: C(P ) → N . Åñëè ñâÿçíûé ïðîñòîé ïîëèýäð P ′ ⊆ P ÿâëÿåòñÿ
ïîâåðõíîñòüþ, òî ïîâåðõíîñòü ψ(P ′) íîðìàëüíî èçîòîïíà ïîëèýäðó P ′. Åñ-
ëè æå ïîëèýäð P ′ ∈ C(P ) îòëè÷åí îò ïîâåðõíîñòè, òî ïîâåðõíîñòü ψ(P ′)
íîðìàëüíî èçîòîïíà êðàþ ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ýòîãî ïîëèýäðà.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñòàÿ ïîâåðõíîñòü F íàçûâàåòñÿ óðàâíîâåøåííîé,
åñëè íà êàæäîé áàëêå ðàçáèåíèÿ β(P ), ïåðåñåêàåìîé ïîâåðõíîñòüþ F , âû-
ïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñòåïåíè äâóõ ïëèòîê, ïðèìûêàþùèõ ê áàëêå,
ðàâíû, è íå ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü òðåòüåé ïëèòêè.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ñïåöèàëüíûé ñïàéí P ìíîãîîáðàçèÿ M áóäåì íàçû-
âàòü óðàâíîâåøåííûì, åñëè ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü, íîðìàëüíàÿ ïî îòíîøåíèþ
ê ðàçáèåíèþ β(P ), ÿâëÿåòñÿ óðàâíîâåøåííîé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü P � óðàâíîâåøåííûé ñïåöèàëüíûé ñïàéí 3-ìíîãîîá-
ðàçèÿ M , è ïóñòü β(P ) � îòâå÷àþùåå åìó ðàçáèåíèå íà ðó÷êè. Òîãäà

îòîáðàæåíèå ψ îïðåäåëÿåò áèåêöèþ ìíîæåñòâà ñâÿçíûõ ïðîñòûõ ïîä-

ïîëèýäðîâ ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà P íà ìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ ïî-

âåðõíîñòåé ìíîãîîáðàçèÿ M .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâå ëåììû.

Ëåììà 1. Ïóñòü P � óðàâíîâåøåííûé ñïåöèàëüíûé ñïàéí 3-ìíîãîîáðà-
çèÿ M . Òîãäà êðàé ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ëþáîãî îòëè÷íîãî îò ïîâåðõ-

íîñòè ñâÿçíîãî ïðîñòîãî ïîëèýäðà P ′ ⊆ P ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçM ′ îáúåäèíåíèå òåõ øàðîâ, áàëîê
è ïëèòîê ðàçáèåíèÿ β(P ), êîòîðûå èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ïîëèýä-
ðîì P ′. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M ′ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îêðåñòíî-
ñòüþ ïîëèýäðà P ′. Äîïóñòèì, ÷òî êðàé ìíîãîîáðàçèÿ M ′ íåñâÿçåí. Îïðå-
äåëèì âàëåíòíîñòü áàëêè â M ′ êàê ÷èñëî ïðèìûêàþùèõ ê íåé ïëèòîê (ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòåé). Â ñèëó ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ M ′, â íåì íàéäåòñÿ
áàëêà E âàëåíòíîñòè 3, ïåðåñåêàþùàÿ áîëåå îäíîé êîìïîíåíòû êðàÿ ∂M ′.
Ïåðåñå÷åíèå ∂M ′ ∩ E ñîñòîèò èç òðåõ äèñêîâ. Â êðàå ìíîãîîáðàçèÿ M ′

âûáåðåì òó ïîäïîâåðõíîñòü F ′, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ áàëêîé E ñîñòîèò
ðîâíî èç äâóõ äèñêîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F íîðìàëüíóþ ïîâåðõíîñòü íîð-
ìàëüíî èçîòîïíóþ ïîâåðõíîñòè F ′. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü F íå
ÿâëÿåòñÿ óðàâíîâåøåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, îäíó èç ïëèòîê, ïðèìûêàþùèõ
ê áàëêå E, ïîâåðõíîñòü F ïåðåñåêàåò äâà ðàçà, à äâå äðóãèå ïëèòêè � îäèí
ðàç. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.

Êàæäîé íîðìàëüíîé ïîâåðõíîñòè F ⊂M ñîïîñòàâèì ïðîñòîé ïîëèýäð
PF ⊆ P . Âåðøèíû, ðåáðà è 2-êîìïîíåíòû ïîëèýäðà P ëåæàò â ïîëèýäðå PF ,
åñëè ïîâåðõíîñòü F èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì
øàðàìè, áàëêàìè è ïëèòêàìè ðàçáèåíèÿ β(P ). Ïîëèýäð PF áóäåì íàçûâàòü
íåñóùèì ïîëèýäðîì ïîâåðõíîñòè F . Î÷åâèäíî, ÷òî íåñóùèé ïîëèýäð PF

ïîâåðõíîñòè F ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ëåììà 2. Ëþáàÿ ñâÿçíàÿ óðàâíîâåøåííàÿ ïîâåðõíîñòü F ⊂M íîðìàëü-

íî èçîòîïíà ëèáî ñâîåìó íåñóùåìó ïîëèýäðó PF , ëèáî êðàþ åãî ðåãóëÿðíîé

îêðåñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ñâÿçíàÿ óðàâíîâåøåííàÿ ïîâåðõíîñòü.
Ïî òåîðåìå 1 îíà ïåðåñåêàåò êàæäóþ ïëèòêó ðàçáèåíèÿ β(P ) íå áîëåå äâóõ
ðàç. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî âñå íåíóëåâûå ïëèòî÷íûå ñòåïåíè ïîâåðõíîñòè
F ðàâíû. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñðåäè ïëèòîê ðàçáèåíèÿ β(P ) åñòü
ïëèòêè ñòåïåíè 1 è 2. Â ñèëó ñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòè F íàéäåòñÿ áàëêà E,
ê êîòîðîé ïðèìûêàþò ïëèòêà ñòåïåíè 1 è ïëèòêà ñòåïåíè 2. Òîãäà ñòåïåíü
òðåòüåé ïëèòêè, ïðèìûêàþùåé ê áàëêå E, ðàâíà 1. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò
òîìó, ÷òî ïîâåðõíîñòü F ÿâëÿåòñÿ óðàâíîâåøåííîé.
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Èòàê, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Åñëè âñå íåíóëåâûå ïëèòî÷íûå ñòåïåíè
ïîâåðõíîñòè F ðàâíû 1, òî íåñóùèé ïîëèýäð PF ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ,
íîðìàëüíî èçîòîïíîé ïîâåðõíîñòè F . Åñëè æå âñå íåíóëåâûå ïëèòî÷íûå
ñòåïåíè ïîâåðõíîñòè F ðàâíû 2, òî ïîâåðõíîñòü F íîðìàëüíî èçîòîïíà
êðàþ ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ñâîåãî íåñóùåãî ïîëèýäðà PF . Ëåììà 2 äî-
êàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé ñâÿçíûé ïðî-
ñòîé ïîëèýäð P ′ ÿâëÿåòñÿ íåñóùèì ïîëèýäðîì ïîâåðõíîñòè ψ(P ′). Ïîýòîìó
îòîáðàæåíèå ψ � èíúåêöèÿ. Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ
ïîâåðõíîñòåé F ñîâïàäàåò ñ îáðàçîì Imψ îòîáðàæåíèÿ ψ.

Äîêàæåì âêëþ÷åíèå F ⊆ Imψ. Ïóñòü F � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü F óðàâíîâåøåí-
íàÿ, òî ïî ëåììå 2 îíà íîðìàëüíî èçîòîïíà ëèáî ñâîåìó íåñóùåìó ïîëèýä-
ðó PF , ëèáî êðàþ åãî ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü F ñâÿç-
íà, òî ïîëèýäð PF ñâÿçåí. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Åñëè íåñóùèé ïîëèýäð PF

íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ, òî ïîâåðõíîñòü F íîðìàëüíî èçîòîïíà êðàþ åãî
ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè. Ïîýòîìó F = ψ(PF ), ò.å. F ∈ Imψ. Ïóñòü ïîëèýäð
PF � ïîâåðõíîñòü. Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü F íîðìàëüíî èçîòîï-
íà ïîëèýäðó PF . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîâåðõíîñòü F íîðìàëüíî èçîòîïíà
êðàþ åãî ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè, òî F = G+G, ãäå G � íîðìàëüíî èçî-
òîïíàÿ ïîëèýäðó PF íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
F ∈ F . Èòàê, F ∈ Imψ.

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå Imψ ⊆ F . Ïóñòü F ∈ Imψ. Ïî ëåììå 1
ïîâåðõíîñòü F ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü F íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, ò.å. F = F1 +F2, ãäå F1, F2 � íåïóñòûå íîðìàëü-
íûå ïîâåðõíîñòè. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå äâå ñâÿçíûå íîðìàëüíûå ïîâåðõ-
íîñòè F ′

1, F
′
2, ÷òî F = F ′

1 + F ′
2 (ñì. [5]). Òàê êàê ïîâåðõíîñòü F ñâÿçíà, òî

ïîâåðõíîñòè F ′
1 è F

′
2 ïåðåñåêàþòñÿ â ïëèòêàõ.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî F ′
1 = F ′

2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü C � ëþáàÿ èç
ïëèòîê ðàçáèåíèÿ β(P ), ïî êîòîðûì ïðîõîäÿò îáå ïîâåðõíîñòè. Òàê êàê
ïîâåðõíîñòü F ÿâëÿåòñÿ óðàâíîâåøåííîé, òî ïî òåîðåìå 1 îíà ïåðåñåêàåò
ïëèòêó C íå áîëåå äâóõ ðàç. Òîãäà êàæäàÿ èç ïîâåðõíîñòåé F ′

1, F
′
2 ïåðåñå-

êàåò ïëèòêó C ðîâíî îäèí ðàç. Òàê êàê ïîâåðõíîñòè F ′
1, F

′
2 ñâÿçíû, òî ïî

ëåììå 2 êàæäàÿ èç íèõ íîðìàëüíî èçîòîïíà ñâîåìó íåñóùåìó ïîëèýäðó,
ò.å. ïåðåñåêàåò ëþáóþ èç ïëèòîê ðàçáèåíèÿ β(P ) íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Åñ-
ëè áû ïîâåðõíîñòè áûëè ðàçëè÷íû, òî íàøëàñü áû òàêàÿ áàëêà E, ÷òî îäíó
èç ïëèòîê, ïðèìûêàþùèõ ê E, ïîâåðõíîñòü F ïåðåñåêàëà áû äâà ðàçà, à
äâå äðóãèå ïëèòêè � ïî îäíîìó. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò óðàâíîâåøåííîñòè
ïîâåðõíîñòè F .

Èòàê, F = 2F ′
1. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü F ′

1 íîðìàëüíî èçîòîïíà ñâîåìó
íåñóùåìó ïîëèýäðó PF ′

1
, òî ïîâåðõíîñòü F íîðìàëüíî èçîòîïíà êðàþ ðå-

ãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè ýòîãî ïîëèýäðà. Ïîýòîìó F ′
1 = ψ(PF ′

1
) è F /∈ Imψ.

Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Ïîäâîäÿ èòîãè, èçëîæèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû F ôóíäàìåí-

òàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, íîðìàëüíûõ ïî îòíîøåíèþ ê ðàçáèåíèþ β(P ), ãäå
P � óðàâíîâåøåííûé ñïåöèàëüíûé ñïàéí ìíîãîîáðàçèÿM . Äëÿ òîãî, ÷òî-
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áû íàéòè ýòó ñèñòåìó, íóæíî:
1. Ïåðå÷èñëèòü âñå ñâÿçíûå ïðîñòûå ïîäïîëèýäðû ñïàéíà P .
2. Åñëè ïðîñòîé ïîëèýäð ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ, òî âêëþ÷èòü åãî â

ñèñòåìó F .
3. Åñëè æå ïðîñòîé ïîëèýäð îòëè÷åí îò ïîâåðõíîñòè, òî äîáàâèòü â

ñèñòåìó F êðàé åãî ðåãóëÿðíîé îêðåñòíîñòè.
Âûøåïåðå÷èñëåííûå ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþò èñêîìóþ ñèñòåìó ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

4 Êàêèå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò óðàâíîâåøåííûé ñïåöèàëü-

íûé ñïàéí?

Ïîä ñïàéíîì çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ìû ïîíèìàåì ñïàéí ìíîãîîáðà-
çèÿ M \ IntD3, ãäå D3 � øàð â M .

Íàïîìíèì, ÷òî Lp,q è S3/Q4n îáîçíà÷àþò ëèíçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïà-
ðàìåòðàìè p, q è ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ñôåðû S3 ïî ëèíåéíîìó äåéñòâèþ
îáîáùåííîé ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ Q4n =< x, y | x2 = (xy)2 = y2n >.

Òåîðåìà 3. Åñëè p ≥ 4 è n ≥ 2, òî ìíîãîîáðàçèÿ Lp,q è S
3/Q4n èìåþò

óðàâíîâåøåííûå ñïåöèàëüíûå ñïàéíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà. Ïóñòü P � ñïå-
öèàëüíûé ñïàéí ìíîãîîáðàçèÿ M , è ïóñòü β(P ) � îòâå÷àþùåå åìó ðàçáè-
åíèå íà ðó÷êè. Êðàé êàæäîãî øàðà ýòîãî ðàçáèåíèÿ ñîäåðæèò 4 îñòðîâà
è 6 ìîñòîâ, ïðè÷åì êàæäûå äâà îñòðîâà ñîåäèíåíû ðîâíî îäíèì ìîñòîì.
Ìîñòû, êîòîðûå íå ïðèìûêàþò ê îäíîìó îñòðîâó, íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïî-
ëîæíûìè. Ïóñòü V � øàð ðàçáèåíèÿ β(P ). Îáîçíà÷èì ïðèìûêàþùèå ê
íåìó ïëèòêè ÷åðåç Ci, 1 ≤ i ≤ 6, òàê, ÷òî ïëèòêàì C2j−1, C2j , 1 ≤ j ≤ 3,
ñîîòâåòñòâóþò ïðîòèâîïîëîæíûå ìîñòû. Ïóñòü íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
F ⊂ M ïåðåñåêàåò øàð V . Îáîçíà÷èì ÷åðåç yi, 1 ≤ i ≤ 6, ïëèòî÷íûå
ñòåïåíè ïîâåðõíîñòè F (yi � ñòåïåíü ïëèòêè Ci).

Ëåììà 3. Åñëè y5 < y1 = y2 > y3 = y4, òî y6 = 2y1 − y5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ëåììû ëåãêî âûâåñòè èç òåî-
ðåìû 4 ðàáîòû [6]. Ìû ïðåäïî÷èòàåì ïðèâåñòè ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì òðè ñóììû: y1 +y2, y3 +y4 è y5 +y6. Êàæäàÿ èç ýòèõ ñóìì ïî-
êàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç ýëåìåíòàðíûå äèñêè ïåðåñåêàþò ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïàðó ïðîòèâîïîëîæíûõ ìîñòîâ. Êðàé ëþáîãî ýëåìåíòàðíîãî äèñêà â øàðå
V ïðîõîäèò ëèáî ïî òðåì (T -äèñê), ëèáî ïî ÷åòûðåì (Q-äèñê) ìîñòàì. Òàê
êàê êàæäûé T -äèñê ïðîõîäèò ðîâíî ïî îäíîìó èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ
ìîñòîâ, òî îí âíîñèò ðàâíûé âêëàä âî âñå òðè ñóììû. Ïî óñëîâèþ ëåììû
y1 +y2 > y3 +y4, ïîýòîìó ñðåäè ýëåìåíòàðíûõ äèñêîâ ïîâåðõíîñòè F â øà-
ðå V åñòü Q-äèñêè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ýëåìåíòàðíûõ äèñêà â øàðå V
îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó òèïó, åñëè îíè íîðìàëüíî èçîòîïíû. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå
Q-äèñêè, ïî êîòîðûì íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü F ïåðåñåêàåò øàð V , ïðè-
íàäëåæàò îäíîìó òèïó. Òàê êàê êàæäûé Q-äèñê ïðîõîäèò ïî äâóì ïàðàì
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Ðèñ. 2: Ñèíãóëÿðíûå ãðàôû: çàìêíóòàÿ è íåçàìêíóòàÿ öåïî÷êè

ïðîòèâîïîëîæíûõ ìîñòîâ, òî îí âíîñèò (ðàâíûé) âêëàä òîëüêî â äâå ñóì-
ìû èç òðåõ. Çíà÷èò, Q-äèñêè ïîâåðõíîñòè F ïðîõîäÿò ïî ìîñòàì ïëèòîê
C1, C2, C5, C6. Ïîýòîìó y1 + y2 = y5 + y6. Òàê êàê y1 = y2, òî y6 = 2y1 − y5.
Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ïóñòü M = Lp,q èëè M = S3/Q4n, ãäå p ≥ 4, n ≥ 2. Èçâåñòíî, ÷òî
êàæäîå òàêîå ìíîãîîáðàçèå M èìååò òàê íàçûâàåìûé ïñåâäî-ìèíèìàëü-
íûé ñïåöèàëüíûé ñïàéí P (ñì. [7], [8], [9]). Íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ýòèõ ñïàéíîâ.

Íåçàìêíóòîé öåïî÷êîé áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 4,
ñîñòîÿùèé èç äâóõ ïåòåëü è íåñêîëüêèõ äâîéíûõ ðåáåð. Åñëè âñå ðåáðà ðå-
ãóëÿðíîãî ãðàôà ñòåïåíè 4 äâîéíûå, òî òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé
öåïî÷êîé (ñì. ðèñ. 2). Ïîä çâåíîì öåïî÷êè ïîíèìàåòñÿ ïåòëÿ ëèáî äâîéíîå
ðåáðî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðà çàìêíóòîé öåïî÷êè, ñîäåðæàùåé äâå âåð-
øèíû, íåêîòîðûì îáðàçîì ðàçáèòû íà äâà çâåíà. Ñôîðìóëèðóåì ïåðâîå
ñâîéñòâî:

(1) ñèíãóëÿðíûé ãðàô ïñåâäî-ìèíèìàëüíîãî ñïåöèàëüíîãî ñïàéíà ìíî-

ãîîáðàçèÿ M åñòü ëèáî çàìêíóòàÿ, ëèáî íåçàìêíóòàÿ öåïî÷êà.

Ïóñòü α � îäíà èç 2-êîìïîíåíò ïñåâäî-ìèíèìàëüíîãî ñïåöèàëüíîãî
ñïàéíà P . Êðèâóþ ᾱ\α íàçîâåì ãðàíè÷íîé. Ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ
êîðîòêîé, åñëè îíà ïðîõîäèò ïî k ≤ 3 âåðøèíàì ñïàéíà P , è ïî êàæäîé
èç íèõ íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Âòîðîå íåîáõîäèìîå íàì ñâîéñòâî ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì:

(2) ñïåöèàëüíûé ñïàéí P íå ñîäåðæèò 2-êîìïîíåíò ñ êîðîòêîé ãðà-

íè÷íîé êðèâîé.

Ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó öåïî÷êè øåñòüþ
ñïîñîáàìè: ñ êàæäîãî ðåáðà îíà ìîæåò ïîïàñòü íà ëþáîå èç òðåõ îñòàâ-
øèõñÿ. Åñëè ãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ, ïðîõîäÿ ÷åðåç âåðøèíó, ïåðåõîäèò ñ îä-
íîãî çâåíà öåïî÷êè íà äðóãîå, òî òàêîé ïðîõîä íàçîâåì ïðîäîëüíûì, åñëè
îñòàåòñÿ íà òîì æå çâåíå � ïîïåðå÷íûì. Èç øåñòè ïðîõîäîâ ÷åðåç âåð-
øèíó ÷åòûðå ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíûìè, è äâà � ïîïåðå÷íûìè. Äâà ïðîõîäà
÷åðåç âåðøèíó öåïî÷êè ñ÷èòàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè, åñëè èõ ïåðåñå-
÷åíèå ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé. Ïîñëåäíåå òðåòüå ñâîéñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì:

(3) åñëè äâà ïðîäîëüíûõ ïðîõîäà ÷åðåç âåðøèíó ñèíãóëÿðíîãî ãðàôà ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè, òî îíè ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå ãðà-

211



Ðèñ. 3: Ñïåöèàëüíûé ñïàéí ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà L12,5

íè÷íîé êðèâîé.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñâîéñòâ (1) � (3) íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà ðåãóëÿð-
íàÿ îêðåñòíîñòü ñèíãóëÿðíîãî ãðàôà ïñåâäî-ìèíèìàëüíîãî ñïåöèàëüíîãî
ñïàéíà ëèíçîâîãî ïðîñòðàíñòâà L12,5.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïóñòü M = Lp,q èëè M = S3/Q4n, ãäå
p ≥ 4, n ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî ïñåâäî-ìèíèìàëüíûé ñïåöèàëüíûé ñïàéí P
ìíîãîîáðàçèÿM ÿâëÿåòñÿ óðàâíîâåøåííûì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å.
÷òî âM èìååòñÿ íåóðàâíîâåøåííàÿ íîðìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü F . Òîãäà íàé-
äåòñÿ òàêàÿ áàëêà E1 ðàçáèåíèÿ β(P ), ÷òî îäíà èç ïëèòîê (ñêàæåì C1),
ïðèìûêàþùèõ ê íåé, èìååò ñòåïåíü, ñòðîãî áîëüøóþ, ÷åì ñòåïåíü êàæäîé
èç äâóõ îñòàâøèõñÿ ïëèòîê (C2 è C5), ò.å. y1 > y2 è y1 > y5. Òàê êàê ñïàéí
P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2) è (3), òî íà îäíîì èç øàðîâ (øàðå V ), ê
êîòîðûì ïðèìûêàåò áàëêà E1, ïëèòêå C1 ñîîòâåòñòâóþò äâà ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ïðîäîëüíûõ ìîñòà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äðóãàÿ ïàðà ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ ïðîäîëüíûõ ìîñòîâ øàðà V ïðèíàäëåæèò ïëèòêå C2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç E2 òàêóþ ïðèìûêàþùóþ ê øàðó V áàëêó ðàçáèåíèÿ
β(P ), ÷òî áàëêè E1 è E2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì çâåíüÿì öåïî÷êè. Òàê
êàê ïëèòêè C1, C2 ïðîäîëüíî ïåðåñåêàþò øàð V , òî îíè ïðîõîäÿò ïî áàëêå
E2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C6 òðåòüþ ïëèòêó, ïðîõîäÿùóþ ïî áàëêå E2. Çàìå-
òèì, ÷òî ïëèòêè C5, C6 ïðèìûêàþò ê øàðó V ïî ïîïåðå÷íûì ìîñòàì. Òîãäà
ïî ëåììå 3 y6 = 2y1 − y5, è, ñëåäîâàòåëüíî, y6 > y1, y6 > y2. Îáîçíà÷èì
÷åðåç max(E) íàèáîëüøóþ èç ñòåïåíåé ïëèòîê, ïðîõîäÿùèõ ïî ïðîèçâîëü-
íîé áàëêå E. Ïîäâåäåì èòîã. Òàê êàê max(E2) = y6 è max(E1) = y1, òî
max(E2) > max(E1). Ïðè ýòîì ê áàëêå E2 ïðèìûêàþò òðè ðàçëè÷íûå
ïëèòêè, òàê êàê y6 > y1 > y2.

Ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå, ïåðåéäåì îò áàëêè E2 ê áàëêå E3

è ò.ä. Â ñèëó ñâîéñòâà (1) íà êàêîì-òî øàãå ìû ïðèäåì ê îäíîé èç òðåõ
ñèòóàöèé: ëèáî áàëêè E1, Es ñîâïàäàþò, ëèáî ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì îäíî-
ãî çâåíà öåïî÷êè, ëèáî áàëêà Es ñîîòâåòñòâóåò ïåòëå. Òàê êàê ïî ñâîéñòâó
(3) ïî äâóì áàëêàì, ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîìó çâåíó öåïî÷êè, ïðîõîäÿò
îäèíàêîâûå ïëèòêè, òî â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå-
÷èþ: max(Es) > max(E1). Ïóñòü áàëêà Es ñîîòâåòñòâóåò ïåòëå öåïî÷êè.
Òàê êàê ñïàéí P íå ñîäåðæèò êîðîòêèõ ãðàíè÷íûõ êðèâûõ, òî îäíà èç
ïëèòîê ðàçáèåíèÿ β(P ) äâàæäû ïðîõîäèò ïî áàëêå Es. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ê áàëêå Es ïðèìûêàåò ìåíåå òðåõ ïëèòîê. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûé ãðàô óðàâíîâåøåííîãî ñïåöèàëüíîãî ñïàé-
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Ðèñ. 4: Ñïåöèàëüíûé ñïàéí ìíîãîîáðàçèÿ S3/P24

íà íå îáÿçàí áûòü çàìêíóòîé èëè íåçàìêíóòîé öåïî÷êîé. Íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 4 ñïåöèàëüíûé ñïàéí ôàêòîðïðî-
ñòðàíñòâà ñôåðû S3 ïî ëèíåéíîìó äåéñòâèþ ãðóïïû P24 =< x, y | x2 =
(xy)3 = y3, x4 = 1 > ÿâëÿåòñÿ óðàâíîâåøåííûì, è åãî ñèíãóëÿðíûé ãðàô
îòëè÷åí îò öåïî÷êè.
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