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ABSTRACT. Let K be a compact set of the complex plane. Sinanjan gives a
sufficient condition for the density of the polynomials in the set of all functions
in LP(K) that are analytic in the interior of K. The same condition is also
sufficient for the density of the real harmonic polynomials in the set of all
functions in LP(K) that are harmonic in the interior of K. By using techniques
of “fusion” and “pushing poles”, this result can be extended to closed sets as
consequence of the results of Boivin, Bonilla and Farina for the holomorphic
case and the results of Armitage and Goldstein for the harmonic case. In this
paper, as consequence of the Sinanjan’s Theorem and by following ideas from
Rosay and Rudin, we give a different proof of this results on closed sets.

1. INTRODUCCION

Sea F' un subconjunto cerrado del plano complejo. Si f es una funcién compleja
medible sobre F'y 1 < p < 0o, definimos la norma LP de f sobre F' por

1l = { JECE dm}% ,

donde dm es la medida de Lebesgue sobre el plano. El espacio de todas las funciones
complejas medibles para las que || f]|p,F es finito lo denotaremos por LP(F). Asi-
mismo L (F') representard al conjuntos de aquellas funciones f para las que, dado
cualquier subconjunto compacto @) C F', pertenece a LP(Q); AP(F') se define como
el conjunto de todas las funciones en L} (F') que son ademés holomorfas en F°
(H(F*°)). Anédlogamente, aP (F') es el conjunto de aquellas funciones reales definidas
sobre F' que pertenecen a L (F) y son arménica en su interior (h(F°)).

Dada una clase de funciones A, denotemos por [A], r al conjunto de todas las
funciones que son limite en norma LP sobre F' de funciones en A.

Un «agujero» de F' serd una componente conexa acotada de C\ F' y denotaremos
por F la unién de F y todos sus «agujeros».

El problema de aproximacién uniforme sobre conjuntos cerrados del plano com-
plejo fue solucionado completamente en 1969 por Arakelyan ([1]), quien da una

caracterizacion, en términos puramente topoldgicos, de aquellos conjuntos cerrados
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F que tienen la propiedad de que toda funcién continua en F y holomorfa en F'° pue-
de ser aproximada por funciones enteras. Estas condiciones permiten primeramente
aproximar por funciones meromorfas sin polos en F'y luego desplazar los polos de
las funciones aproximantes al infinito. Este problema fue también resuelto cuando,
en lugar de la norma uniforme, consideramos la norma Lipa ([9]) y C™ ([7]). En
otros casos, por ejemplo la norma BMO o LP, que son definidas por medio de una
integral, el problema estd atin abierto y sélo se ha podido probar que las condiciones
de Arakelya junto con la condicién que caracteriza la aproximacién meromorfa en
BMO, son suficiente para la aproximacién entera en esta norma.

Un problema similar aparece cuando las funciones holomorfas son sustituidas por
soluciones globales de ciertos operadores elipticos. En el caso particular del Laplacia-
no y la norma uniforme, recientemente Gardiner ([11]) solucioné completamente el
problema caracterizando los subconjuntos relativamente cerrados F' de un dominio
G, donde la aproximacion de funciones continuas en F' y armdnicas en su interior
por funciones arménicas en G es siempre posible. Previamente, Sinanjan ([16]) habia
probado que si K es un subconjunto compacto de C tal que 0K = oK , entonces
los polinomios son densos en AP(K) y los polinomios reales son densos en aP(K).
Este resultado se puede extender a conjuntos cerrados como consecuencia de los
resultados en [5] para el caso holomorfo y de los resultados de Armitage y Goldstein
[2] para el caso arménico. En esta nota damos una demostracién de estos resultados
en la linea de [15].

A efectos de notacién, si E un subconjunto del plano complejo C, denotaremos su
clausura por E, su interior por E°, su frontera topolégica por OE y su complemento
por E*. Los discos abiertos centrados en z y de radio r los denotaremos por D(z,r)
y, si k > 0, kD representara el disco D(z, kr). Finalmente, G = G U {0} es la
compactificacién unipuntual de G.

2. APROXIMACION LP ENTERA

Sea F' un subconjunto relativamente cerrado de un dominio arbitrario G. Como
en el caso uniforme ([10]), usando el teorema de localizacién en LP ([5]), el Teorema
de Sinanjan y técnicas de desplazamiento de polos, es posible probar que si 9F = OF
y G\ F' es localmente conexo en {oo}, entonces AP(F) = [H(G)],.r. Seguidamente
damos una prueba alternativa de este resultado cuando F' es un subconjunto cerrado
del plano complejo. En dicha prueba seguiremos algunas ideas de [15] y [5].

Teorema 1. Sea F' un subconjunto cerrado del plano complejo y 1 < p < co. Si
(i) OF = OF y
(ii) C>*\ F es localmente conexo en {oo},

entonces AP (F) = [H(C)]p,p.

Demostracion. Sea f € AP(F'). Observemos que si OF = OF , cualquier agujero de
F es una componente conexa del interior de F. Asf, dada cualquier f € AP (F),
podemos obtener obtener una funcién g en AP(F’) que coincide con f en F' sin
méas que definir ¢ = f en F'y g = 0 en el resto. De este modo podemos suponer
que F = F'. Teniendo en cuenta dicha suposicion, para cada n € N, consideremos
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B, = D(0,r,), donde {r,} es una sucesién creciente que diverge a infinito y que
elegiremos de modo que B, U H,, C B 11, siendo H,, la unién de todos los agujeros
de FUB,, siendo esto es posible por la propiedad (ii). Por otro lado, la condicién (i)
implica que si F, = F y F,, = F U B,, U H,,, entonces los conjuntos F,,_1 N B
satisfacen la hipdtesis del teorema de Sinanjan. Senalemos ademaés que F,, C Fj 41
y UF, =C.

La demostracién consistird en construir, mediante un proceso inductivo, una su-
cesién de funciones h,, tal que h,, € AP(F),) y existe h tal que, para cualquier m > 0,
[, — R]|p,F,, — 0 cuando n — oco. Esto implica que lim h,, = h serd también unifor-
me sobre compactos de C. Consiguientemente h serd una funcién entera verificando
If = hllp,r < €y el teorema quedaria demostrado.

Sea h, = f y supongamos (como hipétesis inductiva) que h,,_1 ya ha sido elegida.
Para definir h,,, tomemos una funcién ¢, € C5°(C) tal que 0 < ¢, <1, v, =1 en
un entorno U,, de B,, U H,, y supp ¢n C Bp41. Como ya sefialamos, F,—1 N Bp41
satisface la hipétesis del teorema de Sinanjan y podemos encontrar un polinomio P,
tal que

1

(1) thfl - Pn' PFa_1NBpi1 < W g,

donde C' es una constante que definiremos maés tarde y que dependerd del hecho de
que para una funcién f € Cy(C) la transformada de Cauchy

1 fw)

™ Jc R —W

9(2)

dm(w)

estd acotada en norma LP si p > 2 i.e., ||g]lp.c < Ci| fllp.c, mientras si 1 < p < 2
estd sélo localmente acotada(([5]), i-e., ||gllp.p < C(D)| fllp,p0, siendo D un disco en
C. Por esta razén hemos de considerar dos casos.

Trataremos primeramente con el caso 2 < p < co. Tomemos C = Cy + 1 en (1),
y de este modo tendremos que

1 (hn—1— Pn)5<»0n(w)
—/F"1 dm(w)

™ zZ—w

g
< on+1’

p,C

(2)

Sea ahora

rn(z) = %/F (1 _Z]jni)&p"(w) dm(w)

y definamos
hn - Qonpn + (1 - <;On)hnfl + .
Siguiendo la linea de la demostracién de [4, Theorem 3.7.3] deducimos que h,, €

Ap(Fn) y

(3) thfl - hn|

p.Facs < [ on(bn—1 — P

€
p,Fp_q T Hrn| pFa1 < on-+1"
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Por tanto, como UF = C, no es dificil probar que (3) implica que h = limh,, =

ho + Z — ) es entera y
n>1

lp.F, + Z [|hi—1 — Ryl

1=2

If = hl

p,F < Hho —hy

pFio1 <E.

Asi, el teorema queda probado para p > 2.
En el caso 1 < p < 2, (2) no se verifica. Por tanto, para cada n tomaremos
Zp € Fy 1 y un disco D = D(zn, d) contenido en Fy . Elijamos ¢ € C*°(R"™) con

Y =1fuerade Dy =0en §D. Definamos

! (00
hn - Qonpn + (1 - <;On)hnfl + (7"” - M) .
Z— Zn
Si probamos que
7}, (00) €
4 ‘ n — — <
) R R T
entonces, de un modo similar al caso anterior, hy, € AP(F,), ||hn—1—hnllp,F,_; < 2%

y h = lim h,, satisface el teorema.
Para probar (4), denotemos

rp(00)¢

m(z) =r, —
(2) =rn pp—

y observemos que, si m tiene un cero de orden 2 en infinito, existe R tal que Vz €
D(zy,, R)° podemos escribir

b
m(z) = .
z; (2 —2n)

1=

De este modo, si |z — z,| > 2R, siguiendo [6, section 1.7],

p,2D-

bl <o (3R)" Fm)

Esto implica que

2
( R)i R)"—? (3R)7
Im(z)] < PR [[m p,zDZ =z S <O E [[m]

“T- |2

Consecuentemente

p,2D-

/ m(2)[P dm(z) < CRE"||m||,2pR2 %
C\2D

pvep < (14+CR7TE72)m|

p2p < Cflm|

[[m]

pc < |Im]

p2D + |Im] p,2D-
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Nosotros sélo necesitamos estimar la norma LP de m sobre 2D. Para ello, en virtud
de [6], tenemos que

2

3 714‘;
) < C(S5R) il

p.2D = C2l[rn|lp2p-

Usando el hecho de que la transformada de Cauchy estd localmente acotada y

¥(2)

€ LP(2D) para p > 1, tomando, en (1),

z— zp
C:ﬂ%ﬂm+@Hd) :
Z — Znp Ip,2D
podemos concluir que
/
7,(00) 9 ’ Y €
WW_;t27pmf<WﬂmD+VMWML_%lMD<CWMMD<§ET

O

3. APROXIMACION ARMONICA EN NORMA LP

Armitage y Goldstein ([2]) probaron que si F' es subconjunto relativamente ce-
rrado de un conjunto abierto G en R™ con la propiedad de aproximacién LP local y
ademds G\ F' es conexo y localmente conexo en {oo}, entonces a?(F') = [A(G)]p,F.
Aqui, como en el caso holomorfo, daremos una prueba diferente de este resultado
en el caso particular en que G sea el plano complejo.

Teorema 2. Sea F' un subconjunto cerrado del plano complejo y 1 < p < co. Si

(i) OF = OF y
(ii) C*\ F es localmente conexo en {oo},

entonces aP (F') = [h(C)]p,F.

Demostracion. Sea f € aP(F'). Consideremos F, y ¢, como en la demostracion del
teorema anterior y como alli, construimos, por un proceso inductivo, una sucesién
{hn} tal que h,, € aP(F,) y existe h verificando ||h,, — h||p,r,, — 0 para m > 0.
Consecuentemente h es una funcién arménica en C con || f — hl|p,r < € que verifica
el teorema.

Pongamos h, = f, fijemos n > 1 y supongamos (como hipétesis inductiva) que
hp—1 ya ha sido definida. El Teorema de Sinanjan en norma LP para funciones
armonicas nos da un polinomio arménico P,, tal que

1

(5) thfl - Pn' P Fa_1NBpi1 < m g,
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donde, como en el caso holomorfo, C' serd definida més tarde. Sea ahora

- [ (o= POAG(w) gz~ ul dmw)
anl

rn(z) = Py

s zZ—Ww
™ Frn_1 z— W

Notemos que r, = 5= log|z|* ¢, Ag — ¢, g siendo g = (hy—1 — P)xF,_, y donde el
primer término estd localmente acotado en norma LP, es decir,

donde D es un disco en C (ver [14]). Consideremos z, € F,, y D = D(2,,6) un
disco contenido en Fy ;. Elijamos ¢ € C°°(C) con ¢ = 1 fuera de D y ¢ = 0

1
en §D. Sea R > 0 una constante tal que B = D(z,, R) D Bjy41. Siguiendo [14]

< C(en, D)l|g|

p,D

p,D

1
= log|z| * v, Ag
2

<
p,3B1

1
tenemos que, si f € C(C) y supp ¢ C By = D(z, R), entonces H2— log |z|* f
T
Clp,3B1)||f|

p.3B; - Definamos

¢:w10g|z_zn|

S = Z 0%,

lal<q
donde los coeficientes ¢, vienen dados por el desarrollo
rn(2) = Z a0 log |z — 2|
l|>0

y ¢ = méax{p, 1}, siendo p el nimero entero que aparece en [14, Lemma 2]. Esta serie
converge en C°(C\ D(z,, R)); ademds

[cal < C(a)]lral

p,3B
y asi
151,53 < C(a)llra]

Aplicando de nuevo [14, Lemma 2], como 7, —S = O(]z|~?) cuando z — o0, se tiene
que

p,3B-

Ira = Sllpc < Cillra = 51
(6) < C1(|lrnllp3p(zn.r) + IS
< C(1+C(q)rn

donde C; depende solamente de p.

P,3D (2, R)

p3D(20,R))

p,3B
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C(¢n,3B)
Ci(1+C(g))

hn - Qonpn + (1 - <;On)hnfl + (rn - S)?

Ahora, si tomamos, en (5), C = , v definimos

como, segun (6),

l[7n =S

P, Fn_1 < 2n+1 )

entonces h, € a?(E,) v ||hn—1 — hn|

€ . .
pF_1 < o Por tanto, existe una funcién

h = lim h,, que es globalmente arménica en C y verifica el teorema. (]

4. OBSERVACIONES

Para finalizar esta nota queremos hacer dos observaciones. Por un lado nétese
que, de un modo similar al Teorema 2, se puede demostrar el Theorem 4 de [11]
cuando F' es un cerrado del plano complejo. La tnica diferencia estriba en el uso
del Teorema de Walsh-Lebesgue ([17, pdg. 503]) en lugar del Teorema de Sinanjan,
aunque, ahora, H,, es la unién de todos los agujeros de FUB, y los agujeros de F
que intersecan a B,,. Esto es posible por la condicién de «largas islas» ([12]) y por
el hecho de que C* \ F" es localmente conexo en {co}.

Por otro lado, debemos observar que las condiciones de los anteriores teoremas
no son necesarias, incluso aunque se excluyan los casos triviales donde F' contiene
un subconjunto cerrado F” de medida plena con F” satisfaciendo las condiciones de

los teoremas. Por ejemplo, cuando F' es la clausura de ciertos dominios en «forma
de luna» ([13]).
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