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ABSTRACT. Different characterizations of the Besov spaces, previously consid-
ered in [5] and associated with the Hankel transformation, are given. Moreover,
it is established that the Hankel transform maps the Besov spaces into a class
of Herz spaces.

1. INTRODUCCION

Una de las formas que toma la transformacién de Hankel en la literatura es la
siguiente ([14]):

hu () () = /000(901/)"Ju(ﬂcy)f(y)yz"+1 dy,  w € (0,00),

donde J, representa la funcién de Bessel de primera especie y de orden p. A lo largo
de este trabajo consideraremos p > —1/2.

Si denotamos por L, ,,, para cada 1 < p < oo, el p-espacio de Lebesgue asociado
a la medida %1 dz y por || - ||, su norma usual, la transformacién h, de Hankel
define una aplicacién continua de Ly, en L, ,, siempre que 1 < p < 2y que p’
denote el exponente conjugado de p ([14, Theorem 3]).

Haimo [13] y Hirschman [16] investigaron la operacién de convolucién para la
transformacién de Hankel sobre los espacios Ly . Si f y g estdn en L, la convo-
lucion f #, g de f y g se define por

y2u+1
(f #u9)( / fly ng)(y)m dy, c.t. z € (0,00),
donde la traslacién ,7,¢ de g por « € (0, 00) viene dada como sigue:
2/1,+1
ung / D .’E Y, 2 ) ( )2“F(M+ 1) dz7 ct.y € (0700); uT09d = 9,

y el nicleo de Delsarte D,, podemos representarlo de la forma
Du(x,y,2) = [2"T(n + 1)]2/ (t) " Ju(@t) (yt) ™+ T (yt) () 7 T ()4 dt,
0
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para cada z,y, z € (0, 00).
La convolucién #,, y la traslacién , 7, « € (0, 00), se relacionan con la transfor-
macién h,, de Hankel como las siguientes relaciones muestran ([16]):

hy(f #4u 9) = hu(f)hu(9), 1,9 € L1 y;
hy(uref) = 20T (p+ 1) (z) " Ju(z)hu(f),  f € Liuy z€0,00).

En lo que sigue, ya que no creemos que produzca confusién, escribiremos #, Dy
Tz, € (0,00), en lugar de #,, D, ¥ puTxz, « € (0, 00), respectivamente.

La transformacion de Hankel fue definida en espacios de distribuciones de cre-
cimiento lento por primera vez por Zemanian [25]. Los resultados de este autor
fueron adaptados a la transformacién h, por Altenburg [1]. Si denotamos por S. el
subespacio del espacio S de Schwartz constituido por las funciones pares en S, la
transformacién h, es un automorfismo sobre S. ([1, Satz 5]). Las propiedades de la
convolucién # sobre el espacio S, y su dual S!, pueden deducirse de las establecidas

n [18].

En [6] y [7], Betancor y Rodriguez-Mesa estudiaron espacios de tipo Lipschitz
donde la traslacion usual es reemplazada por la traslacién de Hankel. Estos autores
en [5] introdujeron los espacios que denominaron espacios de Besov-Hankel involu-
crando de nuevo al operador traslacién de Hankel. Inspirados en la definicién de
los espacios de Besov usuales a partir de diferencias, definen, para cada o > 0,
1 <p,q < o0, el espacio BH; k' como aquél formado por las funciones f € Ly, ,, tales

que
e3¢} T _ q 1/q
A]o;’éj,(f) {/0 <| tf taf|P7M> %} < 0.

La expresién anterior debe ser entendida de la forma adecuada cuando ¢ = oo
En [5] se presentan caracterizaciones de los espacios de Besov-Hankel BHg/' en
términos de medias de Bochner-Riesz ([5, Theorem 2.1]) y de integrales parciales de
Hankel ([5, Theorem 2.2]). En [9, Theorem IV.3.1] Cruz describié BH '/ por medio
de la convolucién con una funcién introducida en [22] y que desempena en el marco
de la transformacion de Hankel el papel del nicleo de Poisson en la teoria clésica.

En este trabajo establecemos nuevas caracterizaciones de los espacios de Besov-
Hankel que pueden ser vistas como versiones, en el marco de la transformacién de
Hankel, de otras conocidas para los espacios de Besov cldsicos ([24]). Entre otras
cosas, probamos que los espacios BHj ¥ coinciden con ciertos espacios tipo Besov
que habian sido introducidos por Altenburg ([2]). También es estudiado el compor-
tamiento de la transformacién de Hankel h;, sobre los espacios BHJ#'. Probamos
que la transformacién h,, aplica continuamente cada espacio de Besov—Hankel en un
espacio de Herz.

A lo largo de este trabajo por C representaremos una constante positiva que no
es necesariamente la misma cada vez que aparezca.

2. LoOS ESPACIOS DE BESOV-HANKEL

Presentamos en esta secciéon diferentes caracterizaciones para los espacios de
Besov-Hankel BHS /.
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Introducimos a continuacién las definiciones que necesitamos.
Supongamos que o > 0,1 <p<o0,1 <g<ooy f€ Ly,
Si ¢ € Ly, definimos

- a 1/q
B;ibﬂ#ﬂ(f) = {/0 (%) %} ’

donde ¢4 (x) = t=24"2p(z/t), t,x € (0, 00).
Para cada = € (0, 00), denotamos por wh(f,z) el médulo de continuidad (gene-
ralizado) asociado a la traslacién 7, esto es,

wy(f,z) = sup ||7ef — fllpu-
0<t<z

Por Spi(f) entendemos la cantidad que sigue:

Sy (f) = {/Ooo (%)q%}l/q.

Representamos por CpF(f) a

oo dz M1
ez ={ [ @B T}
donde EX(f,t) = nf{[|f — gllp,. : sop(hu(g)) C [~t, 1]}, t > 0.

En [2], Altenburg introdujo los espacios de Sobolev asociados a operadores de
Bessel. Recientemente, estos espacios de Sobolev han sido analizados por Betancor
[4] y Cruz y Rodriguez [10]. En particular, aqui consideramos el espacio ®,, ,, cons-
tituido por aquellas funciones f € L, , tales que A, f € L, ,, donde A, denota al
operador de Bessel 7 2#"'Dz?*t1D y A «f se entiende en sentido distribucional. El
espacio D), es dotado de la norma || - ||, , definida por

[flloy, = 1A llpw +MAFlps € Dpope

Si K representa el K-funcional de Peetre asociado al par (Ly ., ®Dp,,.) ([17]),
definimos la cantidad Dy /*(f) por

oo ) dx 1/q
Dsp() = { [ @K L2
Sea ahora ¢ = (¢r)keny una sucesién de funciones en L; ,. Denotamos por

Egav(f) a

oo l/q

S — k

By (f) = {2(2 (W) #flp,u)q} :
k=0

Las expresiones anteriores adoptan la forma adecuada cuando ¢ = oo.

Establecemos ahora el resultado principal de nuestro trabajo.

Teorema 2.1. Sean o > 0, 1 <p,g < ooy f € Ly,. Supongamos que ¢ € S, es

tal que [; p(z)a®*de =0y [Tlhu(@)®) ¥ =1, y que ¥ = (Yp)ren es una
sucesion de funciones continuas y pares en R verificando las propiedades que siguen:

(a) Yo(z) =0, |z[ =2, y P(z) =0, o] < 2*7! 6 Ja| = 2" k=1,2,...,
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(0) supren (|7 (¥r)|
(€) Dotk =1, enR.

Consideramos las siguientes propiedades:

(i) f € BHyk, esto es, Ay l(f) < o0,

1,n < 09,

(i) Byt-?(f) < oo,
(iii) Spt(f) < oo,
(iv) Dgol(f) < oo,
(v) Cpt(f) < oo,

(vi) Egb“’w(f) < 0.
Entonces, las propiedades (i), (it), (iii)
1 <qg< oo Cuando 1 < p < 00 ygq
equivalentes st 0 < o < 2.

Por otra parte, sil <p < ooyl <qg< oo, se tiene la equivalencia de (v) y (vi).

Ademds, en el caso de que 0 < a < 1,1 <p<ooyl <q< oo, las propieda-
des (iii) y (v) son equivalentes.

y () son equivalentes si 1 < p < oo y
=1d6q = oo (i), (i), (i7) y (iv) son

Demostracion.
(1) = (i1). El procedimiento seguido en la demostracién de esta propiedad estd ins-
pirado en las ideas recogidas en [3, Section 2] y [11].

Probaremos primero que, para cada r > 0,

W)l Al <€ [ min{(5)"7(2) Mt - 1

Sea t > 0. Ya que [ p¢(x)x? T dx = [[° ¢(x)z?* ! dz = 0, podemos escribir

dx
Dy ?, té(0,00)

x2;1,+1

(o # Nlw) = /0 T g

x2;1,+1

- [ a@[mh@ - 10)] gy e ve 0.90)

Aplicando ahora la desigualdad integral de Minkowski obtenemos

[e%S) 2p+1
o < / (@) 17 f — fI

* dx
Y272 2/1,1'\( 4 1)
2pu+1

=172 [ o ()] d — Tl gy o
o 2 dz
(2) :m/o (5"l imes = 1 5

Ademas, ya que ¢ € S,, para cada r > 0 existe C' > 0 de manera que

(3) lor# fllps < C / )l - 11

De (2) y (3) se deduce ya (1).

lleoe # f1

p,p
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Para probar que By:/#(f) < CAgF(f), cuando 1 < g < oo, podemos recurrir al
lema de Schur ([3, Lemma B]) y proceder como en [3].

Probamos ahora que B, {"*(f) < CA}'1'(f).

Tomamos r > a. De (1) se sigue que

oy “ Nloe # fllpu dt
sppe() = [ Lot Len &

0
<o [ [ me (5" ) Y-
—0 [t [ {5 () e

< C/ HTa:f _ f| o {_T/ trfozfl dt + x2M+2/ t7a72;1,73 dt} _LE
0 T Jo = T

oo HTIf —_ f| D dx o,
< 2 = PP = ’ .
< C/O —Slee 2 _ cagi(s)

de _,
—t T %dt
P

Por otra parte, teniendo de nuevo en cuenta (1) podemos escribir

loe# e < [t {(3)"7 (£) Himas - 1

<ol [ s = o Zr [ () It -1

t e3¢}

< CAg;gg(f){tzM / g g g7 / xwldx}
0 t

< CEATE(f), e (0,00).

dx
% ?

dx
P ?

Se concluye entonces que
Byio?(f) < CApL(S).

(#4) = (i) Sean 0 < € < 0 < co. Definimos f; 5 por

0 dt

fos) = [t o DOT. e 0,

Intercambiando el orden de integraciéon obtenemos

0 dt

(T feis = fes)(y) = / (rope =) # e 3 Hy) — 2,y €(0,00).

Por tanto, de la desigualdad de Minkowski y [16, Theorem 2.b], se sigue que

HTa:fs,é - f5,6|

0 dt
Dy S H(TzSOt_SOt)#SOt#ﬂp,u?

)
< / et — ol

dt
Dy ?, x € (0,00)

LMH% # fl
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Ademsds, [17, (2.9)] implica que, representando por A, al operador de Bessel
x 21 Dg2rtl D)

170 =l < C2®| Ayl 2 €(0,00),

y la contractividad del operador de traslacién de Hankel 7, € (0,00), en Ly ,
([23, p. 16]) permite escribir

72 = @lliw < 2[elliw 2 €(0,00).

De las estimaciones anteriores se infiere

HTJEQOt
2pu+1

- Z —2u— Y 2pu+1
D(x,y, () —op-2 d—tz“z(—> ntl g
/ (@,9,2 T +1) LAV L

2/1,+1
. Yy Y —2u—2, 2u+1
= D ——dz— (= ||t rrid
/0 /0 (t’t’ ><p( )2ur(u+1) : 90(t)‘ Y Y

- /ooo (T2 () — @e(y) |y dy

22
1M§Cm1’n{1,t—2}, z,t € (0,00).

= 172/t — ¢l

Concluimos entonces que

) x2
@) rafes = sl =€ [ min {1, % Yo #1

Por otra parte, en virtud de las condiciones impuestas a la funcién ¢, se tiene

5) [ |[ eraoe a2 <

En efecto, observamos inicialmente que

tim [ (o # ) (O bt = / Tle# i ar
0

Yy—2 Jo
= 2°T(pu + 1)y (p # ¢)(0)
= 2T (p+ 1)[hu(9)(0)]* = 0.

Por tanto, ya que ¢ # ¢ € S. ([18, Proposition 2.2 (i)], para cada m € N se tiene
que

dt
Dy ?, x € (0,00)

Yy—oo Yy—oo

Y
lim y™ / (p # ) ()" dt = lim —iy”’“"+2 (e #¢)(y) = 0.
0

Ademis,
3 1 [y ,
lim — / (o # @) dt = 1m (o # @) (y)y™ ' =0.
y—0t Y Jo y—0+

Se deduce ya que (5) se verifica.
Teniendo en cuenta ahora [19, Theorem 2.2], de (5) se sigue que

lim fs,& = f»

e—0, §—o0
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en el sentido de la convergencia en Ly, .
De (4) se sigue entonces, ya que el operador de traslacién de Hankel 7., z € (0, 00),
aplica continuamente L, , en si mismo,

©  d =l <C [ min {1 o Sl e (0.00)

Recurriendo al lema de Schur ([3, Lemma B]), deducimos de (6) que
Ay (f) < OB (f),

siempre que 1 < g < 0.
Suponemos ahora que 0 < a < 2 y tratamos los casos ¢ = 1 y ¢ = 0o. Se infiere
de (6) que
Py

g = [l

<c/ / min {

H%#fI
<C/ lor # fllp, (iz/o xladﬂc—k/tooxladx)%
< OB, {"*(f).

Finalmente, de nuevo (6) conduce a
* dt © rxN\2 dt
pr <O [loct flon T4 [T (5) ot 110 )

< CBo(f) ( / 21 gt + / t“dt)
0 x

< Ca"BLLA(f),  we (0,00).

dz
T
z?
_2

717(1 dx

p,p

HTmf - f|

Por tanto,
AZE(f) < CBYE?(f).
(ii) <= (iii). Esta equivalencia puede probarse siguiendo el procedimiento utili-

zado en la demostracién de (i) <= (i4).
(#91) <= (#v). De [17, Theorem 3.1] se puede deducir que, para una cierta constante

C > 0, se tiene
1
(7) 5w5(f»$)§K($2,f,Lp,m )<Cw (f» ) x€(07oo)'
De aqui inferimos ya la equivalencia deseada.
(#it1) = (v). Suponemos que 1 < p < oo. Cuando p = oo puede procederse de un
modo similar. De la desigualdad (7) se sigue que, para cada A,z € (0, c0),

w;f(f» Az) < CK(()\x)z’ fs Lps Dp.p)

=C inf + (A\z)? ,
pep B (ol + (0Pl Al )

< C'méx{1,\? inf
B { }f:f0+f17fOeLp,u7f1€®p,u(Hf0|

pou T szle’Dp,u)
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< Cméx{1, YK (2°, f, Lp 1, Dp.u)
(8) < Cméx{1, \}wh(f,z),  f€ Ly
Elegimos una funcién ¢ € Se tal que sop(h,(v)) C [-1,1] y que

/ o(x)z? T dx = 2T (u + 1).
0

De la férmula de intercambio para la transformacién de Hankel h, ([16, Theo-
rem 2.d]), se infiere

hu(f # 176) = hu(F)hu(e1/e), t € (0,00).
Luego, sop(h,(f # ¢1/¢)) C [—t,t], para cada t € (0,00), y podemos concluir que

B < If — o # ]

Por otra parte, teniendo en cuenta la desigualdad de Minkowski podemos escribir

Hf_Sol/t#.ﬂ

Y2 te (0700)

Y2y
N - Z21tl P 1/p
) {/0 ‘f(y) - /0 %/t(z)(ﬂ’f)(z)m dZ‘ s dy}
N h 2utl P 1/p
~{ [T ern@l0) ~ Dy o] 3+
~ 22N+1
S/o |‘p1/t(z)||\f—7zf|1%“m dz
- 22N+1
< /0 |<P1/t(z)|w5(f,z)m dz,  te(0,00).

Ademas, de (8) sigue

If =1/ # fllpu < ng(f, %) /0 lo1/4(2)|[1+ (t2)?]221 dz

<cup(rg) [ @I 2mas te 0.00)

Combinando las estimaciones anteriores conseguimos

Cg,b”(f) < C{/IOO [tawﬁ(f, %)}q%}l/q

<of [T[HEN T g,

A 4

(v) = (4i7). Asumimos que 1 < p < co. Procediendo como en la demostraciéon de
[12, Theorem 2.1] podemos establecer, recurriendo a la desigualdad de Jensen, que
sitheLy,yh€Ly,,

H7—y1h - ThzhHg,u

:/Ooo /O’T[h((x,yl)e)—h((x,yz)e)] a0 22 4o
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/ / (z,y1)0) — h((z,y2)0)|” dl/(H)x2"+1 dx

AT

<= y2|P// / ((z,y2 + s(y1 — y2))o) [P dv(0) 2 da ds

P 2u+1
((z,y2 + s(y1 — v2))e)] ds| dv(0) 2* ! dx

= |y1 — y2|p/0 /0 Ty2+5(y1,y2)(|h’|p)(x)x2“+1 dz ds

1
gmm—mw/nm
0

Aqui, para cada z,y € (0,00) y 6 € [0, 7],

oo
o ds = Clys — yaf? / I (@)P®+ dz, g,y > 0.
0

P(p+1)

—— 82 77 (sen6)**do.
VAT + 172) SO

(z,9)p = 22 +y* — 2wycosd y dv(0) =

Por tanto, si h € L, , y b/ € L, ,, entonces
p < Clyn = yal [|1]

El argumento desarrollado en [12, Corollary 2.2] nos permite concluir que

(9) HTng C)\|y1 Y2 )\79173/2 S (0700)7

cuando g € Ly, 1 <7 § 2 y sop(hu(g)) C [, Al
La desigualdad (9), siguiendo las ideas presentadas en [21, pags. 89-91], conduce
a

HTylh_Tyzm Dype

Sp () <CCL(S).
Cuando p = oo la propiedad puede probarse de un modo analogo.
(v) <= (iv). Esta equivalencia puede ser establecida de una forma similar a como

se prueba la propiedad correspondiente en el caso cldsico en [20, Theorem 11]. O

Nota 1. Un andlisis detallado de la demostracién (i) <= (i) en el Teorema 2.1
nos permite observar que para « > 0 esta equivalencia sigue siendo cierta cuando ¢
es una funcién par en C?(R) que verifica las propiedades que siguen:

(a) pe Ll,u y Au@ € Ll,;u
(b) xa90 € Ll,/u

o) [T p(x)z?tde =0y [ [hu ()W) dy/y # 0.

Ademsds, si 0 < a < 1 la equivalencia es cierta cuando ¢ verifica las propiedades (a)
y (c) anteriores y la siguiente:

(b') Existe C' > 0 tal que |¢(z)] < C /2%, z € (0,00).
Consideramos, en particular, la funcién
2 T'(p+3/2)
Y(x) =
N TS

Esta funcién hace el papel del niicleo de Poisson en el marco de la transformacién
de Hankel.

T T2 A 42?2 zeR.
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Un sencillo célculo conduce a que
d
t %wt(x) = _(2M+2)f2u*2¢(%) _xtfz“*?’w’(%) =pi(z), z€Ryte(0,00),

donde ¢(z) = —a¢)'(z) — 2u + 2)¢(z), x € R.
No es dificil ver que ¢ satisface las propiedades (a) y (b') anteriores. Adem4s, de
acuerdo con [22, Lemma 2|, tenemos que

/ ()2 de =1, t € (0, 00).
Por tanto,
/ o (2)x? T dx = 0, t € (0,00).
0

También, de [22, Lemma 2] se sigue que

hu(pe)(y) = t hu(Pe)(y) = —

Entonces

1
—  _fye W t,y € (0,00).

> dy 1
/0 [hu@)(y)]z v m

Obtenemos por tanto el siguiente resultado, que da una caracterizacién de los
espacios de Besov-Hankel en términos del niicleo de Poisson diferente a la presentada
por Cruz [9].

Proposicién 2.1. Sean 0 <a <1,1<p,q<oco y f € Ly ,. Entonces, f € BH;¥

st, y solo s,
- It (F # o)l \ |
Pp,q (f) /0 to ? < 00,

donde (x) = %Flg’(‘:j{)z)(l +22) 7132 1 € R (con los cambios convenientes

cuando q = o). Ademds, las cantidades Ayt y P;f;]”’w son equivalentes.

—z2/2

Nota 2. Consideramos la funcién ¢(z) = e , x € R. Inmediatamente se ve que

/ e /224 gy = 2T (4 1).
0
Por tanto, poniendo como antes ¢ = —x¢)’ — (211 + 2)1), obtenemos
o0 d oo
/ t %wt(x)xz““ dx = / oi (@) de = 0, t € (0,00).
0 0

Ademsds, de [22, Lemma 1] se sigue que

> dy > 2 _ 1
A[@@@W?:Ae vy =1

Ya que ¢ € S, las propiedades (a) y (b) dadas en la Nota 1 se verifican.
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Podemos entonces obtener la siguiente caracterizacién de los espacios de Besov-
Hankel, que puede interpretarse como una descripcién via (Hankel)-temperaturas
de dicho espacio.

Proposicién 2.2. Sean a > 0, 1 <p,q< oo y f € Ly ,. Entonces, f € BH}¥ si,

y solo st,
o (B # 9\ e
Pp,q (f) = ) o 7 < 00,

donde () = e /2 p e R (con los correspondientes cambios cuando ¢ = 00).
Ademds, las cantidades Hgb"’w(f) y As:l(f) son equivalentes.

Nota 3. Se deduce inmediatamente que si ¥ = (Vg)ken ¥ ¢ = (¢k)ken son dos
sucesiones de funciones continuas y pares en R, verificando las propiedades (a), (b)
y (¢) del Teorema 2.1, entonces Eﬁb"’w y Ep 4% definen cuasinormas equivalentes
en BH, [, cuando 1 < p < 00,1 < g < ooy 0 < a < 1. Por otra parte, pode-
mos construir una sucesién (¢k)ren que cumpla las condiciones (a), (b) y (c) del

Teorema 2.1, procediendo como en [20, p. 48].

Nota 4. Como fue comentado en la introduccién, Altenburg [2] definié un espacio de
Besov en el marco de la transformacion integral de Hankel. Consideré una sucesion
1 = (¢;)jen de funciones pares regulares en R que verifican las propiedades (a)
y (¢) enunciadas en el Teorema 2.1. Ademds supone que la siguiente propiedad se
satisface:

(b)) Para cada k € N
d* )
w%‘(x)‘ < Cp27k, jeEN y zeR.

Se define para cada j € N la funcién ¢; por

<pj(x):1/)j(1+x2), z € R.

(e

Para cada 1 < p,q < 0oy a > 0, el espacio By, , ([2]) estd constituido por
aquellas f € Ly, tales que E7/¥(f) < oo, donde ¢ denota la sucesién (¢;);en. El
espacio By, definido de este modo, no depende de la sucesién (¥;)jen, siempre
que ésta satisfaga las propiedades (a), (¢) del Teorema 2.1y (b").

En [2, (17)] fue establecido que %ﬁ{fu coincide con el espacio de interpolacién
(Lp, s Op,u)a,q, paracada 1l <p < 00,1 < ¢ < ooy« > 0. Por tanto, de acuerdo con

el Teorema 2.1, BH; ) = iB,i{fu, siempre que 1l <p<oo, 1 <g<ooyl<a<l.

3. LA TRANSFORMACION DE HANKEL Y LOS ESPACIOS DE BESOvV-HANKEL

En esta seccién estudiamos el comportamiento de la transformacién h, de Hankel
sobre los espacios BH}#* de Besov-Hankel.

Comenzamos recordando la definicién de los espacios de Herz ([15]). Sean 1 <
p,q < ooy a>0. Tomamos 0 < v < é < co. Una funcién f medible Lebesgue sobre
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(0,00) estd en el espacio de Herz R} si

5 1/p o 5t " 1/q
[ llsge = {/0 |f () [Pt dx} + {/1 [t‘”’/ | f()|Pa2e ! dx} %}
~yt

es finito.
El espacio R/ es cuasiBanach, cuando se considera sobre €l la topologia asociada
a la cuasinorma || - ||gg# y no depende de la eleccién de v y J. Ademds, si {A;}jen

es una sucesion de nimeros positivos tal que 1 < p < ”1 <o < o0, j €N, para
ciertos p,o > 1y definimos, para cada f € &}

)\1 I/P
Ko(f) = { / ()Pt dx}

kp:kt es una cuasinorma equivalente a || - || go s
El pP,q

Nuestro préximo resultado es una versién de [8, Theorem 1] para la transforma-
cién de Hankel.

1/q

3] / A O K

j=1

Proposiciéon 3.1. Sean 1 < p < 2,1 < g < o0 y 0 < a < 1. Entonces, la
transformacion de Hankel aplica continuamente BH 'l en ﬁa ” y Ryhen BH;’Z.

Demostracion. Elegimos una sucesién (¢;) en de funciones verificando las propieda-
des (a), (b) y (c) especificadas en el Teorema 2.1. Sea f € BH /. Podemos escribir

(10) F= (i) # f,
7=0

donde la convergencia de la serie es entendida en Ly, ,,. En efecto, para cadan, m € N,
siendo n < m, se tiene que
1/q
9}
37 :

m m o, l/q/ m )
IS hatw# ]| < {> 200} " LS @ ha(uy) # S
j=n L j=n j=n
Por tanto, la serie Z;‘io hu(;) # f converge en L, ,. Ademés, la aplicacién

P hu(b) # f
j=0
es continua de BH; '} en Ly,

Sea ahora g € S,. La serie Z;‘io hu(¥;) # g converge, en particular, en Ly ,. Ya
que h,, es una isometria en Lo ,, ([14, Theorem 3]), de la férmula de intercambio para
la transformacién de Hankel ([16, Theorem 2.d]), se sigue que la serie Z;‘io Yihu(g)
converge en Lo ,,. Teniendo en cuenta que Z;‘io Yi(x) =1, € (0,00), concluimos
ya que D72 ihu(g) = hu(g), v, por tanto, que g = =727 hy (1) # g.

De acuerdo con [2, Satz 1, §2.1], S. es un subespa(no denso de BH; '\ v BH,
estd continuamente contenido en L, ,, y la validez de (10) queda establemda
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La transformacién h, de Hankel es continua de Ly, ,, en L, , ([14, Theorem 3]).
Luego, de (10) sigue
k+1

ST oihu(f), et (25128 vy ke N\ {0},

j=k—1

y, entonces,

gk+1 / 1/p k+1
{/2 b ()P 2+ dy} <C Y huly) # fllpw, k€ N\{0}.

k—1 P
Sumando concluimos que
o] 2i+1 / ’ 1/a
’ q/p
S ([ wrimnwh e ay)

j=1

1
J+1 /4

S (9 [ I )"

j=1

1/q
q
)

< O3 (27l (wy) # £

=0
< CEZY(f).

Aqui, cuando p = 1 las expresiones son entendidas en la forma adecuada.
Andlogamente podemos probar que

1/p’
2 1 o, L,
{/Ih Yy M@} < CESB¥(f).

De este modo hemos mostrado que h, aplica continuamente BH3/* en ﬁ;”;.
Sea ahora f € 7). Observamos que f € L, ;. En efecto, se tiene que

{ [T 1@pasra)”
0
{[ i dx}”p

2J+1

o 1/p 1
+Z / |f 2N+1 dx} 27]
2u+1 p
<{ I dz
0
J+1

A w1l

Cuando ¢ = 1 las expresiones en la iltima linea son entendidas de la forma adecuada.

(2| f ()Pt dx} q/p}1/q.
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Por tanto, h,(f) € Ly, ([14, Theorem 3]).

Tomamos una sucesién (v;);jen de funciones que satisfaga las propiedades (a),
(b) y (c) del Teorema 2.1. En virtud de [14, Theorem 3| y ya que L, , C S., para
cada 1 < r < 0o, podemos escribir que

Hhu(1/)J) # hu(f)Hp/,u = Hhu(wjf)Hp = W)Jﬂ

9J+1

<of [ w@patacy” jen o

p,p

Por tanto, obtenemos
9J+1

(e n ) <l S ([

j=1 j=0 7%

@) e )"}
Un argumento similar nos permite probar que

27 q/pP q
o) # (Dl < € Z/ @ f@lyazet )V

+f /0 Fapatar) "),

Concluimos que hy, aplica continuamente K,/ en BH;‘/’;. O
,

Ya que h,, es una isometria sobre Lo ,, ([14, Theorem 3]) de la proposicién anterior
se deduce inmediatamente la propiedad que sigue.

Corolario 3.1. Sean 1 < g < oo y 0 < a < 1. La transformacion h,, de Hankel es
un isomorfismo de BH3'Y en Ryt

REFERENCIAS

[1] G. Altenburg, Bessel-Transformationen in Rdumen von Grundfunktionen iiber dem Intervall
= (0,00) und deren Dualrdumen, Math. Nachr. 108 (1982), 197-218.

G. Altenburg, Eine Realisierung der Theorie der abstrakten Besov-Réume Bg(A) (s > 0,1 <

q < 00) und der Lebesgue-Raume H; , auf der Grundlage Besselscher Differentialoperatoren,

Z. Anal. Anwendungen 3 (1984), 43— 63.

[3] J. L. Ansorena y O. Blasco, Characterization of weighted Besov spaces, Math. Nachr. 171
(1995), 5-17.

[4] J. J. Betancor, Sobolev spaces associated to Bessel operators and Hankel translations com-
muting operators, Acta Sci. Math. (Szeged) 66 (2000), 227-243.

[5] J. J. Betancor y L. Rodriguez-Mesa, On the Besov-Hankel spaces, J. Math. Soc. Japan 50
(1998), 781-788.

[6] J. J. Betancor y L. Rodriguez-Mesa, Lipschitz-Hankel spaces and partial Hankel integrals, Int.
Transf. Spec. Funct. 7 (1998), 1-12.

[7] J. J. Betancor y L. Rodriguez-Mesa, Lipschitz-Hankel spaces, partial Hankel integrals and
Bochner-Riesz means, Arch. Math. (Basel) 71 (1998), 115-122.

[8] H.-Q. Bui, Bernstein’s theorem and translation invariant operators, Hiroshima Math. J. 11

(1981), 81-96.

1. Cruz, Transformaciones integrales de tipo Laplace y Hankel, Tesis Doctoral, Departamento

de Anilisis Matemdtico, Universidad de La Laguna, 2000.

[10] I. Cruz y J. Rodriguez, On new characterizations of Lipschitz and Besov type spaces, apare-
cerd en Archiv. Math. (Basel).

2

9



(11]
(12]
(13]
(14]
(15]
[16]
(17]
(18]
(19]
(20]
(21]
(22]

(23]

ESPACIOS DE BESOV ASOCIADOS A LA TRANSFORMACION DE HANKEL 675

M. Frazier y B. Jawerth, Decomposition of Besov spaces, Indiana Univ. Math. J. 34 (1985),
T77-799.

J. Gosselin y K. Stempak, A weak type estimate for Fourier-Bessel multipliers, Proc. Amer.
Math. Soc. 106 (1989), 655-662.

D. T. Haimo, Integral equations associated with Hankel convolutions, Trans. Amer. Math.
Soc. 116 (1965), 330-375.

C. S. Herz, On the mean inversion of Fourier and Hankel transforms, Proc. Nat. Acad. Sci.
U.S.A. 40 (1954), 996-999.

C. S. Herz, Lipschitz spaces and Bernstein’s theorem on absolutely convergent Fourier trans-
form, J. Math. Mech. 18 (1968/69), 283-323.

I. I. Hirschman, Jr., Variation diminishing Hankel transforms, J. Analyse Math. 8 (1960/61),
307-336.

J. Lofstrom y J. Peetre, Approximation theorems connected with generalized translations,
Math. Ann. 181 (1969), 255-268.

I. Marrero y J. J. Betancor, Hankel convolution of generalized functions, Rend. Mat. Appl.
(7) 15 (1995), 351-380.

M. A. Mourou y K. Trimeche, Calderén’s reproducing formula associated with the Bessel
operator, J. Math. Anal. Appl. 219 (1998), 97-109.

J. Peetre, New thoughts on Besov spaces, Duke Univ. Math. Ser. n.° 1, Duke University,
Durham, N.C., 1976.

A. Pelczynski y M. Wojciechowski, Molecular decompositions and embedding theorems for
vector-valued Sobolev spaces with gradient norm, Studia Math. 107 (1993), 61-100.

K. Stempak, The Littlewood-Paley theory for the Fourier-Bessel transform, Preprint n.° 45,
Math. Inst., Univ. Wroclaw, Polonia, 1985.

K. Stempak, La théorie de Littlewood-Paley pour la transformation de Fourier-Bessel, C. R.
Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 303 (1986), 15-18.

[24] H. Triebel, Theory of function spaces, Birkhduser, Basel, 1983.
[25] A. H. Zemanian, Generalized integral transformations, Interscience Publishers, Nueva York,

1968.

DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO, UNIVERSIDAD DE LA LAGUNA, 38271 LA LAGUNA

(TENERIFE), ISLAS CANARIAS, SPAIN

Correo electrénico: jbetanco@ull.es, jmendez@ull.es, lrguez@ull.es



