Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 324, 2005 g.

S. P. Hffkalo

VREMENN &YE DEFORMACII STEPENE` VOLNOVOGO OPERATORA 0. Vvedenie

V rabote [1] M. Riss postroil fundamental~nye rexeniØ dlØ stepeneæ volnovogo operatora v vide analogov integralov Rimana–LiuvillØ, nazyvaemyh seæqas potencialami Rissa. Byli naædeny usloviØ, pri kotoryh dlØ fftih operatorov spravedliv princip G¸ægensa: psevdoevklidovo prostranstvo dolßno imet~ qetnu¸ razmernost~, po kraæneæ mere vdvoe prevyxa¸wu¸ stepen~ operatora.

V rabotah [2–4] ustanovleno vypolnenie principa G¸ægensa dlØ proizvol~nyh stepeneæ deformaciæ volnovogo operatora potencialami Kalodßero–Mozera i Lagneze–Xtel~mahera (dlØ ul~tragiperboliqeskogo operatora i ego stepeneæ toße samoe ustanovleno v [5]). Metod issledovaniØ zakl¸qalsØ v postroenii klassiqeskogo anzatca Adamara [6, 4] dlØ deformaciæ volnovogo operatora ili ego analoga dlØ stepeneæ fftih deformaciæ. Pod analogom anzatca ponimaetsØ rØd iz potencialov Rissa, k kotorym primenenen tak nazyvaemyæ operator kosogo prisoedinennogo deæstviØ [7]. “Obryv” rØda-anzatca, i kak sledstvie princip G¸ægensa, dostiga¸tsØ za sqet kalibrovoqnoæ ffkvivalentnosti [7] volnovogo operatora i ego deformacii.

Rezul~taty, svØzannye s potencialami Rissa i ih obobweni- Ømi, naxli primenenie v integral~noæ geometrii [8, 9]. SvØz~ meßdu principom G¸ægensa i zadaqami integral~noæ geometrii obsußdalas~ v [10].

NastoØwaØ rabota sostoit iz dvuh qasteæ. V pervoæ – issleduetsØ vopros ob ffkvivalentnyh preobrazovaniØh operatorov vtorogo porØdka k operatoram, ne soderßawim “treniØ” (pervye proizvodnye). Postanovka takoæ zadaqi obuslovlena invariantnost~¸ principa G¸ægensa otnositel~no fflementarnyh

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke “Fonda sodeæstviØ oteqestvennoæ nauke” i RFFI, proekt No. 05-01-00248. 213

214 S. P. H�KALO preobrazovaniæ i zaimstvovana iz matematiqeskoæ fiziki (sm., naprimer, [11]). VtoraØ qast~ raboty posvØwena postroeni¸ izog¸ægensovyh deformaciæ stepeneæ volnovogo operatora s peremennymi po vremeni kofffficientami.

1. �kvivalentnost~ operatoram bez treniØ 1. Invariant Kottona. Pust~ X – odnosvØznaØ oblast~ v R^{n+1}, n > 1; x = (x^0 = t, x^1, . . . , x^n) ∈ X; ∂i = ∂/∂x^i – operator vzØtiØ

qastnoæ proizvodnoæ po peremennoæ x^i na X.

Na X rassmotrim lineænye differencial~nye operatory vtorogo porØdka

P = g^{ij}(x)∂_i∂_j + b^i(x)∂_i + c(x), g^{ij}(x) = g^{ji}(x), i, j = 0, . . . , n, (1.1.1)

det(g^{ij}) ≠ 0, s gladkimi kofffficientami (odnovremennoæ naliqie odinakovogo verhnego i nißnego indeksov oznaqaet summirovanie).

Kofffficienty glavnoæ qasti operatora P poroßda¸t n-mer-noe rimanovo mnogoobrazie s metriqeskim tenzorom ( g^{ij} (x) ) i metriqeskoæ formoæ ds^2 = g_{ij}(x) dx^i ∧ dx^j, gde g^{ij} (x)g_{jk}(x) = δ_{ik}, δ_{ik} – simvol Kronekkera.

Opredelenie ([3]). Operator P nazyvaetsØ g¸ægenvovym opera-

torom (operator udovletvorØet principu G¸ægensa), esli korazmernost~ nositelØ ego glavnogo fundamental~nogo rexeniØ ravna edinice.

Opredelenie ([4]). Dva operatora P1 i P2 na X nazyva¸tsØ ffkvi-

valentnymi (P_1 ≃ P_2), esli odin iz nih poluqaetsØ iz drugogo putem fflementarnyh preobrazovaniæ:

1. NevyroßdennaØ zamena peremennyh: x → x̃ = {ψ^i(x)}^n_{i=0}; 2. Umnoßenie operatora na nenulevu¸ funkci¸: P → μ(x) P α(x)

Sledu¸wee predloßenie ustanavlivaet invariantnost~ principa G¸¸ægensa otnositel~no fflementarnyh preobrazovaniæ.

VREMENNYE DEFORMACII STEPENE` 215

Predloßenie ([4]). Pust~ operator P1 – g¸ægensov. Esli P1 ≃

P_2, to operator P_2 takße g¸ægensov.

Dalee, pust~

Γ^i_{jk} = 1 2 g^{im} (∂_kg_{mi} + ∂_j g_{mk} − ∂_mg_{jk}) , R_{ij} = ∂_j Γ^k_{ik} − ∂_kΓ^k_{ij} + Γ^s_{ik}Γ^k_{js} − Γ^s_{ij}Γ^k_{sk}

– simvoly KristofelØ i tenzor Riqqi, sootvetstvenno; R = g^{ij} R_{ij} – skalØrnaØ krivizna mnogoobraziØ X.

Opredelenie ([12, 11]). Invariantom Kottona operatora P na-

zyvaetsØ funkciØ

H_P = − 1 2 a^i_{,i} − 1 4 a^ia_i − n − 2 4(n − 1) R + c, (1.1.2) gde a^i = b^i + g^{jk}Γ^i_{jk}; a^i_{,j} = ∂_ja^i + a^kΓ^i_{kj}; a_i = g_{ij}a^j. (1.1.3)

Invariant Kottona (1.1.2) obladaet sledu¸wim vaßnym svoæstvom.

Utverßdenie. Pust~ P1 – odnorodnyæ differencial~nyæ opera-

tor vtorogo porØdka s postoØnnymi kofffficientami. Esli H_{P2} ≢ 0, to operatory P_1 i P_2 ne ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku dlØ operatora P1 vypolneny uslo-

viØ b^i = 0, c = 0, Γ^i_{jk} = 0, to H_{P1} = 0. Esli P_1 ≃ P_2, to oqevidno, qto H_{P1} i H_{P2} otliqa¸tsØ na nenulevoæ mnoßitel~. Poslednee protivoreqit uslovi¸.

2. Dostatoqnye usloviØ ffkvivalentnosti operatoram bez treniØ. Pust~ α(x) – funkciØ, pokoordinatno differenciru-

emaØ na X. Rassmotrim sistemu uravneniæ pervogo porØdka, poroßdennu¸ kofffficientami operatora (1.1.1): α^′_i ≡ ∂_iα(x) = − 1 2 b_i(x), i = 0, 1, . . . , n. (1.2.1)

216 S. P. H�KALO

Predloßenie. Integraruemost~ sistemy (1.2.1) ravnosil~na

vypolneni¸ sledu¸wih ravenstv K_{ij} := ∂_i b_j(x) − ∂_j b_i(x) = 0, 0 6 i < j 6 n. (1.2.2)

Dokazatel~stvo. Esli sistema (1.2.1) integriruema, to v silu

gladkosti fflementov b_i = g_{ij}b^j, imeem K_{ij} = −2∂_iα^′_j + 2∂_jα^′_i = 2(α^{′′}_{ij} − α^{′′}_{ji}) = 0.

Pust~ teper~ K_{ij} = 0, togda differencial~naØ 1-forma, poroßdennaØ pravoæ qast~¸ sistemy (1.2.1) ω = − 1 2 b_i(x) dx^i, ØvlØetsØ zamknutoæ. Deæstvitel~no, dω = − 1 2 db_i(x) ∧ dx^i = − 1 2 ∂_j b_i(x) dx^j ∧ dx^i = − 1 2 ∑ 06i<j6n^{(∂ibj (x) − ∂j bi(x)) dx} j ∧ dx^i = − 1 2 ∑ 06i<j6n^{Kij dx} j ∧ dx^i = 0. Dalee, poskol~ku oblast~ X odnosvØzna, to po teoreme Puankare [13], forma ω ØvlØetsØ toqnoæ. Takim obrazom, suwestvuet differencial~naØ 0-forma α(x), takaØ qto dα(x) = ω i α^′_i(x) = −^1_2 b_i(x). Predloßenie dokazano.

Oboznaqim qerez Γ^i = g^{jk}Γ^i_{jk}, togda imeet mesto

Lemma. Spravedlivo ravenstvo

a^kΓ^i_{ki} + a_iΓ^i = a^kg^{ij}∂_j g_{ik}. (1.2.3)

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno imeem

a^kΓ^i_{ki} + a_iΓ^i − a^kg^{ij}∂_j g_{ik} = a^k ( Γ^i_{ki} + g_{ik}Γ^i − g^{ij}∂_j g_{ik} ) =a^k ( 1 2 g^{ij} ∂_k g_{ij} + ( g^{ij}∂_i g_{kj} − 1 2 g^{ij} ∂_k g_{ij} ) − g^{ij} ∂_j g_{ik} )

=a^k ( g^{ij} ∂_i g_{kj} − g^{ij}∂_j g_{ik} ) = 0.

VREMENNYE DEFORMACII STEPENE` 217

Predloßenie. Esli kofffficienty operatora (1.1.1) udovletvo-

rØ¸t usloviØm (1.2.2), to P ≃ g^{ij} (x)∂_i∂_j + Q(x), (1.2.4) gde Q(x) = − 1 2 a^i_{,i} − 1 4 a^ia_i + c + 1 2 g^{ij} ∂_i ( g_{jk}Γ^k ) − 1 2 g_{ij}Γ^iΓ^j.

Dokazatel~stvo. V silu usloviæ (1.2.2) na X suwestvuet funk-

ciØ α(x), udovletvorØ¸waØ sisteme (1.2.1). Otkuda, uqityvaØ ravenstvo g_{ij}g^{jk} = δ_{ik}, poluqaem g^{ij} (x)α^′_j(x) = − 1 2 b^i(x). Dalee

P e^{α(x)} = e^{α(x)} g^{ij} (x)∂_i∂_j + e^{α(x)} ( 2g^{ij}(x)α^′_j(x) + b^i(x) ) ∂_i +e^{α(x)} ( g^{ij} (x)α^{′′}_{ij}(x) + g^{ij} (x)α^′_i(x)α^′_j(x) + b^i(x)α^′_i(x) + c(x) ) . Takim obrazom,

P e^{α(x)} = e^{α(x)} ( g^{ij}(x)∂_i∂_j + Q(x) ) , gde Q(x) = g^{ij} (x) ( α^{′′}_{ij}(x) + α^′_i(x)α^′_j(x) ) + b^i(x)α^′_i(x) + c(x).

Poskol~ku

a_i = b_i + g_{ij}Γ^j ; α^′_i = − 1 2 a_i + 1 2 g_{ij}Γ^j ;

b^iα^′_i = − 1 2 a^ia_i + a_iΓ^i − 1 2 g_{ij}Γ^iΓ^j;

g^{ij} α^′_i(x)α^′_j(x) = 1 4 a^ia_i − 1 2 a_iΓ^i + 1 4 g_{ij}Γ^iΓ^j ; g^{ij} (x)α^{′′}_{ij} = − 1 2 g^{ij}∂_j a_i + 1 2 g^{ij} g_{ik}∂_j Γ^k + 1 2 g^{ij}∂_j g_{ik}Γ^k = − 1 2 g^{ij} ( g_{ik}∂_j a^k + a^k∂_j g_{ik} ) + 1 2 ∂_iΓ^i + 1 2 g^{ij} ∂_jg_{ik}Γ^k = − 1 2 ∂_ia^i − 1 2 g^{ij}a^k∂_jg_{ik} + 1 2 g^{ij}∂_j g_{ik}Γ^k,

218 S. P. H�KALO to Q(x) = − 1 2 a^i_{,i} − 1 4 a^ia_i + c + 1 2 g^{ij}∂_i ( g_{jk}Γ^k ) − 1 2 g_{ij}Γ^iΓ^j + 1 2 ( a^kΓ^i_{ki} + a_iΓ^i − a^kg^{ij} ∂_jg_{ik} ) . V rezul~tate, po formule (1.2.3), predloßenie dokazano.

Sledstvie. Esli operator P udovletvorØet usloviØm (1.2.2), to

suwestvuet pokoordinatno dvaßdy differenciruemaØ funkciØ α(x), takaØ qto e^{−α(x)}P e^{α(x)} = g^{ij}(x)∂_i∂_j + Q(x). (1.2.5)

Sledstvie. Pust~ P – operator s postoØnnym metriqeskim

tenzorom i dlØ nego vypolnØ¸tsØ usloviØ (1.2.2), togda P ≃ g^{ij}(x)∂_i∂_j + H_P , gde invariant Kottona (1.1.2) prinimaet vid

H_P = − 1 2 ∂_i b^i(x) − 1 4 b^i(x)b_i(x) + c(x). Dokazatel~stvo. Iz usloviæ (1.1.2) sleduet, qto P ≃ g^{ij} (x)∂_i∂_j + Q(x), gde v silu postoØnstva metriqeskogo tenzora Q(x) = − 1 2 a^i_{,i} − 1 4 a^ia_i + c. Sootvetstvu¸wee P rimanovo prostranstvo imeet nulevye simvoly KristofelØ i tenzor Riqqi i, sledovatel~no, nulevu¸ skalØrnu¸ kriviznu. Takim obrazom, Q(x) = H_P , g^{ij} = const .

Dokazatel~stvo zaverxeno.

Oboznaqim qerez E^{(p)}_≃ (ξ, x) fundamental~noe rexenie operatora P^p_≃, p ∈ N, sosredotoqennoe v toqke ξ ∈ X, to est~ P^p_≃E^{(p)}_≃ (ξ, x) = δ_ξ (x) ≡ δ(x − ξ). Zdes~ P_≃ = g^{ij} (x)∂_i∂_j + Q(x) i δ – del~ta-funkciØ Diraka.

VREMENNYE DEFORMACII STEPENE` 219

Predloßenie. Fundamental~noe rexenie operatora P^p, p ∈ N,

udovletvorØ¸wego usloviØm (1.2.2), imeet vid E_Pp (ξ, x) = e^{α(x)−α(ξ)}E^{(p)}_≃ (ξ, x), gde α(x) – rexenie sistemy (1.2.1).

Dokazatel~stvo. V silu ravenstva (1.2.5) imeem

e^{−α(x)}P^pe^{α(x)} = ( e^{−α(x)}Pe^{α(x)} )_p = ( g^{ij} ∂_i∂_j + Q(x) )_p = P^p_≃. Takim obrazom, P^pE_Pp (ξ, x) = e^{−α(ξ)}P^p ( e^{α(x)}E^{(p)}_≃ (ξ, x) )

= e^{α(x)−α(ξ)}P^p_≃E^{(p)}_≃ (ξ, x) = e^{α(x)−α(ξ)} δ_ξ (x) = δ_ξ (x).

Dokazatel~stvo zaverxeno.

Privedem primery deformaciæ volnovogo operatora

� = ∂^2_t − ∂^2_1 − . . . − ∂^2_n

na R^{1+n}, dlØ kotoryh spravedlivy usloviØ (1.2.2):

1. P = � − 2 t + x^1

(∂_t − ∂_1), H_P = 0, E_P (ξ, x) = t + x^1 ξ^0 + ξ^1 E�^{(ξ, x);}

2. P = � − 4t t^2 − (x^1)^2 ∂_t − 4x^1 t^2 − (x^1)^2

∂_1 + 4 t^2 − (x^1)^2 − 2 t^2 ,

H_P = − 2 t^2 , E_P (ξ, x) = t^2 − (x^1)^2 (ξ^0)^2 − (ξ^1)^2 E�−2/t^{2 (ξ, x).} (˚vnyæ vid fundamental~nyh rexeniæ E�(ξ, x) i E�_{−2/t}2(ξ, x) moßno naæti, naprimer, v [2, 3] ili sm. niße.)

220 S. P. H�KALO

2. Vremenn&ye deformacii stepeneæ volnovogo operatora 1. Algebra Rissa nad kol~com celyh qisel, sootvetstvu¸- waØ volnovomu operatoru. V fftom punkte privodØtsØ neobho-

dimye rezul~taty, faktiqeski izloßennye v [14].

Pust~ γ(t, x) = t^2 − (x^1)^2 − . . . − (x^n)^2.

ObobwennaØ funkciØ γ^λ_+ pri Re λ > −1 opredelena integralom ( γ^λ_+, φ ) = ∫ γ>0 γ^λ(t, x)φ(t, x)dtdx, λ ∈ C . Zdes~ φ – osnovnaØ funkciØ na R^{1+n} (beskoneqno differenciruemaØ funkciØ s kompaktnym nositelem ili s bystro ubyva¸wimi proizvodnymi).

Vvedem kompleksno-parametriqeskoe semeæstvo

Φ^{(λ)}_+ (t, x) = 1 4^λ π^{(n−1)/2} · γ^{λ−(n+1)/2} + Γ(λ)Γ ( λ −^{n−1}_2 ) (2.1.1) celyh po λ obobwennyh funkciæ.

Pust~ S^n – sfera v R^n. DlØ proizvol~noæ osnovnoæ funkcii φ poloßim

φ_0(t, r) = ∫ S^n φ(t, √ rω)dω. Poskol~ku ∫ S^n φ(t, (− √ r)ω)dω = ∫ S^n φ(t, √ rω)dω, to po lemme Treva (sm. [15], lemma 5.4, str. 65) funkciØ φ_0(t, r) budet osnovnoæ na R^2.

Opredelenie. s-oæ proizvodnoæ δ^{(s)}(γ) del~ta-funkcii poverhno-

sti γ = 0 nazyvaetsØ funkcional ( δ^{(s)}(γ), φ ) = 2^{2s−n} π^{(n−1)/2} +∞∫ −∞ |t|^{−1} ∂^s ∂r^s [ r^{(n−2)/2}φ_0(t, r) ]| |_{r=t2} dt.

VREMENNYE DEFORMACII STEPENE` 221

Predloßenie. Pri neqetnyh n, dlØ natural~nyh p 6^{n+1}_2 imeet

mesto ravenstvo

Φ^{(p)}_+ (t, x) = 1 (p − 1)! δ^{((n−1)/2−p)}(γ). (2.1.2) Pust~ β(τ, y) = τ^2−(y^1 )^2−. . .−(y^n)^2 i β^λ_± – obobwennye funkcii, otveqa¸wie obyqnym funkciØm

β^λ_+ = { β^λ, β > 0, 0, β < 0; β^λ_− = { 0, β > 0, (−β)^λ, β < 0. . Predloßenie. Preobrazovanie Fur~e F^(Φ^λ_+^) funkcionala Φ^λ_+

imeet vid F ( Φ^λ_+ ) = cos(πλ) · β^{−λ}_+ + β^{−λ}_− . (2.1.3)

Teorema. Semeæstvo raspredeleniæ (2.1.1) poroßdaet svertoq-

nu¸ algebru Rissa R(Z), otveqa¸wu¸ volnovomu operatoru:

Φ^{(0)}_+ = δ,

� Φ^{(λ)}_+ = Φ^{(λ−1)}_+ ,

Φ^{(λ)}_+ ∗ Φ^{(μ)}_+ = Φ^{(λ+μ)}_+ , λ, μ ∈ Z.

(2.1.4)

Pri fftom supp Φ^{(λ)}_+ ⊂ {γ > 0}.

Dokazatel~stvo. Pokaßem, qto preobrazovanie Fur~e razno-

steæ meßdu levoæ i pravoæ qastØmi formul – nulevye. F ( Φ^{(0)}_+ − δ ) = β^0_+ + β^0_− − 1 = 1 − 1 = 0; F (

� Φ^{(λ)}_+ − Φ^{(λ−1)}_+^) =−β ·^(cos(πλ) · β^{−λ}_+ + β^{−λ}_−^)

− cos(π(λ − 1)) · β^{−λ+1}_+ + β^{−λ+1}_−

=− (cos(πλ) − cos(π(λ − 1))) β^{−λ+1}_+ = 0; F ( Φ^{(λ)}_+ ∗ Φ^{(μ)}_+ − Φ^{(λ+μ)}_+ ) = F ( Φ^{(λ)}_+ ) F ( Φ^{(μ)}_+ ) − F ( Φ^{(λ+μ)} + ) = cos(πλ) cos(πμ) · β^{−λ−μ}_+ − β^{−λ−μ}_− − ( cos(π(λ + μ)) · β^{−λ−μ}_+ − β^{−λ−μ}_− ) = sin(πλ) sin(πμ)β^{−λ−μ}_+ = 0, λ, μ ∈ Z.

222 S. P. H�KALO

Zameqanie. Potencialy Rissa v psevdoevklidovom prostranstve

[1, 8] opredelØ¸tsØ pri pomowi svertki I^λφ(τ, y) ≡ Φ^{(λ)}_+ ∗ φ(τ, y) = 1 4^λ π^{(n−1)/2}

× ∫ γ>0 γ^{λ− n+12} Γ(λ)Γ ( λ −^{n−1}_2 ) φ(τ − t, y − x) dtdx.

Po analogii s (2.1.4) dlØ nih spravedlivy ravenstva I^0φ(τ, y) = φ(τ, y),

�^(I^λφ^) (τ, y) = I^λ (�φ) (τ, y) = I^{λ−1}φ(τ, y),

I^λI^μφ(τ, y) = I^{λ+μ}φ(τ, y), λ ili μ ∈ Z. (2.15)

2. Kalibrovoqno ffkvivalentnye obyknovennye differencial~nye operatory. V fftom punkte budut izloßeny osnovnye

rezul~taty raboty [16].

Opredelenie ([7]). Operatorom kosogo prisoedinennogo deæstviØ

nazyvaetsØ formal~nyæ operator, zadannyæ rekurrentnym sootnoxeniem ad^k_{A,B} C = ad^{k−1}_{A,B} (AC − CB), ad^0_{A,B} C = C, k = 1, 2, . . . . Opredelenie ([3]). Operator P2 nazyvaetsØ M -kalibrovoqno

ffkvivalentnym operatoru P_1 na R, esli naædutsØ nenulevaØ funkciØ f i natural~noe qislo M takie, qto vypolneno ravenstvo

ad^{M+1}_{P2,P1} f = 0.

Pust~ A_k = const, d^k_t = d^k/dt^k, k = 0, 1, . . . , N ; (m, p) = m(m + 1) · · · (m + p − 1) – simvol Pohgammera (p, m ∈ N), (_p k ) – binomial~nyæ kofffficient.

VREMENNYE DEFORMACII STEPENE` 223

Na R vvedem operatory

L_0 = N∑ k=0 A_k d^k_t , N > 2,

(2.2.1)

L_m = L_0 + N−2∑ k=0 (_{N−k} ∑ p=2 (−1)^{p−1}(p − 1) ( p + k k ) (m, p) t^p A_{p+k} ) d^k_t . Teorema ([16]). Obyknovennyæ differencial~nyæ operator Lm

porØdka N ØvlØetsØ m−kalibrovoqno ffkvivalentnym operatoru L_0:

ad^{m+1}_{Lm ,L0} t^m = 0. (2.2.2)

Shema dokazatel~stva. Moßno neposredstvenno pokazat~, qto

dlØ l¸bogo k = 1, . . . , m ime¸t mesto 1-kalibrovoqnye ffkvivalentnosti ad^{1+1}_{Lk,Lk}�_1 t = 0.

Iz fftih ravenstv sleduet spleta¸wee sootnoxenie so spektral~nym parametrom τ ∈ R:

(∂_τ − L_m) T^m_τ (t) = T^m_τ (t) (∂_τ − L_0) ,

T^m_τ (t) = m∏ k=1 ( t + τ ad_{Lm}�_{k+1 ,Lm}�_k t ) . �to spleta¸wee sootnoxenie i vleqet ravenstvo (2.2.2).

Zameqanie. Operatory L0 i Lm iz (2.2.1) moßno rassmatrivat~

kak operatory na R^{1+n}, gde v roli A_k berutsØ differencial~nye operatory A_k = A_k(∂_x) na R^n s postoØnnymi kofffficientami.

3. Vremenn&ye deformacii stepeneæ volnovogo operatora. Na

R^{1+n} rassmotrim deformacii stepeneæ volnovogo operatora s

peremennymi po vremeni kofffficientami xtel~maherovskogo tipa:

L_{m,N} = �^N + (−1)^N 2N−2∑ k=0 N∑ p=1+[^k+12 ] c_{p,k,N} t^{2p−k} Δ^{N−p} ∂^k_t , (2.3.1)

224 S. P. H�KALO c_{p,k,N} = (−1)^{p+k+1}(2p − k − 1) ( 2p k )( N p ) (m, 2p − k). Zdes~ m = 0, 1, . . .; N = 1, 2, . . .; [·] – celaØ qast~ qisla; (_· · ) – binomial~nyæ kofffficient; (·, ·) – simvol Pohgammera; Δ = ∂^2_1 + . . . + ∂^2_n – operator Laplasa na R^n.

Privedem neskol~ko primerov takogo roda deformaciæ i ukaßem ih fundamental~nye rexeniØ.

Primer 1. (DeformaciØ Xtel~mahera [17, 4, 3].) Pust~ N = 1,

togda L_{m,1} = � − m(m + 1)

t^2 . Pri m = 1 i n = 5 fundamental~noe rexenie operatora L_{1,1} imeet vid

E_{L1,1} (t − ξ^0, x − ξ) = 2 ξ^0 t δ(γ) + δ^′(γ), γ = γ(t − ξ^0, x − ξ). Primer 2. Pust~ N = 2, togda

L_{m,2} = �^2 −

2m(m + 1) t^2 � − 4m(m + 1)

t^2

∂^2_t

+ 8m(m + 1)(m + 2) t^3 ∂_t − 3m(m + 1)(m + 2)(m + 3) t^4 . Pri m = 1 i n = 9 ego fundamental~noe rexenie imeet vid E_{L1,2}(t − ξ^0, x − ξ) = 1 ξ^0 ( 4 t^3 δ(γ) + 2(t + 3ξ^0) 3t^2 δ^′(γ) + t^2 + ξ^0t + (ξ^0)^2 3t δ^{′′}(γ) ) . Zameqanie. V primere 2 privedena izog¸ægensova deformaciØ

kvadrata volnovogo operatora. �ta deformaciØ otliqaetsØ ot izog¸ægensovoæ deformacii [2, 3]

L_∗ = �^2 −

2m(m + 1) t^2 � + 4m(m + 1) t^3 ∂_t − (m − 2)m(m + 1)(m + 3) t^4 , ØvlØ¸weæsØ vtoroæ stepen~¸ deformacii volnovogo operatora potencialom Xtel~mahera:

L_∗ = (

� −^{m(m + 1)}_{t2}^{)2} .

VREMENNYE DEFORMACII STEPENE` 225

Lemma. Operator

D_m = 1 (ξ^0)^m m∑ s=0 (−1)^s s! ( ad^s_{Lm,N ,}�N t^m ) ∂s ∂ζ^s , ζ ∈ R, so spektral~nym parametrom ζ ØvlØetsØ spleta¸wim dlØ operatorov L_{m,N} − ζ i �^N − ζ na R^{1+n} × R: (L_{m,N} − ζ)^p D_m = D_m (�^N − ζ^{)p} , p ∈ N. (2.3.2) Dokazatel~stvo. Pust~ [A, B] = AB − BA, togda J ≡ (L_{m,N} − ζ) D_m − D_m (�^N − ζ^) = ad_{Lm,N ,}�N Dm + [Dm, ζ]. Poskol~ku [D_m, ζ] = − 1 (ξ^0)^m m−1∑ s=0 (−1)^s s! ( ad^{s+1}_{Lm,N ,}�_N t^m ) ∂s ∂ζ^s ,

ad_{Lm,N ,}�N D_m = 1 (ξ^0)^m m∑ s=0 (−1)^s s! ( ad^{s+1}_{Lm,N ,}�_N t^m ) ∂s ∂ζ^s , to J = (−1)^m (ξ^0)^m m!

ad^{m+1}_{Lm,N ,}�_N t^m.

Dalee, v silu postroeniØ, operator L_{m,N} (2.3.1) moßet byt~ predstavlen v vide (2.2.1), gde

L_0 ≡ �^N = 2N∑ k=0 A_k ∂^k_t ,

A_k = (−1)^{N−k/2} ( N k/2 ) Δ^{N−k/2}, k = 2p,

0, k = 2p − 1, p = 0, . . . , N.

Takim obrazom, po (2.2.2) imeem J = 0. Lemma dokazana.

Dalee, dlØ λ ∈ C rassmotrim mnogoqlen (po spektral~nomu parametru ζ) vysokoæ stepeni s kofffficientami iz svertoqnoæ algebry Rissa R(Z) (2.1.4)

Φ^{(λ)}_+ (t − ξ^0, x − ξ; ζ) = <∞∑ k=0 (λ, k) k! Φ^{(N(λ+k))} + (t − ξ^0, x − ξ) ζ^k, gde (λ, k) – simvol Pohgammera.

226 S. P. H�KALO

Teorema. Kompleksno-parametriqeskoe semeæstvo celyh po λ ∈

C obobwennyh funkciæ

Φ^{(λ)}_m (t − ξ^0, x − ξ) = D_mΦ^{(λ)}_+ (t − ξ^0, x − ξ; ζ) | | |_{ζ=0} (2.3.3)

poroßdaet Ødro Rissa operatora L_{m,N} :

L_{m,N} Φ^{(λ)}_m = Φ^{(λ−1)}_m , Φ^{(0)}_m = δ(t − ξ^0, x − ξ),

supp Φ^{(λ)}_m = {γ(t − ξ^0, x − ξ) > 0}.

Shema dokazatel~stva. ˚sno, qto

L_{m,N} Φ^{(λ)}_m = (L_{m,N} − ζ)Φ^{(λ)}_m | | |_{ζ=0} = (L_{m,N} − ζ)D_mΦ^{(λ)}_+ (t − ξ^0, x − ξ; ζ) | | |_{ζ=0} .

Po formule (2.3.2) imeem

L_{m,N} Φ^{(λ)}_m = D_m

(�^N − ζ^) Φ^{(λ)}_+ (t − ξ^0, x − ξ; ζ)^|_{ζ=0} .

Dalee, ispol~zuØ svoæstva algebry Rissa R(Z) (2.1.4), poluqaem L_{m,N} Φ^{(λ)}_m = Φ^{(λ−1)}_m , Φ^{(0)}_m = δ(t − ξ^0, x − ξ).

Sledstvie. Fundamental~noe rexenie operatora L^p_{m,N} ,

p = 1, 2, . . ., imeet vid E_L^p_{m,N} (t − ξ^0, x − ξ) = 1 (ξ^0)^m m∑ s=0 (−1)^s (p, s) s! ( ad^s_{Lm,N ,}�N t^m ) Φ^{(N(p+s))} + (t − ξ^0, x − ξ). Sledstvie. Pri neqetnyh n, udovletvorØ¸wih uslovi¸ n > 2N (m + p) + 1,

dlØ operatora L^p_{m,N} vypolnen princip G¸ægensa: glavnoe fundamental~noe rexenie fftogo operatora imeet vid E_L^p_{m,N} (t − ξ^0, x − ξ) = 1 (ξ^0)^m m∑ s=0 (−1)^s (p, s) s! (N (p + s) − 1)! ( ad^s_{Lm,N ,}�N t^m ) δ^{((n−1)/2−N(p+s))}(γ)

VREMENNYE DEFORMACII STEPENE` 227 i supp E_Lp_{m,N} (t − ξ^0, x − ξ) = { (t, x) ∈ R^{1+n} | | γ(t − ξ^0, x − ξ) = 0} , codim ( supp E_Lp_{m,N} (t − ξ^0, x − ξ) ) = 1.

Literatura

1. M. Riesz, L’integrale de Riemann-Liouville et le probleme de Cauchi. — Acta

Math. 81, (1949), 1–223.

2. Y. Berest, Y. Molchanov, Fundamental solution for partial differential equations

with reflection group invariance. — J. Math. Phis. 36(8) (1995), 4324–4339.

3. ı. ı. Berest, A. P. Veselov, Princip G¸ægensa i integriruemost~. — UMN 49, 6(300) (1994), 8–78.

4. N. H. Ibragimov, A. O. OganesØn, IerarhiØ g¸ægensovyh uravneniæ v prostranstvah s netrivial~noæ konformnoæ gruppoæ. — UMN 46, v. 3(278) (1991), 111–146.

5. S. P. Hffkalo, Izog¸ægensovy deformacii ul~tragiperboliqeskogo operatora. — Zap. nauqn. semin. POMI 285 (2002), 207–223.

6. V. M. Babiq, Anzatc Adamara, ego analogi, obobweniØ, priloßeniØ. — Algebra i analiz 3, v. 5 (1991), 1–37.

7. Y. Berest, Hierarchies of Huygens’ Operators and Hadamard’s Conjecture. —

Acta Appl. Math. 53 (1998), 125–185.

8. V. I.SemØnistyæ, Nekotorye zadaqi integral~noæ geometrii v psevdoevklidovyh i neevklidovyh prostranstvah. — MGU, Trudy sem. po vekt. i tenz. an. 13 (1963), 244–302.

9. B. Rubin, Zeta integrals and integral geometry in the spase of rectangular ma-

trices. — Preprint, The Hebrew Univ. of Jerusalem, March (2004), 1–49.

10. I. M. Gel~fand, S. G. Gindikin, M. I. Graev, Izbrannye zadaqi integral~noæ geometrii. — Dobrosvet, M. (2000).

11. N. H. Ibragimov, Gruppy preobrazovaniæ v matematiqeskoæ fizike. — Fizmatgiz, M. (1983).

12. E. Cotton, Sur les invariants differentieles de quelques equations lineaires aux

de rivees partielles du second ordre. — Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 17 (1900), 211 – 244.

13. V. A. Zoriq, Matematiqeskiæ analiz. T. 2 — Nauka, M. (1984). 14. I. M. Gel~fand, G. E. Xilov, Obobwennye funkcii i deæstviØ nad nimi., Vyp. 1 — Fizmatgiz, M. (1985).

15. ȷ. Trev, Lekcii po lineænym uravneniØm v qastnyh proizvodnyh s postoØnnymi kofffficientami. — Mir, M. (1965).

16. S. P. Hffkalo, Kalibrovoqno ffkvivalentnye deformacii obyknovennyh lineænyh differencial~nyh operatorov s postoØnnymi kofffficientami. — Zap. nauqn. semin. POMI 308 (2004), 235–251.

17. J. E. Lagnese, K. L. Stellmacher, A method of generating classes of Huygens’

operators. — J. Math. Mech. 17, No. 5 (1967), 461–472.

228 S. P. H�KALO

Khekalo S.P. Temporary deformations of degrees of the wave operator. The conditions at which the linear differential operators of the second order are equivalent to operators not containing of “friction” (first partial derivatives) are investigated. One can construct iso-Huygens deformations for degrees of the wave operator with time-dependent coefficients. The fundamental solutions of these deformations and conditions, at which the Huygens principle holds are found.

Postupilo 5 fevralØ 2005 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: khekalo@pdmi.ras.ru