Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 318, 2004 g.

R. S. Saks

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI DL˚ OPERATORA ROTOR I OPERATORA STOKSA S PERIODIQESKIMI KRAEVYMI USLOVI˚MI

PosvØwaetsØ pamØti Ol~gi Aleksandrovny Ladyßenskoæ

1. Vvedenie

Rabota posvØwena izuqeni¸ spektra operatorov rotora i Stoksa v kube Q na funkciØh, udovletvorØ¸wih uslovi¸ periodiqnosti. Zdes~ qerez Q oboznaqeno mnoßestvo (0, 2π)^3 – kub s rebrom 2π.

Operatory vihrØ, gradienta i divergencii ØvlØ¸tsØ osnovnymi operatorami matematiqeskogo analiza. Sobstvennye vektor-funkcii operatora rot v kube s usloviem periodiqnosti, sootvetstvu¸wie minimal~nomu nenulevomu sobstvennomu znaqeni¸, izvestny. Oni vstreqa¸tsØ v rabotah po fizike i mehanike. Otmetim, naprimer, raboty V. I. Arnol~da [1–3], M. �nona [7], a takße uqebniki V. S. Vladimirova [5], V. A. Zoriqa [6] i B. V. Xabata [15]. V rabote B. R. Vaænberga i V. V. Gruxina [4] operator rot + I privoditsØ kak primer operatora (privodimogo k fflliptiqeskomu) iz klassa, izuqennogo avtorami. Iz ih teoremy vytekaet, qto na l¸bom gladkom mnogoobrazii bez kraØ fftot operator ØvlØetsØ neterovym v sootvetstvu¸wih prostranstvah Soboleva. Kraevye zadaqi dlØ operatora rot +λI pri λ ≠ 0 izuqalis~ v rabotah R. S. Saksa [10–12]. Spektral~naØ zadaqa v xare dlØ fftogo operatora byla izuqena v rabote [13].

Cel~¸ nastoØweæ raboty ØvlØetsØ nahoßdenie vseh sobstvennyh znaqeniæ i vseh periodiqeskih sobstvennyh vektor-funkciæ operatorov vihrØ i Stoksa. Kratkoe izloßenie pervoæ qasti fftoæ raboty bylo predstavleno na meßdunarodnom seminare

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI 02-01-01167, 03-07- 90077 i programmy Prezidiuma RAN No. 17. 246

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 247 “Metody funkcional~nogo analiza i teorii funkciæ v razliqnyh zadaqah matematiqeskoæ fiziki” [14], a takße na meßdunarodnyh konferenciØh.

OkazyvaetsØ, qto spektr rotora sostoit iz qisel, kvadraty kotoryh ravny kvadratam dlin celoqislennyh vektorov, i tem samym on predstavlØet soboæ diskretnoe beskoneqnoe sqetnoe mnoßestvo. Prostyh toqek spektra net. Toqka λ = 0 imeet beskoneqnu¸ kratnost~. Vse ostal~nye toqki spektra ime¸t koneqnu¸ kratnost~, ne men~xu¸ xesti. Kratnost~ sobstvennogo znaqeniØ λ ravna qislu uzlov celoqislennoæ rexetki, leßawih na sfere radiusa |λ|, ffto qislo oboznaqim qerez –(|λ|). Sobstvennye vektor-funkcii vyqislØ¸tsØ Øvno.

Oboznaqim qerez L_2(Q, 2π) prostranstvo 2π-periodiqeskih vektor-funkciæ, integriruemyh s kvadratom na kube Q, a qerez L^0_2(Q) pereseqenie prostranstva L_2(Q, 2π) s Ødrom operatora rotor. Bazis fftogo podprostranstva sostoit iz vektorfunkciæ {ke^{ik·x}}, esli k ∈ Z^3 \ {0}, i bazisnyh vektorov e_1, e_2,

e_3, esli k = 0.

Koneqnomernye podprostranstva v L_2(Q, 2π), obrazovannye sobstvennymi vektor-funkciØmi operatora rotor, otveqa¸wimi sobstvennym znaqeniØm ±|k|, oboznaqim qerez L^{±|k|}_2 (Q). �ti giperploskosti vzaimnoortogonal~ny v L_2(Q, 2π), ih razmernosti sovpada¸t i ravny –(|k|).

Oboznaqim qerez L^±_2 (Q) ob¨edineniØ giperploskosteæ L^{±|k|}_2 (Q) pri vseh |k| > 0. �to beskoneqnomernye podprostranstva v L_2(Q), kotorye takße vzaimnoortogonal~ny i ortogonal~ny podprostranstvu L^0_2(Q). My dokazyvaem, qto prostranstvo L_2(Q), razlagaetsØ v prØmu¸ summu treh vzaimno ortogonal~nyh podprostranstv:

L_2(Q, 2π) = L^0_2(Q) ⊕ L^+_2 (Q) ⊕ L^−_2 (Q).

�to oznaqaet, qto l¸baØ vektor-funkciØ f(x) iz L_2(Q, 2π) moßet byt~ predstavlena v vide summy treh vektor-funkciæ:

f(x) = f^0(x) + f^+(x) + f^−(x),

gde f^0(x) ∈ L^0_2(Q), a f^±(x) ∈ L^±_2 (Q).

Ispol~zuØ razloßenie funkcii f(x) v kompleksnyæ rØd Fur~e, my poluqaem razloßenie funkcii v rØdy po bazisnym funkciØm podprostranstv L^0_2(Q), L^+_2 (Q), L^−_2 (Q).

248 R. S. SAKS

V §5.3 privoditsØ diagramma kratnosti sobstvennyh znaqeniæ, men~xih vos~mi, sostavlennaØ na osnove programmy, napisannoæ ı. N. PolØkovym.

V §6 privoditsØ rexenie uravneniØ

rot u + λu = f

v prostranstve L_2(Q, 2π) pri l¸bom zadannom kompleksnom qisle λ i kompleksnoæ funkcii f iz prostranstva L_2(Q, 2π).

Dokazano sledu¸wee utverßdenie: 1) pust~ qislo λ ne sovpadaet ni s odnim iz sobstvennyh znaqeniæ operatora rotor, to est~ λ ≠ ±|k|, gde k ∈ Z^3. Togda ffto uravnenie imeet edinstvennoe rexenie, kotoroe daetsØ formuloæ (26) (detal~nee sm. teoremu 1); 2) esli λ = 0, togda ffto uravnenie razreximo togda i tol~ko togda, kogda vypolneny usloviØ razreximosti (62), (63) na funkci¸ f. Odnorodnoe uravnenie imeet beskoneqno mnogo lineæno nezavisimyh rexeniæ, kotorye moßno poluqit~ iz formuly (64), da¸weæ obwee rexenie uravneniØ (sm. teoremu 2); 3) esli ße λ sovpadaet s odnim iz nenulevyh sobstvennyh znaqeniæ operatora rotor, to uravnenie razreximo po Fredgol~mu, i ego indeks raven nul¸. Pri fftom odnorodnoe uravnenie imeet

–(k0) lineæno nezavisimyh rexeniæ, a neodnorodnoe uravnenie

razreximo pri takom ße qisle lineæno nezavisimyh usloviæ ortogonal~nosti (71).

Formula (73) daet obwee rexenie uravneniØ pri vypolnenii usloviæ razreximosti (detal~nee sm. teoremu 3).

V §7 formuliruetsØ rezul~tat rexeniØ spektral~noæ zadaqi dlØ sistemy uravneniæ Stoksa s periodiqeskimi kraevymi usloviØmi. Sobstvennye znaqeniØ fftoæ zadaqi ravny ν|k|^2 dlØ vseh k ∈ Z^3 (teorema 4). PoluqaetsØ, qto kaßdomu nenulevomu sobstvennomu qislu ν|k|^2 operatora Stoksa sootvetstvuet dva sobstvennyh qisla (|k_0|) i (−|k_0|) rotora, priqem sobstvennye funkcii rotora ØvlØ¸tsØ takße sobstvennymi funkciØmi operatora Stoksa (teorema 5). Otmetim, qto ne vse sobstvennye funkcii rotora ØvlØ¸tsØ sobstvennymi funkciØmi operatora Stoksa, takovymi ØvlØ¸tsØ vektor-funkcii ke^{ikx}, kotorye ne ØvlØ¸tsØ solenoidal~nymi. V §8 rexaetsØ sistema

−ν(Δv + λ^2v) + ∇p = f , div v = 0, (S)

s parametrom λ^2 ∈ C v prostranstve L_2(Q, 2π), i dokazany sledu¸wie utverßdeniØ.

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 249 1. Esli λ^2 ≠ |k|^2 pri l¸byh k ∈ Z^3, to sistema (S) razrexima dlØ l¸boæ f iz L_2(Q, 2π), priqem v opredelØetsØ odnoznaqno, a p – s toqnost~¸ do proizvol~noæ postoØnnoæ, i v ∈ W^2_2 (Q, 2π), a

p ∈ W^1_2 (Q, 2π) (teorema 6).

2. Esli λ = 0, to sistema (S) razrexima togda i tol~ko togda, kogda vypolneno uslovie (99). Pri vypolnenii fftogo usloviØ v opredelØetsØ s toqnost~¸ do proizvol~nogo postoØnnogo vektora, a p – s toqnost~¸ do konstanty (teorema 7).

3. Esli λ^2 = |k_0|^2, to sistema (S) razrexima togda i tol~ko togda, kogda vypolneny usloviØ (101). Pri ih vypolnenii obwee rexenie sistemy zadaetsØ formulami (88), (89) i (102), (103) (teorema 8).

2. Postanovka zadaqi 2.1. Postanovka zadaqi 1.

Zadaqa 1. Naæti vse sobstvennye znaqeniØ λ i sobstvennye

vektor-funkcii u(x) operatora rot v klasse L_2(Q, 2π), to est~ qisla λ i nenulevye vektor-funkcii u(x), udovletvorØ¸wie uravneni¸

rot u(x) = λu(x), x ∈ Q.

Zameqanie. �to uravnenie ponimaetsØ v smysle teorii obob-

wennyh funkciæ. V §5 my vypixem Øvnye vyraßeniØ dlØ sobstvennyh vektor-funkciæ fftoæ zadaqi pri λ ≠ 0, kotorye pokazyva¸t, qto oni beskoneqno differenciruemy.

O toqke spektra λ = 0.

Utverßdenie 1. Nulevoæ toqke spektra operatora vihrØ soot-

vetstvuet beskoneqnaØ sistema sobstvennyh vektor-funkciæ vi- da u^0_k = c^0_ke^{ik·x} = ke^{ik·x}, esli k ∈ Z^3 \ {0},

i bazisnye vektory e_1, e_2, e_3, esli k = 0.

Deæstvitel~no, pust~ v(x) – l¸baØ gladkaØ periodiqeskaØ funkciØ, proizvodnye kotoroæ takße periodiqny. Togda u(x) =

∇v(x) udovletvorØet uravneni¸ rot u = 0. PolagaØ v_k(x) = −ie^{ik·x}

poluqim ukazannye vyxe funkcii pri k ≠ 0. L¸bye postoØnnye vektor-funkcii, v qastnosti vektory e_j , oqevidno takße udovletvorØ¸t fftomu uravneni¸.

250 R. S. SAKS

Otmetim, qto l¸boæ kompleksnyæ vektor c = (c^{(1)}, c^{(2)}, c^{(3)})

predstavlØetsØ v vide summy^3 ∑ j=1 c^{(j)}e_j s kompleksnymi kompo-

nentami c^{(j)} v bazise e_j. My predpolagaem, qto vektory e_1, e_2,

e_3 obrazu¸t ortonormal~nyæ bazis v R^3. �tot bazis fiksiro-

van.

3. Issledovanie zadaqi 3.1. Perehod k vspomogatel~nym zadaqam.

Vvedem v rassmotrenie operatory A_λ = (rot +λ I) i A_{−λ} =

(rot −λ I). Rexenie spektral~noæ zadaqi 1 sostoit v rexenii ope-

ratornogo uravneniØ

A_{−λ}u = 0. (1)

otnositel~no λ i u. Primeniv k fftomu uravneni¸ operator div, poluqim

λ div u = 0. (2)

Tak kak λ ≠ 0, to div u = 0. Iz izvestnyh formul dlØ kvadrata operatora rotor legko poluqit~ sootnoxenie

A_λA_{−λ}u = A_{−λ}A_λu = −(Δ + λ^2)u + ∇ div u. (3)

Iz fftih sootnoxeniæ poluqaem, qto l¸boe rexenie uravneniØ (1) pri λ ≠ 0 ØvlØetsØ rexeniem sledu¸weæ sistemy uravneniæ: { −Δu = μu, div u = 0, (4) pri μ = λ^2. My prihodim k zadaqe.

Zadaqa 2. Naæti vse sobstvennye znaqeniØ μ i sobstvennye

vektor-funkcii u(x) operatora (4) v klasse L_2(Q, 2π), to est~ qisla μ_n i nenulevye vektor-funkcii u_n(x), udovletvorØ¸wie uravneniØm (4).

Otmetim, qto v sisteme (4) pervye tri uravneniØ raspada¸tsØ. Pofftomu kaßdaØ komponenta u_j rexeniØ u(x) uravneniØ (1) ØvlØetsØ rexeniem skalØrnogo uravneniØ

−Δv = μv, v(x) = v(x, mod 2π), (5)

pri μ = λ^2; v = u_j , j = 1, 2, 3.

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 251 My prihodim k zadaqe.

Zadaqa 3. Naæti vse sobstvennye znaqeniØ μ i sobstvennye

funkcii v(x) v klasse L_2(Q, 2π) skalØrnogo operatora Laplasa (5).

Dalee nas budut interesovat~ sobstvennye funkcii, otveqa- ¸wie nenulevym sobstvennym znaqeniØm λ. Qtoby ih vydelit~, udobno vvesti ponØtie S-pary zadaqi 1. S-paroæ nazyvaetsØ para (λ, u(x)), v kotoroæ kak sobstvennoe znaqenie λ, tak i sootvetstvu¸waØ emu sobstvennaØ vektor-funkciØ, otliqny ot nulØ.

Analogiqno opredelØ¸tsØ S-pary zadaq 2 i 3. V fftih terminah poluqennye vyxe rezul~taty formuliruetsØ tak.

Utverßdenie 2. L¸boæ S-pare (λ, u(x)) zadaqi 1 sootvestvuet

S-para (λ^2, u(x)) zadaqi 2.

Utverßdenie 3. L¸boæ S-pare (λ, u(x)) zadaqi 1 sootvestvu¸t

tri S-pary (λ^2, u_j(x)) zadaqi 3.

3.2. Rexenie zadaqi 3.

Rexenie zadaqi 3 izvestno. Ona rexaetsØ metodom razdeleniØ peremennyh. Esli μ = |k|^2, gde k ∈ Z^3 (to est~ vektor k imeet celoqislennye komponenty), to funkciØ e^{ik·x} udovletvorØet uravneni¸: −Δv = |k|^2v. Obratno, periodiqeskie rexeniØ uravneniØ (5) suwestvu¸t tol~ko togda, kogda μ = |k|^2, k ∈ Z^3. Pri k = 0 periodiqeskim rexeniem uravneniØ (6) ØvlØetsØ l¸baØ kompleksnaØ postoØnnaØ

(v = c ≠ 0).

Zafiksiruem k_0 ∈ Z^3 \ {0} i rassmotrim vse vektora k takie, qto |k| = |k_0|. Togda funkcii v_k(x) = α_ke^{ik·x}, gde α_k ∈ C , ØvlØ¸tsØ rexeniØmi odnogo i togo ße uravneniØ (6) s μ = |k_0|^2 = |k|^2. Obwee rexenie fftogo uravneniØ imeet vid

v(x) = ∑ |k|=|k0| v_k(x) = ∑ |k|=|k0| α_ke^{ik·x}. (6)

Otmetim, qto funkcii e^{ik·x} pri razliqnyh k vzaimnoortogonal~ny v prostranstve L_2(Q, 2π). Pofftomu oni lineæno nezavisimy.

252 R. S. SAKS

Takim obrazom, (|k|^2, e^{ik·x}) obrazu¸t S-pary zadaqi 3 dlØ l¸- bogo k ∈ Z^3 \ {0}, |k|^2 = k^2_1 + k^2 + k^2_3. Sobstvennomu znaqeni¸

|k_0|^2 otveqaet stol~ko lineæno nezavisimyh sobstvennyh funk-

ciæ, skol~ko toqek pereseqeniØ imeet celoqislennaØ rexetka so sferoæ radiusa |k_0|. �to qislo oboznaqim qerez –(|k_0|).

Itak, imeet mesto

Utverßdenie 4. Sobstvennoe znaqenie μ = |k0|^2 zadaqi 3 imeet

kratnost~, ravnu¸ qislu toqek celoqislennoæ rexetki v R^3 leßawih na sfere radiusa |k_0|. Emu otveqa¸t sobstvennye funkcii vida w_k = (2π)^{−3/2}e^{ik·x} pri vseh |k| = |k_0|. Oni obrazu¸t qast~ ortonormirovannogo bazisa v L_2(Q, 2π).

Izvestno, qto l¸baØ funkciØ iz L_2(Q, 2π) razlagaetsØ v rØd Fur~e po funkciØm e^{ik·x}:

f(x) = ∞∑ |k|2=0 f_ke^{ik·x}, (7) gde f_k = 1 (2π)^3 ∫ Q f(x)e^{−ik·x}dx, (8) priqem rØd Fur~e funkcii f(x) shoditsØ k neæ v srednem (to est~ po norme prostranstva L_2(Q, 2π)), a funkcii (2π)^{−3/2}e^{ik·x}, gde k ∈ Z^3, obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis v prostranstve

L_2(Q, 2π) (sm. [5, 6]).

Ukazannyæ v (7) sposob summirovaniØ rØda Fur~e oznaqaet, qto f(x) = lim_{N→∞} S_N (x) v L_2(Q, 2π),

ego qastiqnye summy ime¸t vid

S_N (x) = N∑ |k|2=0 f_ke^{ik·x}, k ∈ Z^3.

Oni soderßat sobstvennye funkcii operatora Laplasa, otveqa- ¸wie sobstvennym znaqeniØm ot μ = 0 do μ = N i sootvetstvu¸t toqkam celoqislennoæ rexetki, leßawim vnutri zamknutogo xara radiusa √ N . No ne dlØ vsØkogo n ∈ [1, N ] suwestvuet vektor

k ∈ Z^3 takoæ, qto n = |k|^2, pervoe iz takih qisel ravno semi.

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 253 Pofftomu pri perehode ot S_{N−1} k S_N my libo dobavlØem k S_{N−1} vse sobstvennye funkcii, otveqa¸wie μ = N , esli suwestvuet vektor k ∈ Z^3 takoæ, qto |k|^2 = N , libo niqego ne dobavlØem v protivnom sluqae. Oqevidno, qto pri stremlenii N k beskoneqnosti my ne propustim ni odnoæ toqki celoqislennoæ rexetki.

Takim obrazom, imeet mesto sledu¸wee

Utverßdenie 5. Qislo μ ØvlØetsØ sobstvennym znaqeniem za-

daqi 3 togda i tol~ko togda, kogda suwestvuet celoqislennyæ vektor k_0 takoæ, qto μ = |k_0|^2. Lineænoe prostranstvo rexeniæ uravneniØ (5) s μ = |k_0|^2 imeet vid (6). Ego kompleksnaØ razmernost~ ravna –(|k_0|).

4. Rexenie zadaqi 2

Pust~ c_k – trehmernyæ vektor s kompleksnymi komponentami, to est~ c_k ∈ C^3 , togda vektor-funkciØ u_k = c_ke^{ik·x} ØvlØetsØ rexeniem uravneniØ

−Δu = |k|^2u. (9)

Tak kak

div u_k = div c_ke^{ik·x} = i 3∑ j=1 c^{(j)}_k k_je^{ik·x} = i(c_k, k)e^{ik·x},

gde (c_k, k) =^3 ∑ j=1 c^{(j)}_k k_j – skalØrnoe proizvedenie vektorov c_k i k

v C^3 , to vektor-funkciØ uk udovletvorØet uravneni¸ div u = 0,

togda i tol~ko togda, kogda

(c_k, k) = 0. (10)

Esli k = 0, to uslovi¸ (10) udovletvorØet l¸boæ kompleksnyæ vektor c_0, i, v qastnosti, bazisnye vektory e_1, e_2, e_3.

Esli ße k ≠ 0, to vektory c_k, udovletvorØ¸wie fftomu uslovi¸, obrazu¸t v C^3 dvumernu¸ kompleksnu¸ ploskost~, ortogonal~nu¸ vektoru k. Oboznaqim ee qerez P_k. Deæstvitel~no, iz treh kompleksnyh komponent vektora c_k tol~ko dve ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi. Tret~Ø ße vyraßaetsØ qerez nih soglasno sootnoxeni¸ (10).

Takim obrazom, rexeniØmi zadaqi 2 ØvlØ¸tsØ S-pary (|k|^2,

c_ke^{ik·x}), k ∈ Z^3, gde vektory c_k udovletvorØ¸t uslovi¸ (10) pri k ≠ 0.

254 R. S. SAKS

L¸bu¸ vektor-funkci¸ f(x) iz vektornogo prostranstva

L_2(Q, 2π) moßno razloßit~ v rØd Fur~e, analogiqnyæ rØdu (7),

kofffficienty f_k kotorogo opredelØ¸tsØ formuloæ (8). Priqem oni ØvlØ¸tsØ vektorami, tak kak f ØvlØetsØ vektorom.

Nulevomu sobstvennomu znaqeni¸ zadaqi 2 sootvetstvu¸t sobstvennye vektory e_j , j = 1, 2, 3.

Nenulevomu sobstvennomu znaqeni¸ |k_0|^2 zadaqi 2 sootvestvu- ¸t vektor-funkcii c_ke^{ik·x} dlØ vseh k ∈ Z^3 takih, qto |k| = |k_0| i

c_k ∈ P_k. V prostranstve L_2(Q, 2π) iz fftih vektor-funkciæ moß-

no sostavit~ ortonormirovannu¸ sistemu vektorov. Lineænu¸ oboloqku fftoæ sistemy vektorov oboznaqim N_{|k0|}2 . Tak kak kompleksnaØ ploskost~ P_k imeet razmernost~ 2, to kompleksnaØ razmernost~ N_{|k0|}2 ravna 2–(k_0), gde –(k_0) – ffto qislo toqek pereseqeniØ celoqislennoæ rexetki Z^3 i sfery S radiusa |k_0|.

Otmetim, qto pri l¸bom k ∈ Z^3 \ {0} giperploskost~ N_{|k|}2 ortogonal~na v L_2(Q, 2π) sisteme funkciæ iz Ødra operatora rotor, ukazannyh v p. 2.2. Deæstvitel~no, uqityvaØ ortogonal~nost~ funkciæ e^{ik·x} pri razliqnyh k i sootnoxenie (10) imeem

(c_ke^{ik·x}, ne^{in·x}) = (c_k, n)(e^{ik·x}, e^{in·x}) =

= (c_k, n)δ_{kn}(2π)^3 = (2π)^3(c_k, k) = 0.

Qtoby uprostit~ formuly, budem oboznaqat~ |k_0| qerez λ. Imeet mesto sledu¸waØ

Lemma 1. Esli vektor-funkciØ u(x) prinadleßit giperplosko-

sti N_λ2 , to A_{±λ}A_{±λ}u = ±2λA_{±λ}u, A_{±λ}A_{∓λ}u = 0. (11) Dokazatel~stvo. �ti sootnoxeniØ legko poluqit~ prØmym vy-

qisleniem, ispol~zuØ formuly (3), (4).

Oboznaqim B_λ =^1_{2λ} A_λ. Iz lemmy 1 vytekaet

Sledstvie. Na giperploskosti N_λ2 operatory B±λ ØvlØ¸tsØ

proektorami, tak kak oni udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

B_{±λ}B_{±λ}u = B_{±λ}u, B_{±λ}B_{∓λ}u = 0, u ∈ N_λ2 . (12)

Oboznaqim qerez R_{±λ} Ødra operatorov B_{∓λ}. Po opredeleni¸

R_{±λ} ØvlØ¸tsØ giperploskostØmi. Iz sootnoxeniæ (2) i (3) vyte-

kaet, qto giperploskosti R_{±λ} ØvlØ¸tsØ podprostranstvami lineænogo prostranstva N_λ2 . Iz sootnoxeniæ (12) vytekaet, qto

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 255 operatory B_{±λ} otobraßa¸t giperploskost~ N_λ2 v Ødra operatorov B_{∓λ}, t.e. v R_{±λ}.

Lemma 2. Obraz operatora B±λ sovpadaet s Ødrom operatora B∓λ

na N_λ2 .

Dokazatel~stvo. Odno iz vkl¸qeniæ my uße dokazali. Doka-

ßem obratnoe. Pust~ u ∈ R_λ. Sootnoxenie B_{−λ}u = 0 ffkvivalentno sootnoxeni¸ rot u = λu. Dobavim k levoæ i pravoæ qasti fftogo ravenstva λu i razdelim na 2λ. Poluqim sootnoxenie

B_λu = u. Lemma 2 dokazana.

Sledstvie. VsØkaØ toqka u^± iz R±λ ⊂ N_λ2 ØvlØetsØ nepodviß-

noæ pri otobraßenii B_{±λ}, to est~ u^± = B_{±λ}u^±.

Netrudno dokazat~, qto na periodiqeskih vektor-funkciØh rotor ØvlØetsØ samosoprØßennym operatorom v prostranstve

L_2(Q, 2π):

(rot u, v) = 3∑ j=1 ∫ Q (rot u)_jv_jdx = 3∑ j=1 ∫ Q u_j(rot v)_j dx = (u, rot v).

Sledovatel~no, pri vewestvennyh λ operatory B_{±λ} takße ØvlØ- ¸tsØ samosoprØßennymi v prostranstve L_2(Q, 2π):

(B_{±λ}u, v) = (u, B_{±λ}v). (13)

Dokaßem, qto giperploskosti R_λ i R_{−λ} vzaimnoortogonal~ny v prostranstve L_2(Q, 2π).

Deæstvitel~no, pust~ u^± ∈ R_{±λ}, togda soglasno predyduwemu u^± = B_{±λ}u^±. Rassmotrim skalØrnoe proizvedenie (u^+, u^−). Ispol~zuØ formuly (13) i (12), poluqaem

(u^+, u^−) = (B_λu^+, B_{−λ}u^−) = (B_{−λ}B_λu^+, u^−) = 0. (14)

Takim obrazom, lineænye prostranstva R_λ i R_{−λ} ØvlØ- ¸tsØ vzaimnoortogonal~nymi podprostranstvami v prostranstve N_λ2 .

Dokaßem, qto ih prØmaØ summa sovpadaet s N_λ2 , to est~

N_λ2 = R_λ ⊕ R_{−λ}, λ = |k_0| ≠ 0. (15)

256 R. S. SAKS

Deæstvitel~no, oboznaqim u^± = B_{±λ}u, u ∈ N_λ2 i poloßim

h = u − u^+ − u^−. Otmetim, qto u^± ∈ R_{±λ} soglasno (12). Prime-

nim k h operator B_λ:

B_λh = B_λu − B_λu^+ − B_λu^− = u^+ − u^+ = 0,

tak kak B_λu = u^+ = B_λu^+ i B_λu^− = 0 soglasno formulam (12).

Analogiqno poluqaem B_{−λ}h = 0. VspominaØ opredeleniØ operatorov B_{±λ}, vidim, qto ffti sootnoxeniØ ffkvivalentny sootnoxeniØm (rot ±λ)h = 0. Otkuda imeem 2λh = 0 i, znaqit, h = 0. Sledovatel~no, u = u^+ + u^−, gde u^± ∈ R_{±λ}, priqem u^+ ⊥ u^− soglasno formule (14).

5. Rexenie zadaqi 1

Soglasno utverßdeni¸ 3, l¸boæ S-pare (λ, u) zadaqi 1 sootvetstvuet S-para (λ^2, u) zadaqi 2. Kak pokazano v predyduwem punkte l¸baØ sobstvennaØ vektor-funkciØ, otveqa¸waØ sobstvennomu znaqeni¸ λ^2 = |k_0|^2 prinadleßit giperploskosti N_λ2 . Naxa zadaqa teper~ sostoit v tom, qtoby sredi vektor-funkciæ

u_k(x) = c_ke^{ik·x} vybrat~ te, kotorye udovletvorØ¸t uravneni-

Øm A_{±λ}u = 0 i, tem samym, ØvlØ¸tsØ sobstvennymi vektorfunkciØmi operatora rotor. Tak kak λ ≠ 0, to ffti uravneniØ ffkvivalentny uravneniØm B_{±λ}u = 0. Znaqit, soglasno opredeleni¸ prostranstv R_{±λ}, neobhodimo vybrat~ vektora u^±, prinadleßawie prostranstvam R_λ i R_{−λ}, sootvestvenno.

5.1. Svedenie k algebraiqeskoæ zadaqe. Zafiksiruem vektor

k takoæ, qto |k| = |k_0| = λ, i rassmotrim vektor-funkci¸

u_k(x) = c_ke^{ik·x}. Ona prinadleßit prostranstvu N_k2_0 togda i

tol~ko togda, kogda vektor c_k prinadleßit kompleksnoæ ploskosti P_k, to est~ udovletvorØet uslovi¸ (10). K funkcii u_k(x) primenim operatory B_{±λ}(∂) i oboznaqim u_k^±(x) ≡ B_{±λ}u_k(x). Tak kak vektor c_k postoØnnyæ, to operator differencirovaniØ deæstvuet tol~ko na ffksponentu. Pofftomu

u^±_k (x) ≡ B_{±λ}(∂) ( c_ke^{ik·x} ) = e^{ik·x}B_{±λ}(ik)c_k, (16)

gde B_λ(ik) simvoliqeskaØ matrica operatora B_λ(∂). Ona poluqaetsØ iz matricy B_λ(∂) zamenoæ znakov differencirovaniØ ∂_j

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 257 na ik_j , a imenno,

B_λ(∂) = 1 2λ λ −∂_3 ∂_2 ∂_3 λ −∂_1 −∂_2 ∂_1 λ ,

B_λ(ik) = 1 2λ λ −ik_3 ik_2 ik_3 λ −ik_1 −ik_2 ik_1 λ . Esli oboznaqit~ c_k^± ≡ B_{±λ}(ik)c_k, to sootnoxenie (16) prinimaet vid

u_k^±(x) = c_k^±e^{ik·x}, c_k^± ≡ B_{±λ}(ik)c_k. (17)

Lemma 3. Na dvumernoæ kompleksnoæ ploskosti Pk v C^3 matri-

cy B_{±λ}(ik) ØvlØ¸tsØ proektorami, tak kak dlØ l¸bogo vektora c_k ∈ P_k ime¸t mesto sootnoxeniØ

B_{±λ}(ik)B_{±λ}(ik)c_k = B_{±λ}(ik)c_k, B_{±λ}(ik)B_{∓λ}(ik)c_k = 0. (18)

Dokazatel~stvo. �ti formuly ØvlØ¸tsØ sledstviem formul

(12), sootnoxeniæ (16) i opredeleniØ lineænogo prostranstva

N_λ2 kak lineænoæ oboloqki sistemy vektorov u_k = c_ke^{ik·x}. Pri-

menØØ formuly (12) k u_k i sokrawaØ ffksponentu poluqim (18).

Oboznaqim qerez P_k^± Ødra matric B_{∓λ}(ik) na ploskosti P_k. Otmetim, qto oni soderßat nenulevye vektora, tak kak opredeliteli matric B_{∓λ}(ik) ravny nul¸ v predpoloßenii, qto

λ = |k| = |k_0|, kotoroe zdes~ i niße budem sohranØt~. Netrud-

no ubedit~sØ, qto rangi fftih matric ravny dvum, esli k ≠ 0. Iz sootnoxeniØ (18) vidno, qto pri l¸byh c_k ∈ P_k vektory

c_k^± ≡ B_{±λ}(ik)c_k prinadleßat mnoßestvam P_k^± i ne menØ¸tsØ

pri otobraßeniØh B_{±λ}(ik), to est~ B_{±λ}(ik)c_k^± = c_k^±. Analogiqno lemme 2 dokazyvaetsØ sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 4. Na dvumernoæ kompleksnoæ ploskosti Pk obraz matri-

cy B_{±λ}(ik) sovpadaet s Ødrom matricy B_{∓λ}(ik).

Matricy B_λ(ik) pri deæstvitel~nyh λ ØvlØ¸tsØ samosoprØßennymi otnositel~no ffrmitovogo skalØrnogo proizvedeniØ kompleksnyh vektorov, pofftomu iz sootnoxeniæ (18) analogiqno (14) imeem

(c_k^+, c_k^−) = (B_λ(ik)c_k^+, B_{−λ}(ik)c_k^−) =

258 R. S. SAKS

= (B_{−λ}(ik)B_λ(ik)c_k^+, c_k^−) = 0.

Takim obrazom kompleksnye prØmye P_k^± ortogonal~ny na kompleksnoæ ploskosti P_k, a ih prØmaØ summa sovpadaet s P_k:

P_k = P_k^+ ⊕ P_k^−, |k| ≠ 0. (19)

Dokazatel~stvo fftogo sootnoxeniØ analogiqno dokazatel~- stvu ravenstva (15).

Takim obrazom, pri |k| = |k_0| vektor-funkcii u_k^±(x) = c_k^±e^{ik·x} prinadleßat prostranstvam R_{±|k0|} togda i tol~ko togda, kogda vektora c_k^± prinadleßat kompleksnym prØmym P_k^±.

L¸boæ vektor iz R_{|k0|} predstavlØetsØ v vide ∑ |k|=|k0| c_k^+e^{ik·x}, gde c_k^+ ∈ P_k^+.

Razmernosti prostranstv R_{±|k0|} ravny qislu toqek pereseqeniØ celoqislennoæ rexetki so sferoæ radiusa |k_0|.

5.2. Postroenie ortogonal~nogo bazisa v prostranstvah R_{±|k0|}. Rassmotrim dva sluqaØ: a) k^2_1 + k^2 ≠ 0.

Nenulevoæ vektor a_k = (k_2, −k_1, 0) oqevidno ortogonalen vektoru k. Togda vektory a_k^± = B_{±|k0|}(ik)a_k ime¸t vid

a_k^± = 1 2λ ±λk_2 + ik_1k_3 ∓λk_1 + ik_2k_3 −i(k^2_1 + k^2) , λ = |k_0| = |k|. Oni ne ravny nul¸, tak kak |a_k^±|^2 =^1_2 (k^2_1 + k^2).

b) k^2_1 + k^2_3 ≠ 0.

Nenulevoæ vektor b_k = (k_3, 0, −k_1) takße ortogonalen vektoru k. Togda vektora b_k^± = B_{±|k0|}(ik)b_k ime¸t vid

b_k^± = 1 2λ ±λk_3 − ik_1k_2 i(k^2_1 + k^2_3) ∓λk_1 − ik_2k_3 , λ = |k_0|. Oni takße ne ravny nul¸, tak kak |b_k^±|^2 =^1_2 (k^2_1 + k^2_3).

Oqevidno, qto vektora a_k^+ i b_k^+ prinadleßat kompleksnoæ prØmoæ P_k^+, a vektora a_k^− i b_k^− prinadleßat kompleksnoæ prØmoæ P_k^−.

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 259 V sluqae, kogda vypolnØ¸tsØ usloviØ a) i b) odnovremenno, vektora a_k^± i b_k^± lineæno vyraßa¸tsØ drug qerez druga (nad polem C ).

Tak kak hotØ by odno iz fftih usloviæ vypolnØetsØ, esli k ≠ 0, to poluqennye vektora obrazu¸t ortogonal~nyæ bazis v ploskosti P_k.

Rassmotrim vse vektora k, leßawie na sfere radiusa |k_0|. Budem vybirat~ v kaqestve vektorov c_k^± vektora a_k^±, esli vypolnØetsØ uslovie a). V protivnom sluqae budem brat~ vektora

b_k^±. Ispol~zuØ ffti vektory sostavim vektor-funkcii u_k^±(x) = c_k^±e^{ik·x}, dlØ kotoryh

rot u_k^±(x) = ±|k_0|u_k^±(x), |k| = |k_0|.

Oni obrazu¸t ortogonal~nye bazisy v kaßdom iz prostranstv R_{±|k0|}. Sobstvennomu qislu λ = 1 sootvetstvu¸t xest~ lineæno nezavisimyh vektor-funkciæ: 0 ∓i 1 e^{±ix1} , ±i 0 1 e^{±ix2} , ∓i 1 0 e^{±ix3} . Vewestvennyh lineæno nezavisimyh sobstvennyh vektor-funk-ciæ takße xest~ (tak kak dlØ l¸bogo sobstvennogo znaqeniØ λ sobstvennye vektor-funkcii, sootvetstvu¸wie vektoram k i −k ØvlØ¸tsØ kompleksno soprØßennymi). Obwee rexenie uravneniØ

rot u = u imeet vid:

A sin x_2 + D sin x_3 + F cos x_2 + E cos x_3 B sin x_1 − E sin x_3 + C cos x_1 + D cos x_3 −C sin x_1 + F sin x_2 + B cos x_1 − A cos x_2 , gde A, B, C, D, E, F – proizvol~nye deæstvitel~nye postoØnnye. Francuzskiæ matematik M. �no provel ffksperimental~noe issledovanie topologii liniæ fftogo polØ, v kotorom A = C =

E = 0, na trehmernom tore {x_1, x_2, x_3, mod 2π} pri pomowi maxi-

ny Instituta astrofiziki v Pariße. V rezul~tate obnarußeno (kak pixet V. I. Arnol~d ) “nekotoroe koliqestvo torov, zapolnennyh liniØmi polØ (“magnitnyh poverhnosteæ”), i narØdu s nimi celye oblasti trehmernogo prostranstva, kotorye linii polØ zapolnØ¸t, naskol~ko moßno sudit~ po ffksperimental~nym dannym, ffrgodiqeski plotnym obrazom”.

260 R. S. SAKS

5.3. Diagramma kratnosti sobstvennyh znaqeniæ operatora vihrØ.

Kak izvestno, ne vsØkoe celoe qislo predstavimo v vide summy kvadratov treh celyh qisel. Niße privoditsØ tablica posledovatel~nyh znaqeniæ μ = λ^2, predstavimyh v vide

k^2_1 + k^2 + k^2_3 = |k|^2, sootvetstvu¸wie znaqeniØ |λ| i ih kratnosti,

kotorye ravny qislu celoqislennyh toqek, leßawih na sfere radiusa |λ|. Predstavlennye znaqeniØ naædeny programmoæ, napisannoæ ı. N. PolØkovym.

Znaq. λ^2 Modul~ λ Kratn.

1 1 6 2 1.4142 12 3 1.7321 8 4 2 6 5 2.2361 24 6 2.4495 24 7 0 8 2.8284 12 9 3 30 10 3.1623 24 11 3.3166 24 12 3.4641 8 13 3.6056 24 14 3.7417 48 15 0 16 4 6 17 4.1231 48 18 4.2426 36 19 4.3589 24 20 4.4721 24 21 4.5826 48 22 4.6904 24 23 0 24 4.8990 24 25 5 30

Znaq. λ^2 Modul~ λ Kratn.

26 5.0990 72 27 5.1962 32 28 0 29 5.3852 72 30 5.4772 48 31 0 32 5.6569 12 33 5.7446 48 34 5.8310 48 35 5.9161 48 36 6 30 37 6.0828 24 38 6.1644 72 39 0 40 6.3246 24 41 6.4031 96 42 6.4807 48 43 6.5574 24 44 6.6332 24 45 6.7082 72 46 6.7823 48 47 0 48 6.9282 8 49 7 54 50 7.0711 84

Na osnovanii fftoæ tablicy sostavlena diagramma kratnosteæ sobstvennyh znaqeniæ, kotoraØ ill¸striruet ih bolee naglØd- no.

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 261

5.4. Razloßenie proizvol~nogo vektora iz L2(Q, 2π) po sobstvennym vektor-funkciØm operatora vihrØ.

Pust~ vektor-funkciØ f(x) ∈ L_2(Q, 2π), razloßim ee v rØd Fu- r~e f(x) = ∞∑ |k|2=0 f_ke^{ik·x}, (20) gde f_k = 1 (2π)^3 ∫ Q f(x)e^{−ik·x}dx, (21)

priqem rØd Fur~e funkcii f(x) shoditsØ k neæ v srednem (to est~ po norme prostranstva L_2(Q, 2π)). Vektora f_k edinstvennym

262 R. S. SAKS obrazom predstavlØ¸tsØ v vide summy

f_k = α_kk̇ + β^+_k ċ^+_k + β^−_k ċ^−_k , (22)

esli |k| > 0, i f_0 =^3 ∑ j=1 f^j_0 e_j. Iz vzaimnoæ ortogonal~nosti vekto-

rov k̇ =^k_{|k|} , ċ^+_k =^{c+k}_{|c+k |} i ċ^−_k =^c

�_k |c�_{k |} poluqaem, qto

α_k = (f_k, k̇), β^±_k = (f_k, ċ^±_k ). (23)

PodstavlØØ ffti vyraßeniØ v formulu (20) poluqaem razloßenie vektora f po sobstvennym funkciØm operatora vihrØ:

f(x) = 3∑ j=1 f^j_0 e_j + ∞∑ |k|2=1 (α_kk̇ + β^+_k ċ^+_k + β^−_k ċ^−_k )e^{ik·x}. (24)

Zapixem ffto razloßenie po drugomu,

f(x) = f^0(x) + f^+(x) + f^−(x), (24_1) gde f^0(x) = 3∑ j=1 f^j_0 e_j + ∞∑ |k2|=1 α_kk̇e^{ikx}, (24_2)

f^±(x) = ∞∑ |k2|=1 β^±_k ċ^±_k e^{ikx}, (24_3)

vektor-funkcii f^0, f^+ i f^− prinadleßat ortogonal~nym podprostranstvam L^0_2(Q), L^+_2 (Q) i L^−_2 (Q) (sootvetstvenno) prostranstva

L_2(Q, 2π); formuly (24_2) i (24_3) da¸t ih razloßeniØ po bazisnym

vektoram.

Iz ravenstva ParsevalØ vytekaet

‖f‖^2 = ‖f^0‖^2 + ‖f^+‖^2 + ‖f^−‖^2 (π)

analog teoremy Pifagora, gde ‖f‖ = (f , f)^{1/2} norma v L_2(Q, 2π).

6. Rexenie uravneniØ

Pust~ zadany kompleksnoe qislo λ i kompleksnaØ funkciØ f iz L_2(Q, 2π).

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 263 Rexim uravnenie

rot u + λu = f . (25)

Rexenie uravneniØ takße budem iskat~ v prostranstve L_2(Q, 2π).

Rassmotrim tri sluqaØ:

1) pust~ qislo λ ne sovpadaet ni s odnim iz sobstvennyh znaqeniæ operatora rotor, to est~ λ ≠ ±|k|, gde k ∈ Z^3. Togda uravnenie (25) imeet edinstvennoe rexenie, kotoroe daetsØ formu- loæ u = 3∑ j=1 f^j_0 λ e_j + ∞∑ |k|2=1 ( α_k λ k̇ + β^{+k} λ + |k| ċ^+_k + β^−_k λ − |k| ċ^−_k ) e^{ik·x}. (26)

�ta formula poluqaetsØ sledu¸wim obrazom. Funkci¸ f predstavim v vide razloßeniØ (24), a neizvestnoe rexenie u analogiqno predstavim v vide u = 3∑ j=1 u^j_0e_j + ∞∑ |k|2=1 (ξ_kk̇ + η^+_k ċ^+_k + η^−_k ċ^−_k )e^{ik·x}. (27)

PodstavlØØ ffti vyraßeniØ v uravnenie (25) poluqim beskoneqnu¸ sistemu algebraiqeskih uravneniæ:

λu^j_0 = f^j_0 , j = 1, 2, 3, λξ_k = α_k, (28)

(λ + |k|)η^+_k = β^+_k , (λ − |k|)η^−_k = β^−_k , ∀k : |k| > 0. (29)

Po uslovi¸ vse ffti uravneniØ razreximy otnositel~no neizvestnyh qisel u^j_0, ξ_k, η^±_k . Sledovatel~no, rexenie uravneniØ (25) v fftom sluqae daetsØ formuloæ (26).

Rassmotrim strukturu rexeniØ (26), u = G_λf, uravneniØ (25) detal~nee. Vvedem operatory

G^0_λf^0 = λ^{−1}f^0 ≡ 3∑ j=1 f^j_i λ e_i + ∞∑ |k|2=1 α_k λ k̇e^{ik·x}, (30)

G^+_λ f^+ = ∞∑ |k|2=1 β^+_k λ + |k| ċ^+_k e^{ik·x}, (31)

G^−_λ f^− = ∞∑ |k|2=1 β^−_k λ − |k| ċ^−_k e^{ik·x}, (32)

264 R. S. SAKS gde f^j_i , α_k, β^+_k i β^−_k zada¸tsØ formulami (21), (23). Oni deæstvu- ¸t v ortogonal~nyh podprostranstvah prostranstva L_2(Q, 2π) (i kaßdyæ v svoem)

G^0_λ : L^0_2(Q) → L^0_2(Q), G^±_λ : L^±_2 (Q) → L^±_2 (Q). (33)

V operatornoæ zapisi rexenie (26) uravneniØ (25) imeet vid

u = G_λf ≡ G^0_λf^0 + G^+_λ f^+ + G^−_λ f^−. (34)

Operator G^0_λ est~ operator umnoßeniØ f^0(x) na kompleksnoe qislo λ^{−1} ≠ 0. DlØ nego

‖G^0_λf^0‖ = |λ|^{−1}‖f^0‖. (35)

Otmetim, qto |λ| est~ rasstoØnie na kompleksnoæ ploskosti ot toqki λ do nulevoæ toqki spektra operatora rotor.

DlØ operatora G^+_λ imeem ocenku

‖G^+_λ f^+‖^2 = ∞∑ |k|2=1 |β^+_k |^2 |λ + |k||^2 6 1 (ρ^−_λ )^2 ∞∑ |k|2=1 |β^+_k |^2 = 1 (ρ^−_λ )^2

‖f^+‖^2, gde ρ^−_λ = min k∈Z3\{0}^{|λ + |k||, (36)} iz kotoroæ vytekaet ograniqennost~ G^+_λ v L^+_2 (Q),

‖G^+_λ f^+‖ 6 1 ρ^−_λ ‖f^+‖, (37)

gde ρ^−_λ est~ rasstoØnie ot toqki λ do otricatel~noæ qasti spektra rotora.

Analogiqno,

‖G^−_λ f^−‖ 6 1 ρ^+_λ

‖f^−‖, (38)

gde ρ^+_λ est~ rasstoØnie ot λ do poloßitel~noæ qasti spektra rotora.

Iz fftih ocenok poluqaem ocenku operatora G_λ

‖G_λf‖^2 = ‖G^0_λf^0‖^2 + ‖G^+_λ f^+‖^2 + ‖G^−_λ f^−‖^2 6

6^1_{|λ|2} ‖f^0‖^2 +^1_{(ρ−λ )2} ‖f^+‖^2 +^1_{(ρ+λ )2} ‖f^−‖^2 6^1_{ρ2λ} ‖f‖^2,

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 265 a imenno,

‖G_λf‖ 6 1 ρ_λ ‖f‖, (39) gde ρ_λ = min(|λ|, ρ^−_λ , ρ^+_λ ) (40)

est~ rasstoØnie ot λ do spektra rotora Sp(rot).

Takim obrazom, esli f ∈ L_2(Q, 2π) i λ /∈ Sp(rot), to rexenie (26) uravneniØ (25) prinadleßit L_2(Q, 2π) i dlØ nego imeet mesto ocenka (39).

Rassmotrim tri qastnyh sluqaØ.

(a) Pust~ zadannaØ vektor-funkciØ f prinadleßit podprostranstvu L^0_2(Q) v L_2(Q, 2π), t.e.

f = f^0, f^+ = f^− ≡ 0. (41)

Togda rexenie uravneniØ (25) daetsØ formuloæ

u = λ^{−1}f , gde f = f^0. (42)

Otmetim, qto v fftom sluqae rot f ≡ 0 i rot u ≡ 0 takße.

(b) Pust~ zadannaØ funkciØ f prinadleßit L^+_2 (Q), t.e.

f^0 ≡ 0, f = f^+, f^− ≡ 0. (43)

Togda rexenie uravneniØ (25) daetsØ formuloæ

u = G^+_λ f , f = f^+, (44)

kotoroe udovletvorØet ocenke (37). Iz formuly (31) operatora

G^+ vidno, qto on ØvlØetsØ sglaßiva¸wim i povyxaet gladkost~

f na edinicu. Rassmotrim normu ‖u‖^2_1 v prostranstve Soboleva

W^1_2 (Q, 2π). Qerez kofffficienty Fur~e u_k vektor-funkcii u ona

vyraßaetsØ formuloæ

‖u‖^2_1 = ∞∑ |k|2=0 (1 + |k|^2)|u_k|^2. (45)

DlØ operatora G^+_λ imeem ocenku

‖G^+_λ f^+‖^2_1 = ∞∑ |k|2=1 1 + |k|^2 |λ + |k||^2 |β^+_k |^2 6 (C^+_λ )^2 ∞∑ |k|2=1 |β^+_k |^2 = (C^+_λ )^2‖f^+‖^2_0,

266 R. S. SAKS gde (C^+_λ )^2 = max

k∈Z3\{0}^{1 + |k|2}|λ + |k||2^{. (46)}

Otkuda sleduet ocenka

‖G^+_λ f^+‖_1 6 C^+_λ ‖f^+‖_0, (47)

gde ‖f^+‖_0 = ‖f^+‖ – norma f^+ v L_2(Q, 2π).

Takim obrazom, v usloviØh (43) rexenie (44) prinadleßit prostranstvu W^1_2 (Q, 2π) i udovletvorØet ocenke

‖G^+_λ f‖_1 6 C^+_λ ‖f‖_0, f = f^+. (48)

(c) Pust~ zadannaØ funkciØ prinadleßit prostranstvu L^−_2 (Q), t.e.

f^0 ≡ 0, f^+ ≡ 0, f = f^−. (49)

Togda rexenie

u = G^−_λ f , gde f = f^−, (50)

udovletvorØet ocenke (38). DlØ operatora G^− po simmetrii imeet mesto ocenka, analogiqnaØ (47)

‖G^−_λ f^−‖_1 6 C^−_λ ‖f^−‖_0. (51)

Znaqit rexenie (50) prinadleßit klassu W^1_2 (Q, 2π) i udovletvorØet ocenke

‖G_λf‖_1 6 C^−_λ ‖f‖_0, f = f^−. (52)

�ti rassußdeniØ pokazyva¸t, qto v obwem sluqae, esli proekciØ f^0 vektora f na prostranstvo L^0_2(Q) ne prinadleßit nikakomu iz prostranstv W^α_2 (Q, 2π) pri α > 0, to rexenie uravneniØ (25) prinadleßit L_2(Q, 2π) i toße ne prinadleßit nikakomu iz prostranstv W^α_2 (Q, 2π) s α > 0. Rassmotrim podprostranstvo

L_{2,div}(Q, 2π) v L_2(Q, 2π) opredelØemoe usloviØmi; vektor-funkciØ

f ∈ L_2(0, 2π) i funkciØ div f ∈ L_2(0, 2π). (53)

�to prostranstvo zakl¸qeno meßdu prostranstvom W^1_2 (Q, 2π) i

L_2(Q, 2π), a imenno

W^1_2 (Q, 2π) ⊂ L_{2,div}(Q, 2π) ⊂ L_2(Q, 2π). (54)

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 267 Pust~ vektor-funkciØ f prinadleßit L_{2,div}(Q, 2π). DlØ nee normy ‖f‖ < ∞ i ‖ div f‖ < ∞. Soglasno (24)

div f = i ∞∑ |k|2=1 α_k|k|e^{ikx} = div f^0. (55)

Sledovatel~no,

‖ div f‖^2 = ∞∑ |k|2=1 |α_k|^2|k|^2 < ∞. (56)

Otkuda poluqaem, qto proekciØ f^0 vektora f na prostranstvo

L^0_2(Q) prinadleßit prostranstvu W^1_2 (Q, 2π) i

‖f^0‖^2_1 = ‖f^0‖^2_0 + ‖ div f‖^2_0. (57)

Znaqit, G^0_λf^0 = λ^{−1}f^0(x) ∈ W^1_2 (Q, 2π). Tak kak G^+_λ f^+ i G^−_λ f^− takße prinadleßat fftomu prostranstvu Soboleva, to rexenie (34) prinadleßit W^1_2 (Q, 2π) i udovletvorØet ocenke

‖G_λf‖_1 6 C_λ ( ‖ div f‖^2_0 + ‖f‖^2_0 )_{1/2} , gde C_λ = max ( 1 |λ| , C^+_λ , C^−_λ ) . (58) Otmetim, qto prinadleßnost~ f prostranstvu L_{2,div}(Q, 2π) ØvlØetsØ ne tol~ko dostatoqnym usloviem prinadleßnosti rexeniØ (26) prostranstvu W^1_2 (Q, 2π), no i neobhodimym. Deæstvitel~no, esli u ∈ W^1_2 (Q, 2π) i udovletvorØet uravneni¸ (25) s λ ≠ 0, to

f = rot u + λu ∈ L_2(Q, 2π), div f = λ div u ∈ L_2(Q, 2π) (59)

i, znaqit, f ∈ L_{2,div}(Q, 2π). Itak, my dokazali sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 1. Esli qislo λ ne prinadleßit spektru operatora ro-

tor, to uravnenie rot u + λu = f odnoznaqno razreximo dlØ l¸boæ vektor-funkcii f iz L_2(Q, 2π). Ego rexenie u = G_λf zadaetsØ rØdom (26) (ili formuloæ (34)) i soglasno ocenke (39) prinadleßit prostranstvu L_2(Q, 2π). Odnako, ffto rexenie moßet ne prinadleßat~ ni odnomu iz prostranstv Soboleva W^α_2 (Q, 2π) s α > 0. Esli ße f prinadleßit prostranstvu L_{2,div}(Q, 2π) (sm. (53)), to vektor-funkciØ u = G_λf prinadleßit prostranstvu W^1_2 (Q, 2π).

268 R. S. SAKS

V fftom sluqae operator rot +λ I otobraßaet prostranstvo

W^1_2 (Q, 2π) na prostranstvo L_{2,div}(Q, 2π) gomeomorfno (vzaimno-

odnoznaqno i vzaimno nepreryvno), t.k. operatory

rot +λ I : W^1_2 (Q, 2π) → L_{2,div}(Q, 2π), (60)

G_λ = G^0_λ ⊕ G^+_λ ⊕ G^−_λ : L_{2,div}(Q, 2π) → W^1_2 (Q, 2π) (61)

ograniqeny. Otmetim, qto operator rotor ne ØvlØetsØ ograniqennym v prostranstve L_2(Q, 2π).

2) Pust~ λ = 0, togda sistema uravneniæ (28) razrexima togda i tol~ko togda, kogda f^j_0 i α_k ravny nul¸, t.e. kogda obrawaetsØ v nul~ proekciØ f^0 vektor-funkcii f na L^0_2(Q). UqityvaØ formuly (21) i (23) i sootnoxenie (53) vidim, qto ffta sistema usloviæ razreximosti ffkvivalentna differencial~nomu uravneni¸

div f(x) = 0 (62)

i uslovi¸ ortogonal~nosti k ediniqnym bazisnym vektoram, t.e.

f_0 = 1 (2π)^3 ∫ Q f(x)dx = 0. (63)

Esli ffti usloviØ vypolneny, to rexenie uravneniØ (25) pri

λ = 0 daetsØ formuloæ u = 3∑ j=1 u^j_0e_j + ∞∑ |k|2=1 (ξ_kk + β^+_k |k| ċ^+_k − β^−_k |k| ċ^−_k )e^{ik·x}, (64)

gde u^j_0 i ξ_k – proizvol~nye kompleksnye postoØnnye.

Oboznaqiv

a_0 = 3∑ j=1 u^j_0e_j, ψ(x) = −i ∞∑ |k|2=1 ξ_ke^{ikx} i φ^0(x) = a_0 + ∇ψ, (65)

i uqityvaØ oboznaqeniØ (31) i (32), fftu formulu perepixem v vide

u = φ^0(x) + G^+_0 f^+ + G^−_0 f^−, (66)

priqem vektor a_0 i funkciØ ψ(x) – proizvol~ny. Operatory G^+_0 i G^−_0 ograniqeny v L^+_2 (Q) i v L^−_2 (Q) i udovletvorØ¸t ocenkam

‖G^+_0 f^+‖ 6 ‖f^+‖, ‖G^−_0 f^−‖ 6 ‖f^−‖, (67)

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 269 t.k. soglasno formulam (37) i (38), ρ^−_0 = ρ^+_0 = 1. Pofftomu rexenie (66) prinadleßit prostranstvu L_2(Q, 2π), esli proizvol~naØ vektor-funkciØ φ^0 ≡ a_0 + ∇ψ ∈ L^0_2(Q).

Esli ße proizvol~naØ funkciØ φ^0(x) prinadleßit klassu

W^1_2 (Q, 2π), to rexenie (66) takße prinadleßit klassu W^1_2 (Q, 2π)

potomu, qto operatory G^+_0 i G^−_0 povyxa¸t gladkost~ na edinicu i udovletvorØ¸t ocenkam (47) i (51)

‖G^+_0 f^+‖_1 6 C^+_0 ‖f^+‖_0, ‖G^−_0 f^−‖_1 6 C^−_0 ‖f^−‖_0, (68)

priqem C^+_0 = C^−_0 = √ 2 soglasno formulam (46) i ee analogu dlØ C^−_λ .

Itak, dokazana sledu¸waØ

Teorema 2. Sistema rot u = f razrexima v klasse L2(Q, 2π) togda

i tol~ko togda, kogda vektor-funkciØ f iz L_2(Q, 2π) udovletvorØet usloviØm (62) i (63). Esli ffti usloviØ vypolneny, to rexenie zadaqi opredelØetsØ s toqnost~¸ do proizvol~noæ funkcii φ^0 iz L^0_2(Q) vida φ^0 = a_0 + ∇ψ. Esli φ^0 ∈ L^0_2(Q), to rexenie uravneniØ (66) udovletvorØet ocenke

‖u‖ 6^(‖φ^0‖^2 + ‖f‖^{2)1/2}. (69)

Esli ße φ^0(x) ∈ W^1_2 (Q, 2π), to rexenie (66) prinadleßit klassu W^1_2 (Q, 2π) i udovletvorØet ocenke

‖u‖_1 6 ( ‖φ^0‖^2_1 + 2‖f‖^2 )_{1/2} . (70)

3) Pust~ λ sovpadaet s odnim iz nenulevyh sobstvennyh znaqeniæ operatora rotor. DlØ opredelennosti pust~ λ = |k_0|, gde

k_0 ∈ Z^3\{0}. Togda sistema (29) razrexima togda i tol~ko togda,

kogda β^−_k = 0 dlØ vseh k takih, qto |k| = |k_0|.

Vvidu formul (23) ffti usloviØ ime¸t vid ∫ Q (f(x), ċ^−_k )e^{−ikx} dx = 0 ∀k : |k| = |k_0|. (71)

Ih qislo ravno –(|k_0|).

Pri vypolnenii fftih usloviæ rexenie uravneniØ

rot u + |k_0|u = f , |k_0| ≠ 0 (72)

270 R. S. SAKS daetsØ formuloæ

u = G^0_{|k0|}f^0 + G^+_{|k0|}f^+ + ^G^−_{|k0|}f^− + ∞∑ |k|=|k0| η^−_k · c^−_k e^{ik·x}, (73)

gde η_k – proizvol~nye kompleksnye postoØnnye i

G_{|k0|}f^0 = |k_0|^{−1}f^0, G^+_{|k0|}f^+ = ∞∑ k2=1

β^+_k Ċ^+_k |k_0| + |k| e^{ikx}, (74)

^G^−_{|k0|}f^− =^∞ ∑ k2=1 |k|2≠|k0|2 0 β^−_k ċ^−_k |k_0| − |k| e^{ikx}, (75)

Soglasno (35) i (37), operatory G^0_{|k0|} i G^+_{|k0|} udovletvorØ¸t ocenkam

‖G^0_{|k0|}f^0‖ = 1 |k_0|

‖f^0‖ i ‖G^+_{|k0|}f^+‖ 6 1 |k_0| + 1

‖f^+‖. (76)

Teorema 3. Uravnenie (72) razreximo v L2(Q, 2π) togda i tol~ko

togda, kogda vektor-funkciØ f iz L_2(Q, 2π) udovletvorØet uslovi- Øm (71). Esli ffti usloviØ vypolneny, to obwee rexenie uravneniØ daetsØ formuloæ (73); ono prinadleßit prostranstvu L_2(Q, 2π). Odnorodnoe uravnenie imeet –(|k_0|) lineæno-nezavisimyh rexeniæ. Indeks zadaqi raven nul¸. Esli ße funkciØ f prinadleßit prostranstvu L_{2,div}(Q, 2π), to rexenie (73) prinadleßit prostranstvu W^1_2 (Q, 2π).

§7. Sobstvennye funkcii operatora Stoksa Sobstvennye funkcii u_n operatora Stoksa ØvlØ¸tsØ rexeni- Ømi zadaq (sm. [9])

−νΔu_n + ∇p_n = μ_nu_n, div u_n = 0, (77)

gde u_n i p_n (kompleksno-znaqnye) vektor-funkcii i funkcii v kube Q, udovletvorØ¸wie usloviØm periodiqnosti, μ_n – neizvestnye postoØnnye, a postoØnnaØ ν > 0 zadana. Iz uravneniæ (77) sleduet, qto Δp_n = 0 v Q. Periodiqeskie garmoniqeskie funkcii p_n ØvlØ¸tsØ postoØnnymi v Q i, znaqit, ∇p_n = 0. Takim obrazom, pri periodiqeskih graniqnyh usloviØh sistema

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 271 (77) otliqaetsØ ot sistemy (4) lix~ mnoßitelem ν > 0 (pri

ν = 1 oni sovpada¸t), a rexenie spektral~noæ zadaqi dlØ ope-

ratora Stoksa sovpadaet s rexeniØmi zadaqi (2). Iz rexeniØ zadaq (1) i (2) vyteka¸t utverßdeniØ.

Teorema 4. Sobstvennye znaqeniØ operatora Stoksa pri perio-

diqeskih kraevyh usloviØh ravny ν|k|^2, gde k – l¸boæ celoqislennyæ vektor, k ∈ Z^3. Nulevoe sobstvennoe znaqenie imeet kratnost~ tri. Kaßdoe nenulevoe sobstvennoe znaqenie ν|k|^2 imeet kratnost~ 2–(|k_0|), gde –(|k_0|) – qislo toqek pereseqeniØ celoqislennoæ rexetki Z^3 so sferoæ radiusa |k_0|, i 2–(|k_0|) ne men~xe 12. Prostyh toqek spektra net.

Teorema 5. Sobstvennye znaqeniØ operatora Stoksa, otveqa¸-

wie nulevomu sobstvennomu hnaqeni¸, – ffto bazisnye vektory e_1, e_2, e_3. Sobstvennye funkcii operatora Stoksa, otveqa¸wie nenulevomu sobstvennomu znaqeni¸ ν|k_0|^2, – ffto sovokupnost~ sobstvennyh funkciæ rotora: u^+_k = ċ^+_k e^{ikx} i u^−_k = ċ^−_k e^{ikx}, otveqa¸wih sobstvennym znaqeniØm |k_0| i −|k_0|, gde |k| = |k_0|, a vektory c^±_k opredeleny v p. 5.2. Sistema sobstvennyh funkciæ ortogonal~na i polna.

§8. Rexenie sistemy Stoksa Pust~ zadany kompleksnoe qislo λ i kompleksnaØ funkciØ f iz L_2(Q, 2π).

Analogiqno rexeni¸ uravneniØ (25) (v §6) rexaetsØ sledu¸- waØ sistema s parametrom λ:

−ν(Δv + λ^2v) + ∇p = f , (78)

div v = 0, (79)

v prostranstve L_2(Q, 2π).

Deæstvitel~no, vektor-funkciØ f imeet predstavlenie (24) i

(24_1)–(24_3), sootvetstvenno. Vektor-funkci¸ v takße predstavim

v vide:

v = v^0 + v^+ + v^−, (80) gde v^0(x) = v_0 + ∞∑ |k2|=1 δ_kk̇e^{ikx}, (80_1)

272 R. S. SAKS

v^±(x) = ∞∑ |k2|=1 γ^±_k ċ^±_k e^{ikx}. (80_2)

Iz uravneniØ (79) vytekaet, qto vse qisla δ_k = 0 i, znaqit,

v^0(x) ≡ v_0 est~ postoØnnyæ vektor. Dalee

Δv^±(x) = − ∞∑ |k2|=1 |k|^2γ^±_k ċ^±_k e^{ikx}. (81)

FunkciØ p(x) predstavim v vide rØda Fur~e (7)

p(x) = p_0 + ∞∑ |k|2=1 p_ke^{ik·x}. (82)

Otkuda ∇p(x) = i ∞∑ |k|2=1 kp_ke^{ik·x}. (83)

Podstavim vyraßeniØ dlØ v, Δv, ∇p i f v uravnenie (78) i sravnim kofffficienty pri odinakovyh ffksponentah e^{ik·x}. UqityvaØ ortogonal~nost~ sobstvennyh funkciæ rotora poluqaem beskoneqnu¸ sistemu lineænyh algebraiqeskih uravneniæ otnositel~no neizvestnyh qisel v_0, p_k, γ^+_k i γ^−_k :

−νλ^2v_0 = f_0, i|k|p_k = α_k, (84)

ν(|k|^2 − λ^2)γ^±_k = β^±_k , ∀k : |k| > 0. (85)

Rassmotrim tri sluqaØ.

Qislo νλ^3 ne prinadleßit spektru operatora Stoksa, t.e.

λ^2 ≠ |k|^2 pri l¸byh k ∈ Z^3. Togda sistema (84), (85) odnoznaqno

razrexima i, sledovatel~no, rexenie (v, p) sistemy (78), (79) imeet vid

v = S_λf ≡ S^0_λf^0 + S^+_λ f^+ + S^−_λ f^−, (86) gde S^0_λf^0(x) = − f_0 νλ^2 , S^±_λ f^± = ∞∑ |k|2=1 β^±_k ν(|k|^2 − λ^2) ċ^±_k e^{ikx}, (87)

a funkciØ p(x) ravna

p = p_0 + P f^0, (88)

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 273 gde p_0 – proizvol~naØ postoØnnaØ, a

P f^0 = −i ∞∑ |k|2=1 α_k |k| e^{ikx}, (89)

priqem veliqiny f_0, α_k, β^+_k i β^−_k opredelØ¸tsØ formulami (21), (23). Operatory S^0_λ, S^+_λ i S^−_λ (takße kak i operatory (30)–(32)) deæstvu¸t v podprostranstvah (33) prostranstva L_2(Q, 2π). Operator S^0_λ ØvlØetsØ funkcionalom. Iz (87) poluqaem ocenki

‖S^0_λf^0‖ 6 1 ν|λ|^2 ‖f^0‖, ‖S^±_λ f^±‖ 6 1 νρ_0 ‖f^±‖, (90) gde ρ_0 = min k∈Z3\{0}^{| |k|2 − λ2|, (91)} iz kotoryh sleduet, qto ‖S_λf‖ 6 1 νρ_λ ‖f‖, (92) gde ρ_λ est~ rasstoØnie na kompleksnoæ ploskosti ot toqki λ^2 do toqek spektra operatora Stoksa pri ν = 1.

Operator (89) deæstvuet v prostranstve L^0_2(Q) i udovletvorØet neravenstvu

‖P f^0‖ 6 ‖f^0‖ 6 ‖f‖. (93)

Itak, operatory S_λ i P ograniqeny v L_2(Q, 2π). Sledovatel~no, rexenie (v, p) sistemy (78), (79) prinadleßit L_2(Q, 2π). Dalee, vvidu (88), (89), ∇p = ∞∑ |k|2=1 α_kk̇ e^{ik·x}. (94)

Sledovatel~no,

‖∇p‖ 6 ‖f^0‖ 6 ‖f‖ (95)

i ∇p takße prinadleßit L_2(Q, 2π). Krome togo, vektor-funkciØ v prinadleßit prostranstvu W^2_2 (Q, 2π), tak kak operatory S^+_λ i S^−_λ ØvlØ¸tsØ sglaßiva¸wimi na 2 porØdka i udovletvorØ¸t neravenstvam ‖ ‖S^±_λ f^± ‖ ‖_2 6 C^λ ν ‖f^±‖_0, (96)

274 R. S. SAKS gde C^2_λ = max

k∈Z3\{0}^{(1 + |k|2)2}| |k|2 − λ2|2^{. (97)}

Otkuda poluqaem, qto

‖v‖_2 = ‖S_λf‖_2 6 C_λν^{−1}‖f‖_0. (98)

Takim obrazom, my prihodim k sledu¸wemu rezul~tatu.

Teorema 6. Esli qislo νλ^2 ne prinadleßit spektru operatora

Stoksa, to sistema (78), (79) bezuslovno razrexima v L_2(Q, 2π) dlØ l¸boæ f ∈ L_2(Q, 2π). Priqem, vektor-funkciØ v opredelØetsØ po f odnoznaqno, v prinadleßit prostranstvu Soboleva W^2_2 (Q, 2π) i udovletvorØet ocenkam (92) i (98). FunkciØ p opredelØetsØ po f s toqnost~¸ do proizvol~noæ postoØnnoæ, prinadleßit prostranstvu W^1_2 (Q, 2π) i udovletvorØet neravenstvam (93), (95). Neodnoznaqnost~ p(x) legko ustranØetsØ, zadavaØ p v proizvol~noæ toqke iz Q, naprimer, p(0) = q, gde q – zadannoe qislo.

Vvedem prostranstvo H^{(2,1)}(Q, 2π).

My skaßem, qto 4-h komponentyæ vektor (v, p) prinadleßit

H^{(2,1)}(Q, 2π), esli i tol~ko esli komponenty v_j vektora v pri-

nadleßat prostranstvu Soboleva W^2_2 (Q, 2π), a komponenta p prinadleßit prostranstvu W^1_2 (Q, 2π).

Togda iz teoremy 6 poluqaem

Sledstvie. (a) Esli λ^2 udovletvorØet usloviØm teoremy 6 i

p(0) = q, to operator Stoksa (78), (79) osuwestvlØem gomeomor-

fizm prostranstva H^{(2,1)}(Q, 2π) i prostranstva L_2(Q, 2π).

(b) Pust~ λ = 0 v sisteme (78), (79). Togda iz uravneniæ (84),

(85) i analogiqnyh rassußdeniæ i ocenok sleduet sledu¸waØ

teorema.

Teorema 7. Sistema Stoksa (s periodiqeskimi kraevymi uslovi-

Ømi) razrexima v L_2(Q, 2π) togda i tol~ko togda, kogda ∫ Q f(x)dx = 0. (99)

Pri vypolnenii fftogo usloviØ vektor-funkciØ v opredelØetsØ po f s toqnost~¸ do proizvol~nogo postoØnnogo vektora v_0 po formule

v = v_0 + S^+_0 f^+ + S^−_0 f^−, (100)

REXENIE SPEKTRAL^NO` ZADAQI 275 gde operatory S^+_0 i S^−_0 zada¸tsØ formulami (87) pri λ = 0, pri fftom v ∈ W^2_2 (Q, 2π); a funkciØ p(x) opredelØetsØ po f s toqnost~¸ do proizvol~noæ postoØnnoæ p_0 po formulam (88) i (89) i p ∈ W^1_2 (Q, 2π).

(c) Pust~ λ^2 = |k_0|^2, gde k_0 ∈ Z^3 \ {0}. Vvidu uravneniæ (84) i

(85) analogiqno poluqaetsØ sledu¸waØ teorema.

Teorema 8. Sistema (78), (79) pri λ^2 = |k0|^2 razrexima v pro-

stranstve L_2(Q, 2π) togda i tol~ko togda, kogda f udovletvorØet

2–(|k0|) usloviØm_∫ Q (f(x), c^±_k )e^{−ikx} dx = 0 ∀k : |k| = |k_0|, (101)

gde vektory c^±_k opredeleny v p. 5.2. Esli ffti usloviØ vypolneny, to vektor-funkciØ v opredelØetsØ po f formuloæ v = ∑ |k|2=|k0|2 ( v^+_k ċ^+_k + v^−_k ċ^−_k ) e^{ikx} + S^0_{k0} f^0 + ^S^+_{k0} f^+ + ^S^−_{k0} f^−, (102)

gde v^+_k i v^−_k – proizvol~nye postoØnnye, a

S^0_{k0} f^0 = − f_0 ν|k_0|^2

, ^S^±_{k0} f^± = ν^{−1} ∞∑ |k|2=1 |k|2≠|k0|2 0 β^±_k |k|^2 − |k_0|^2 ċ^±_k e^{ikx}. (103)

Pri fftom v ∈ W^2_2 (Q, 2π). FunkciØ p opredelØetsØ po f formulami (88) i (89) s toqnost~¸ do proizvol~noæ postoØnnoæ p_0 i p ∈ W^1_2 (Q, 2π).

Literatura

1. V. A. Arnol~d, Izbrannoe – 60. FAZIS, M. (1997), 215–236. 2. V. I. Arnol~d, Izbrannoe – 60. FAZIS, M. (1997), 203–212. 3. V. I. Arnol~d, E. I. Korkina, Izbrannoe – 60. FAZIS, M. (1997), 345– 349.

4. B. R. Vaænberg, V. V. Gruxin, O ravnomerno nefflliptiqeskih zadaqah, I. — Mat. sb. 72, No. 4 (1967), 126–154.

5. V. S. Vladimirov, UravneniØ matematiqeskoæ fiziki. Nauka, M.

(1988).

6. V. A. Zoriq, Matematiqeskiæ analiz. Q. II, Nauka, M. (1984). 7. M. Henon, Sur la topologie des lignes de courant dans un cas particulier. — C.

R. Acad. Sci. Paris 262 (1966), 312–314.

276 R. S. SAKS

8. A. I. Mal~cev, Osnovy lineænoæ algebry. Nauka, M. (1975). 9. O. A. LadyßenskaØ Matematiqeskie voprosy dmnamiki vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. 2-oe izd., Nauka, M. (1970).

10. R. S. Saks, O kraevyh zadaqah dlØ sistemy rot u + λu = h. — DAN SSSR 199, No. 5 (1971), 1022–1025.

11. R. S. Saks, O kraevyh zadaqah dlØ sistemy rot u+λu = h. — Diff. uravn.

8, No. 1 (1972), 126–133.

12. R. S. Saks, Normal~no razreximye i neterovye kraevye zadaqi dlØ nekotoryh sistem uravneniæ matematiqeskoæ fiziki, Primenenie funkcional~nogo analiza k uravneniØm s qastnymi proizvodnymi. — V kn.: Trudy seminara akad. S. L. Soboleva, IM SO AN SSSR, No. 2, Novosibirsk (1983), 129–158.

13. R. S. Saks, Spektr operatora vihrØ v xare pri uslovii neprotekaniØ i sobstvennye znaqeniØ kolebaniæ uprugogo xara, zakreplennogo na granice. — V kn.: Trudy meßdunarodnoæ konferencii “Kompleksnyæ analiz, differencial~nye uravneniØ i smeßnye voprosy”, IV. PrikladnaØ matematika, IMVC UNC RAN, Ufa (2000), 61–68.

14. R. S. Saks, ı. N. PolØkov, O spektre operatora vihrØ v klasse periodiqeskih vektor-funkciæ. — V kn.: Metody funkcional~nogo analiza i teorii funkciæ v razliqnyh zadaqah matematiqeskoæ fiziki (materialy meßdunarodnogo nauqnogo seminara-sovewaniØ s odnoimennym nazvaniem), BaxGU, IMVC UNC RAN, Ufa (2000), 52–55.

15. B. V. Xabat, Vvedenie v kompleksnyæ analiz. Nauka, M. (1976).

Sakc R. S. The solution of a spectral problem for the curl and the Stokes operators with periodic boundary condition.

In this paper, the relations between eigenvalues and eigenfunctions of the curl operator and the Stokes operator (with periodic boundary condition) are considered. These relations show that the curl operator is a square root of the Stokes operator with ν = 1. The multiplicity of zero eigenvalue of the curl operator is infinite. The space L_2(Q, 2π) is decomposed into a directe sum of the eigensubspaces of the operator curl. For any complex number λ, the equation rot u + λu = f and the Stokes equation −ν(Δv + λ^2v) + ∇p = f, div v = 0, are solved.

Postupilo 15 noØbrØ 2003

Institut matematiki s VC Ufimskogo nauqnogo centra RAN

E-mail: saks@ic.bashedu.ru