Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 313, 2004 g.

A. A. Zaitov

FUNKTOR SLABO ADDITIVNYH FUNKCIONALOV KONEQNO` STEPENI Opredelenie 1. Funkcional ν : C(X) → R nazovem

(1) slabo additivnym, esli dlØ vseh c ∈ R i φ ∈ C_b(X) vypolnØetsØ ravenstvo ν(φ+c_X ) = ν(φ)+c, gde qerez c_X oboznaqaetsØ postoØnnaØ na X funkciØ, ravnaØ c;

(2) sohranØ¸wim porØdok, esli dlØ vseh par funkciæ φ, ψ ∈ C(X) iz φ 6 ψ sleduet ν(φ) 6 ν(ψ);

(3) normirovannym, esli ν(1_X ) = 1.

DlØ tihonovskogo prostranstva X qerez O ∘ β(X) oboznaqim mnoßestvo vseh slabo additivnyh, sohranØ¸wih porØdok, normirovannyh funkcionalov. DlØ kratkosti, slabo additivnyæ sohranØ¸wiæ porØdok normirovannyæ funkcional, budem prosto nazyvat~ slabo additivnym funkcionalom. Rassmotrim

O∘β(X) kak podprostranstvo prostranstva C_p(C_b(X)) vseh nepre-

ryvnyh funkciæ na C_b(X), snabßennogo topologieæ potoqeqnoæ shodimosti.

Pust~ X – kompakt, O – funktor slabo additivnyh, sohranØ¸wih porØdok normirovannyh funkcionalov. Izvestno, qto prostranstvo O(X) ≡ O ∘ β(X) ØvlØetsØ kompaktom dlØ l¸bogo kompakta X [1]. Napomnim, qto

supp μ = ∩{F : F zamknuto v X i μ ∈ O(F )}.

DlØ kompakta X oboznaqim qerez O_n(X) mnoßestvo vseh slabo additivnyh funkcionalov μ ∈ O(X), dlØ kotoryh | supp μ| 6 n, gde |A| – mownost~ mnoßestva A. a n – poloßitel~noe celoe qislo. Pust~ f : X → Y – nepreryvnoe otobraßenie kompakta X v Y . Otobraßenie O_n(f) : O_n(X) → O(Y ), opredelennoe po formule O_n(f)(μ)(φ) = μ(φ ∘ f) = μ ( φ ∘ f | | supp μ ) = μ ( φ | | supp μ ∘ f ) , gde μ ∈ O_n(X), φ ∈ C(Y ) ØvlØetsØ nepreryvnym. Oqevidno, qto

O_n(f)(O_n(X)) ⊂ O_n(Y ). Takim obrazom opredeleno otobraßenie 135

136 A. A. ZAITOV

O_n(f) : O_n(X) → O_n(Y ). NeposredstvennaØ proverka pokazyvaet,

qto O_n(g ∘ f) = O_n(g) ∘ O_n(f), gde f : X → Y , g : Y → Z – nepreryvnye otobraßeniØ kompaktov. Krome togo, esli id_X : X → X – toßdestvennoe otobraßenie kompakta X, to legko proverit~, qto O_n(id_X ) = id_{On(X)}. Takim obrazom O_n – kovariantnyæ funktor stepeni 6 n, deæstvu¸wiæ v kategorii Comp. Legko videt~, qto esli f : X → Y – vloßenie kompakta X v kompakt Y , to otobraßenie O_n(f) – takße vloßenie prostranstva O_n(X) v O_n(Y ), a esli f : X → Y – otobraßenie “na”, to otobraßenie O_n(f) takße ØvlØetsØ otobraßeniem “na”. Inymi slovami, funktor O_n monomorfen i ffpimorfen. Tak kak monomorfnyæ funktor koneqnoæ stepeni nepreryven, to funktor O_n ØvlØetsØ nepreryvnym. Krome togo, funktor O_n sohranØet ves beskoneqnogo kompakta, pustoe mnoßestvo, toqku i pereseqenie zamknutyh podmnoßestv kompakta. Zametim, qto on ne sohranØet proobraza.

Primer. Pust~ X = {x1, x2, x3} i Y = {y1, y2} – koneqnye kompak-

ty (vse toqki x_1, x_2, x_3, y)1, y_2 razliqny). Otobraßenie f : X → Y postroim kak sledu¸wee: f(x_1) = y_1 i f(x_2) = f(x_3) = y_2. Rassmotrim funkcional δ_{y2} ∈ O(Y ), sosredotoqennyæ na {y_2} ⊂ Y . Funkcional μ ∈ O(X) opredelim po formule

μ(φ) = max { min{φ(x1), φ(x2)}, min{φ(x1), φ(x3)}, min{φ(x2), φ(x3)} } . Voz~mem proizvol~nu¸ funkci¸ ψ ⊂ C(Y ). Imeem

O(f)(μ)(ψ) = μ(ψ ∘ f) = max { min{ψ(f(x1)), ψ(f(x2))}, min{ψ(f(x1)), ψ(f(x3))}, min{ψ(f(x2)), ψ(f(x3))} } = = max { min{ψ(f(y1)), ψ(f(y2))}, ψ(y2) } = ψ(y2) = δ_{y2} (ψ),

t.e. O(f)(μ) = δ_{y2} . S drugoæ storony, μ /∈ O({x_2, x_3}), hotØ f�1_{(y2) = {x2, x3}}. Znaqit funktor_{On} ne sohranØet proobrazy.

Poloßitel~nym celym qislom n my budem takße oboznaqat~ diskretnoe prostranstvo {0, 1, . . . , n − 1}, soderßawee rovno n toqek. Esli X – kompakt, to prostranstvo X^n vseh otobraßeniæ

ξ : n → X takße ØvlØetsØ kompaktom.

Teper~ postroim otobraßenie π_{OXn} : X^n × O(n) → O_n(X) formuloæ π_{OXn}(ξ, μ) = O + n(ξ)(μ) dlØ ξ : n → X i μ ∈ O(n) ≡ O_n(n). Opredelennoe otobraßenie π_{OXn} nepreryvno (sm. [2]). Tak kak

O(n) ØvlØetsØ kompaktom, to proizvedenie X^n × O(n) – takße

komponent.

FUNKTOR SLABO ADDITIVNYH FUNKCIONALOV 137

Teorema 2. On(X) ØvlØetsØ kompaktom dlØ l¸bogo kompakta X. Dokazatel~stvo. Dostatoqno pokazat~, qto otobraßenie πOXn

ØvlØetsØ otobraßeniem “na”. Snaqala zametim, qto mnoßestvo

O_n(X) predstavlØetsØ v vide ob¨edineniØ O_n(X) = ∪{O(Y ) : Y ⊂ Y i |Y | 6 n}. (1) Pust~ Y = {x_0, . . . , x_n} – proizvol~noe koneqnoe podmnoßestvo prostranstva X, soderßawee ne bolee n toqek. Togda mnoßestva

O(Y ) i O(k + 1) gomeomorfny. Teper~ vyberem ξ ∈ X^k ⊂ X^n tak,

qtoby bylo ξ(i) = x_i, i = 0, . . . , k. Sledovatel~no, dlØ l¸bogo ν ∈

O(Y ) suwestvuet μ ∈ O(k+1) takoe, qto π_{OXn}(ξ, μ) = O_n(ξ)(μ) = μ.

Pust~ teper~ ν ∈ O_n(X) – proizvol~nyæ funkcional. Togda

| supp ν| = m 6 n i ν ∈ O(| supp ν|). Znaqit otobraßenie π_{OXn}

ØvlØetsØ otobraßeniem “na”. Takim obrazom, mnoßestvo O_n(X) ØvlØetsØ kompaktom kak nepreryvnyæ obraz kompakta. Teorema 2 dokazana.

Pust~ teper~ X – tihonovskoe prostranstvo, a βX – ego stoun– qehovskoe rasxirenie. Izvestno [3], qto prostranstvo O ∘ β(X) ØvlØetsØ kompaktom; kompakty O ∘ β(X) i O(βX) – gomeomorfny dlØ l¸bogo tihonovskogo prostranstva X. Poloßim O_n(X) ≡ { μ ∈ O ∘ β(X) : | supp μ| 6 n } . (2)

Togda teorema 2 obobwaetsØ sledu¸wem obrazom.

Teorema 20. On(X) – kompakt dlØ l¸bogo tihonovskogo prostran-

stva X. Sledovatel~no, kompakty O_n(X) i O_n(βX) gomeomorfny dlØ proizvol~nogo tihonovskogo prostranstva X.

ZameqaniØ. (a) Snaqala otmetim, qto O1(X) gomeomorfno pro-

stranstvu X dlØ l¸bogo kompakta X. Sledovatel~no, O_1(X) ≡

O1(βX) gomeomorfno stoun–qehovskomu rasxireni¸ βX dlØ

l¸bogo tihonovskogo prostranstva X. Takim obrazom, stoun– qehovskoe rasxirenie βX tihonovskogo prostranstva X – ffto v toqnosti prostranstvo O_1(X).

(b) V obwem sluqae nositel~ funkcionala μ ∈ O∘β(X) ne opredelen dlØ tihonovskogo prostranstva X. �to svØzano s tem, qto ne vsØkaØ nepreryvnaØ ograniqennaØ funkciØ, opredelennaØ na proizvol~nom zamknutom podmnoßestve tihonovskogo prostranstva, moßet byt~ prodolßena nepreryvno i ograniqeno na vse

138 A. A. ZAITOV

prostranstvo. Poskol~ku imeet mesto teorema Brauffra–Titce– Urysona, nositel~ l¸bogo funkcionala μ ∈ O ∘ β(X) opredelen dlØ normal~nogo prostranstva X. No nositel~ proizvol~nogo funkcionala μ ∈ O_n(X) dlØ l¸bogo tihonovskogo prostranstva X opredelen, poskol~ku vsØkaØ funkciØ, opredelennaØ na koneqnom podmnoßestve proizvol~nogo prostranstva, imeet hotØ by odno nepreryvnoe i ograniqennoe prodolßenie.

Literatura

1. T. Radul, On the functor of order-preserving functionals. — Comm. Math. Univ.

Carol. 39, No. 3 (1998), 609–615.

2. A. A. Zaitov, On categorical properties of the functor of order-preserving functionals. Methods of Functional Analysis and Topology 9, No. 4 (2003), 357–364..

3. V. N. Basmanov, Kovariantnye funktory koneqnyh stepeneæ na kategorii bikompaktnyh prostranstv. — Fund. i prikl. matem. 2, No. 3 (2002), 637–654.

4. V. V. Fedorquk, V. V. Filippov, ObwaØ topologiØ. Osnovnye konstrukcii. MGU, M. (1988).

Zaitov A. A. The functor of order-preserving functionals of finite degree.

In this paper we proved that the space of all order-preserving functionals with finite supports is a compact, and we showed that this space is the Stone–Chech compactification of given Tychonoff space if supports consist only one point.

Postupilo 4 oktØbrØ 2003 g.

Institut matematiki im. V. I. Romanovskogo AN Respubliki Uzbekistan E-mail: mathinst@uzsci.net