Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 313, 2004 g.

R. B. Beximov

NEKOTORYE SVO`STVA FUNKTORA Oβ

V rabote [1] T. Radul vvel kovariantnyæ funktor O : Comp →

Comp slabo additivnyh normirovannyh i sohranØ¸wih porØ-

dok funkcionalov na kategorii bikompaktov. On dokazal, qto funktor O udovletvorØet vsem usloviØm normal~nosti, krome sohraneniØ proobrazov. V rabote [2] A. Zaitov opredelil kovariantnyæ funktor O : Tych → Comp slabo additivnyh normirovannyh, sohranØ¸wih porØdok funkcionalov μ : C_b(X) → R, opredelennyh na prostranstve C_b(X) vseh ograniqennyh, nepreryvnyh funkciæ φ : X → R, zadannyh na tihonovskom prostranstve X. Dokazano, qto prostranstvo O(X) ØvlØetsØ bikompaktom dlØ l¸bogo tihonovskogo prostranstva X.

DannaØ rabota posvØwena issledovani¸ nekotoryh svoæstv funktora O_β : Tych → Tych, kotoryæ ØvlØetsØ prodolßeniem funktora O : Comp → Comp. DokazyvaetsØ, qto prostranstvo O_β(X) ØvlØetsØ vypuklym podmnoßestvom prostranstva C_p(C_b(X)).

Pust~ X ∈ Comp. Qerez C(X) oboznaqim mnoßestvo vseh nepreryvnyh funkciæ φ : X → R s obyqnoæ sup-normoæ: ‖φ‖ =

sup{|φ(x)|: x ∈ X}. DlØ kaßdogo c ∈ R qerez c_X oboznaqim posto-

Ønnu¸ funkci¸, opredelØemu¸ po formule c_X (x) = c dlØ vseh

x ∈ X. Pust~ φ, ψ ∈ C(X). My govorim, qto φ 6 ψ togda i tol~ko

togda, kogda φ(x) 6 ψ(x) dlØ vseh x ∈ X.

Opredelenie 1. Funkcional v : C(X) → R nazyvaetsØ

(1) slabo additivnym, esli v(φ+c_X ) = v(φ)+c dlØ vseh φ ∈ C(X) i c ∈ R; (2) sohranØ¸wim porØdok, esli dlØ φ, ψ ∈ C(X) takih, qto

φ 6 ψ, my imeem v(φ) 6 v(ψ);

(3) normirovannym, esli v(1_X ) = 1.

DlØ bikompakta X qerez O(X) oboznaqim mnoßestvo vseh slabo additivnyh, sohranØ¸wih porØdok, normirovannyh funkcionalov. 131

132 R. B. BEXIMOV

Pust~ X, Y ∈ Tych, f : X → Y – nepreryvnoe otobraßenie i

βf : βX → βY – Stoun–Qehovskoe prodolßenie otobraßeniØ f.

Rassmotrim O(βf) : O(βX) → O(βY ). Poloßim

O_β(X) = { μ ∈ O(βX) : supp μ ⊂ X } , O_β(f) = O(βf) | |_{Ofi(X)}. Otobraßenie O_β(f) : O_β(X) → O_β(Y ) deæstvuet po formule (O_β(f)(μ))(φ) = μ(φ ∘ f), gde μ ∈ O_β(X) i S_b(Y ).

Legko videt~, qto O_β ØvlØetsØ kovariantnym funktorom, deæstvu¸wim v kategorii tihonovskih prostranstv. V rabote [3] dokazano, qto dlØ l¸bogo tihonovskogo prostranstva X prostranstva O_β(X) i O_b(X) gomeomorfny, gde O_b(X) = {μ ∈ O(bX) :

supp μ ⊂ X}, bX – nekotoroe bikompaktnoe rasxirenie prostran-

stva X.

Utverßdenie 1. DlØ kaßdogo slabo additivnogo normirovanno-

go funkcionala ν ∈ C_p(C(βX)) i kaßdogo c ∈ R imeem ν(c_X) = c. Dokazatel~stvo. Snaqala pokaßem, qto ν(0X ) = 0. Imeem

1 =(soglasno normirovannosti ν = ν(1_X ) = ν(0_X + 1_X ) = (v silu slaboæ additivnosti ν) = ν(0_X) + 1, otkuda ν(0_X) = 0.

Teper~ rassmotrim obwiæ sluqaæ.

ν(c_X ) = ν(0_X + c_X ) =(soglasno slaboæ additivnosti ν) = ν(0_X ) + c = (v silu tol~ko qto dokazannogo)= 0 + c = c.

Utverßdenie 1 dokazano.

Teorema 1. Pust~ X – tihonovskoe prostranstvo i βX – ego bi-

kompaktnoe rasxirenie Stouna–Qeha. Togda O_β(X) ØvlØetsØ vypuklym podmnoßestvom lineænogo prostranstva C_p(C(βX)).

Dokazatel~stvo. Pust~ ν1, ν2 ∈ Oβ(X) ⊂ O(βX). Proverim

usloviØ (1), (2), (3) opredeleniØ 1 dlØ kombinacii αν_1+(1−α)ν_2, gde α ∈ [0, 1].

1. Pust~ c ∈ R i φ ∈ C_b(X) – proizvol~ny. Togda

(αν_1 + (1 − α)ν_2)(φ + c_X ) = (αν_1)(φ + c_X ) + ((1 − α)ν_2)(φ + c_X ) =

= (αν_1)(φ) + (αν_1)(c_X ) + ((1 − α)ν_2)(φ) + ((1 − α)ν_2)(c_X ) =

NEKOTORYE SVO`STVA FUNKTORA O_fi 133 = (αν_1)(φ) + αc + ((1 − α)ν_2)(φ) + (1 − α)c = (αν_1 + (1 − α)ν_2)(φ) + c,

t.e. funkcional αν_1 + (1 − α)ν_2 slabo additiven.

2. Pust~ φ 6 ψ dlØ pary funkciæ φ, ψ ∈ C_b(X). Imeem:

(αν_1 + (1 − α)ν_2)(φ) = (αν_1)(φ) + ((1 − α)ν_2)(φ) = = (αν_1)(φ) + ((1 − α)ν_2)(φ) 6 αν_1(ψ) + (1 − α)(ν_2)(ψ) = = (αν_1 + (1 − α)ν_2)(ψ),

t.e. funkcional αν_1 + (1 − α)ν_2 sohranØet porØdok.

3. Proverim normirovannost~ funkcionala αν_1 + (1 − α)ν_2. V samom dele, (αν_1 + (1 − α)ν_2)(1_X ) = (αν_1)(1_X ) + (1 − α)ν_2(1_X ) =(v silu normirovannosti funkcionalov ν_1, ν_2) = α · 1 + (1 − α) · 1 =

α + 1 − α = 1.

Teorema 1 dokazana.

Utverßdenie 2. DlØ vsØkogo nepreryvnogo otobraßeniØ f : X →

Y otobraßenie O_β(f) affinno, t.e.

O_β(f)(α_1μ_1 + α_2μ_2) = α_1O_β(f)(μ_1) + α_2O_β(f)(μ_2) pri α_1, α_2 ¿ 0, α_1 + α_2 = 1, μ_1, μ_2 ∈ O_β(X).

Dokazatel~stvo. Pust~ φ ∈ Cb(Y ). Imeem

O_β(f)(α_1μ_1 + α_2μ_2)(φ) = (α_1μ_1 + α_2μ_2)(φ ∘ f) = = α_1μ_1(φ ∘ f) + α_2μ_2(φ ∘ f) = = α_1O_β(f)(μ_1)(φ ∘ f) + α_2O_β(f)(μ_2)(φ ∘ f) = = (α_1O_β(f)(μ_1) + α_2O_β(f)(μ_2)(φ ∘ f).

Utverßdenie 2 dokazano.

Utverßdenie 3. DlØ proizvol~nogo bikompakta X i proizvol~-

nogo ego podprostranstva Y imeem O_β(Y ) = { μ ∈ O(X) : supp μ ⊂ Y } . Dokazatel~stvo. Pust~ X – bikompakt i Y ⊂ X. Poloßim bY =

[Y ]_X . Imeem

O_b(Y ) = { μ ∈ O(bY ) : supp μ ⊂ Y } = { μ ∈ O(X) : supp μ ⊂ Y } . Utverßdenie 3 dokazano.

134 R. B. BEXIMOV

Utverßdenie 4. Esli Y – podmnoßestvo tihonovskogo pro-

stranstva X, to O_β(Y ) ⊂ O_β(X), t.e. funktor O_β monomorfen.

Dokazatel~stvo. Pust~ Y ⊂ X. Rassmotrim proizvol~noe bi-

kompaktnoe rasxirenie bX prostranstva X. Togda [Y ]_{bX} ⊂ bX. Poloßim

O_b(Y ) = { μ ∈ O([Y ]_{bX}): supp μ ⊂ Y } . No iz monomorfnosti funktora O : Comp → Comp vytekaet, qto

O_b(Y ) = O_β(Y ) = { μ ∈ O([Y ]_{bX} ): supp μ ⊂ Y } ⊂ ⊂ { μ ∈ O(bX) : supp μ ⊂ X } = O_b(X) = O_β(X).

Utverßdenie 4 dokazano.

Zameqanie. Vkl¸qenie, dokazannoe v utverßdenii 4, neverno

dlØ funktora O : Tych → Comp.

V samom dele, pust~ i : ω → ω + 1 – toßdestvennoe vloßenie. Togda bikompakt O(ω) =(soglasno [4, sledstvie 2.1.8])= O(βω) imeet nesqetnyæ ves i ego nel~zØ vloßit~ v bikompakt O(ω + 1) sqetnogo vesa.

Literatura

1. T. Radul, On the functor of order-preserving functionals. — Comm. Math. Univ.

Carol. 39, No. 3 (1998), 609–615.

2. A. A. Zaitov, On categorical properties of the functor of order-preserving functionals. Methods of Functional Analysis and Topology 9, No. 4 (2003), 357–364.

3. R. B. Beshimov, On weakly additive functionals. — Matematychni Studii 18, No. 2 (2002), 179–186.

4. A. A. Zaitov, Nekotorye svoæstva prostranstv znakoperemennyh mer i funktora slabo additivnyh normirovannyh i sohranØ¸wih porØdok funkcionalov. Kand. diss., Taxkent (2004).

Beshimov R. B. Some properties of the functor O_β.

In the paper it is proved that the space O_β(X) of weakly additive, order-preserving, normed functionals with compact support is convex subset of the space C_p(C_b(X)).

Postupilo 4 oktØbrØ 2003 g.

Institut matematiki im. V. I. Romanovskogo AN Respubliki Uzbekistan

E-mail: mathinst@uzsci.net