Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 313, 2004 g.

A. A. Ivanov

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY, IH TEORI˚ I PRIMENENIE. 2

Vvedenie

1. Osnovnye ob¨ekty. �ta stat~Ø ØvlØetsØ vtoroæ qast~¸ knigi “Prostranstvennye struktury, ih teoriØ i primenenie”, pervaØ qast~ kotoroæ opublikovana v Zapiskah nauqnyh seminarov POMI v 2002 godu (tom 287). PervaØ qast~ byla posvØwena strukturam nepreryvnosti, strukturam rasxireniæ i bitopologiqeskim strukturam, kak klassiqeskim tak i obwim, teper~ budut rassmotreny razliqnye struktury topologiqeskogo tipa, ØvlØ¸wiesØ topologiqeskimi strukturami na mnoßestvah nekotoroæ xkaly mnoßestv.

Napomnim, qto xkaloæ mnoßestv (po Burbaki) nazyva¸t sovokupnost~ mnoßestv, kotorye mogut byt~ obrazovany iz nekotoryh (bazovyh) mnoßestv operaciØmi proizvedeniØ i perehoda k mnoßestvu podmnoßestv. Zametim, qto topologiqeskie i obwie bitopologiqeskie struktury ØvlØ¸tsØ strukturami topologiqeskogo tipa, kak topologiqeskie struktury na mnoßestve X i, sootvetstvenno, na mnoßestve X × X, gde X – proizvol~noe mnoßestvo. V nastoØweæ stat~e budut rassmotreny, preßde vsego, topologiqeskie struktury na mnoßestvah vida P X = {A|A ⊂ X} dlØ proizvol~nogo mnoßestva X. Takie struktury my budem nazyvat~ P -topologiqeskimi ili settopologiqeskimi strukturami. Tem samym okaßutsØ uße rassmotrennymi topologiqeskie struktury na mnoßestvah X, X × X, P X – prosteæxih mnoßestvah xkaly mnoßestv nad X. Sledu¸wimi po sloßnosti budut fflementy xkaly nad X, stroØwiesØ dvumØ operaciØmi, a imenno X × X × X, X × P X, P X × X, P (X × X), P (P X), dal~- neæxee usloßnenie potrebuet treh takih operaciæ i tak dalee. Esli baza nekotoroæ xkaly mnoßestv sostoit iz dvuh mnoßestv

X, Y , to k ee prosteæxim fflementam dobavØtsØ mnoßestva X ×Y , P (X × Y ), . . . . S rasxirenim bazy uveliqivaetsØ raznoobrazie

fflementov postroennoæ nad neæ xkaly mnoßestv. V fftoæ qasti 5

6 A. A. IVANOV my rassmotrim krome P -topologiqeskih struktur takße topologiqeskie struktury na X × Y , na P (X × Y ), v qastnosti na

P (X × X), na P^2X = P (P X), P^2(X × Y ) i P^3X, predstavlØ¸wie

osobyæ interes.

Zametim, preßde vsego, qto toqki mnoßestva P (X × Y ) moßno rassmatrivat~ kak grafiki otobraßeniæ f : X −→ Y , v obwem sluqae qastiqnyh i mnogoznaqnyh, pofftomu topologiqesku¸ strukturu na fftom mnoßestve moßno rassmatrivat~ kak topologiqesku¸ strukturu na mnoßestve otobraßeniæ X v Y . Qto kasaetsØ mnoßestv P^2X, P^2(X × X) i P^3X, to ih toqkami ØvlØ- ¸tsØ sistemy podmnoßestv bazovogo mnoßestva X, sistemy podmnoßestv mnoßestva X × X i sovokupnosti sistem podmnoßestv mnoßestva X, sootvetstvenno. Takim obrazom l¸baØ topologiqeskaØ struktura otkrytyh (zamknutyh) mnoßestv ØvlØetsØ toqkoæ mnoßestva P^2X, l¸baØ ravnomernaØ struktura okrußeniæ ØvlØetsØ toqkoæ mnoßestva P^2(X × X), l¸baØ ravnomernaØ struktura pokrytiæ ØvlØetsØ toqkoæ mnoßestva P^3X. �to oznaqaet, qto topologiqeskie struktury na mnoßestvah P^2X, P^2(X × X) i P^3X opredelØ¸t, v qastnosti, topologiqeskie struktury na mnoßestvah vseh topologiæ na X, na mnoßestvah vseh ravnomernyh struktur okrußeniæ na X, na mnoßestvah vseh ravnomernyh struktur pokrytiæ na X, sootvetstvenno, i v fftom sostoit ih interes.

2. Prostranstva shodimosti. V dal~neæxem my budem govorit~ ne o topologiqeskih strukturah a prosto o strukturah, imeØ v vidu tot fakt, qto ne vse topologiqeskie problemy rexa- ¸tsØ v kategorii topologiqeskih prostranstv. Pri fftom osnovnymi strukturami, figuriru¸wimi v fftoæ qasti, budut struktury shodimosti napravlennyh sistem toqek bolee obwego haraktera qem v pervoæ qasti.

Napomnim otnosØwiesØ k fftomu ponØti¸ opredeleniØ, soderßawiesØ v pervoæ qasti knigi, s nekotorymi izmeneniØmi i dopolneniØmi.

Opredelenie. Mnoßestvo Λ nazyvaetsØ uporØdoqennym mno-

ßestvom, esli na nem fiksirovano nekotoroe otnoxenie porØdka, to est~ dlØ nekotoryh, ne obØzatel~no vseh, par toqek λ_1, λ_2 fftogo mnoßestva my imeem libo λ_1 ≤ λ_2 libo λ_1 ≥ λ_2, priqem vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. λ ≤ λ dlØ kaßdogo λ ∈ Λ,

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 7 2. λ_1 ≤ λ_2 i λ_2 ≤ λ_3 =⇒ λ_1 ≤ λ_3.

Opredelenie. UporØdoqennoe mnoßestvo Λ nazyvaetsØ napra-

vlennym po vozrastani¸ (ubyvani¸) uporØdoqennym mnoßestvom, esli dlØ l¸byh ego fflementov λ_1, λ_2 naædetsØ takoæ ego fflement λ, qto λ_1 ≤ λ i λ_2 ≤ λ (λ_1 ≥ λ i λ_2 ≥ λ).

Zameqanie. Oqevidno, qto moßno ograniqit~sØ mnoßestvami napravlennymi po vozrastani¸, k nim vsegda moßno pereæti obraweniem porØdka. V dal~neæxem my ograniqimsØ napravlennost~¸ po vozrastani¸, esli ne budet ogovoreno protivnoe. Opredelenie. UporØdoqennoe mnoßestvo Λ^′, soderßaweesØ v

uporØdoqennom mnoßestve Λ, nazyva¸t ego konfinal~noæ qast~¸, esli dlØ l¸bogo λ ∈ Λ naædetsØ λ^′ ∈ Λ^′ takoe, qto λ ≤ λ^′.

Zameqanie. RassmatrivaØ konfinal~nye qasti Λ^′ napravlennogo mnoßestva Λ my budem sqitat~, qto porØdok na mnoßestvah Λ^′ inducirovan porØdkom na mnoßestve Λ. Konfinal~nymi qastØmi ØvlØ¸tsØ, naprimer, tak nazyvaemye konusa Λ(μ) = {λ|λ ∈ Λ, λ ≥ μ}. Opredelenie. Napravlennoæ sistemoæ (napravlennost~¸) v mno-

ßestve X nazyva¸t l¸bu¸ sistemu (x_λ|λ ∈ Λ), x_λ ∈ X, gde Λ – nekotoroe napravlennoe uporØdoqennoe mnoßestvo, nazyvaemoe mnoßestvom indeksov fftoæ napravlennosti.

Zameqanie. Trivial~nymi napravlennostØmi ØvlØ¸tsØ tak nazyvaemye stacionarnye sistemy. Sistema (x_λ|λ ∈ Λ) nazyvaetsØ stacionarnoæ, esli naædetsØ takoe λ_0 ∈ Λ i takaØ toqka x ∈ X, qto x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0.

Opredelenie. Napravlennost~ (xλ|λ ∈ Λ^′) ØvlØetsØ konfinal~-

noæ qast~¸ napravlennosti (x_λ|λ ∈ Λ), esli Λ^′ – konfinal~- naØ qast~ napravlennogo uporØdoqennogo mnoßestva Λ. Takovymi ØvlØ¸tsØ, naprimer, konusy (x_λ|λ ∈ Λ(μ)).

Opredelenie. Pust~ (xλ|λ ∈ Λ) – nekotoraØ napravlennost~ v

X. Fiksiruem kakoæ-nibud~ fflement μ ∈ Λ. Togda mnoßestvo {x_λ|λ ∈ Λ(μ)} budem nazyvat~ nositelem fftoæ napravlennosti. Esli rassmatrivaetsØ ne odna napravlennost~ v X, a nekotoroe mnoßestvo napravlennosteæ, to nositelem fftogo mnoßestva budem nazyvat~ ob¨edinenie proizvol~no fiksirovannyh nositeleæ ego napravlennosteæ.

8 A. A. IVANOV

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. Shodimost~¸

(napravlennosteæ) v X k toqke x ∈ X nazyvaetsØ proizvol~no fiksirovannyæ klass S_x napravlennosteæ, udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim usloviØm:

1. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) stacionarna i x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0 i nekotorogo λ_0 ∈ Λ, to ona prinadleßit S_x (aksioma stacionarnosti).

2. L¸baØ napravlennost~ i l¸boæ ee konus prinadleßat ili ne prinadleßat S_x odnovremenno (aksioma konusa).

3. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ^′) ØvlØetsØ konfinal~noæ qast~¸ napravlennosti (x_λ|λ ∈ Λ), prinadleßaweæ S_x, to ona takße prinadleßit S_x (aksioma konfinal~nosti).

Tak kak mownosti mnoßestv Λ niqem ne ograniqeny, to klassy S_x ne obØzany byt~ mnoßestvami, to est~ ne ØvlØ¸tsØ v obwem sluqae strukturami v smysle Burbaki. Tem ne menee ffti klassy mogut opredelØt~sØ sootvetstvu¸wimi strukturami.

Opredelenie. Bazoæ shodimosti Sx napravlennosteæ v X k toq-

ke x budem nazyvat~ l¸boe mnoßestvo S ⊂ S_x, oblada¸wee sledu- ¸wim svoæstvom:

esli napravlennost~ s ∈ S_x, to dlØ kaßdogo nositelØ sistemy S naædetsØ, soderßawiæsØ v nem nositel~ napravlennosti s.

Teorema. KaßdaØ shodimost~ k toqke imeet bazu.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto nekotoraØ shodimost~ Sx k toqke x ∈ X ne imeet bazu. Fiksiruem proizvol~noe mnoßestvo

S ⊂ S_x. Po uslovi¸ teoremy ono ne ØvlØetsØ bazoæ klassa S_x,

pofftomu naædetsØ napravlennost~ s ∈ S_x i nekotoryæ nositel~ sistemy S, v kotorom ne soderßitsØ ni odin nositel~ napravlennosti s. Prisoedinim s k S. Poluqennoe mnoßestvo napravlennosteæ ne ØvlØetsØ bazoæ S_x i my opØt~ prisoedinim k neæ nekotoru¸ napravlenost~ iz S_x, vybrannu¸ takim ße obrazom, i tak dalee. My poluqim nekotoru¸ transfinitnu¸ posledovatel~- nost~ mnoßestv napravlennosteæ skol~ ugodno bol~xoæ mownosti. DlØ kaßdogo iz fftih mnoßestv rassmotrim mnoßestvo ego nositeleæ. Tak kak kaßdyæ nositel~ ØvlØetsØ podmnoßestvom mnoßestva X, to mownost~ mnoßestva vsevozmoßnyh mnoßestv nositeleæ ograniqena nekotorym kardinal~nm qislom, v to vremØ kak procedura prisoedineniØ napravlennosteæ imeet neograniqennu¸ mownost~. Takim obrazom mnoßestva nositeleæ dolß-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 9 ny povtorØt~sØ, qto protivoreqit procedure prisoedineniØ napravlennosteæ.

Zameqanie. Netrudno privesti primer, pokazyva¸wiæ, qto zadanie nekotoroæ bazy shodimosti ne opredelØet v obwem sluqae samu shodimost~ – vozmoßny raznye shodimosti s odinakovoæ bazoæ. Delo v tom, qto obrawenie usloviØ figuriru¸wego v opredelenii bazy shodimosti voobwe govorØ neverno. Ono okazyvaetsØ spravedlivym tol~ko dlØ nekotoryh (slabo topologiqeskih) shodimosteæ. V obwem ße sluqae neobhodimy dopolnitel~nye rassußdeniØ dlØ zadaniØ shodimosteæ strukturami. Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. Strukturoæ

shodimosti (shodimost~¸) na X nazyvaetsØ mnoßestvo S, sostoØwee iz nezavisimo vybrannyh klassov shodimosti S_x dlØ vseh toqek x ∈ X.

Zameqanie. Esli (xλ|λ ∈ Λ) ∈ Sx, to govorØt, qto ffta sistema

shoditsØ k toqke x ili, drugimi slovami, imeet mesto shodimost~ (x_λ|λ ∈ Λ) −→ x.

Opredelenie. Esli na nekotorom mnoßestve X opredelena ne-

kotoraØ struktura shodimosti S, to paru (X, S) budem nazyvat~ prostranstvom shodimosti (napravlennyh sistem).

Opredelenie. Pust~ (X, S) i (X^′, S^′) – nekotorye prostranstva

shodimosti. Otobraßenie f : X −→ X^′ budem nazyvat~ nepreryvnym otobraßeniem (X, S) v (X^′, S^′), esli iz shodimosti (x_λ|λ ∈ Λ) −→ x v (X, S) sleduet shodimost~ (f(x_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(x) v (X^′, S^′).

Prostranstva shodimosti i ih nepreryvnye otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸, kotoru¸ my oboznaqim qerez Conv.

3. Kategorii shodimosti. Bolee xirokim i bolee udobnym ponØtiem konfinal~nosti ØvlØetsØ ponØtie konfinal~nosti po nositelØm.

Opredelenie. GovorØt, qto napravlennost~ s = (xλ|λ ∈ Λ^′) ØvlØ-

etsØ konfinal~noæ po nositelØm dlØ nekotorogo mnoßestva S napravlennosteæ, esli v kaßdom nositele fftogo mnoßestva soderßitsØ kakoæ-nibud~ nositel~ napravlennosti s. Pri fftom, esli S sostoit iz odnoæ napravlennosti, to sootvetstvu¸waØ konfinal~nost~ po nositelØm nazyvaetsØ prostoæ.

10 A. A. IVANOV

Zameqanie. Esli mnoßestvo S napravlennosteæ sostoit tol~ko iz odnoæ napravlennosti (x_λ|λ ∈ Λ) i napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ^′) ØvlØetsØ ee konfinal~noæ qast~¸, to ona ØvlØetsØ konfinal~- noæ po nositelØm fftoæ napravlennosti. Obratnoe utverßdenie neverno hotØ by potomu, qto napravlennost~ s^′ konfinal~naØ po nositelØm dlØ napravlennosti s ne obØzana byt~ qast~¸ fftoæ napravlennosti.

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. Kvazitopolo-

giqeskoæ shodimost~¸ napravlennosteæ v X k toqke x ∈ X nazyvaetsØ proizvol~no fiksirovannyæ klass S_x napravlennosteæ, udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim usloviØm:

1. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) stacionarna i x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0 i nekotorogo λ_0 ∈ Λ, to ona prinadleßit S_x (aksioma stacionarnosti).

2. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ^′) konfinal~na po nositelØm dlØ nekotoroæ napravlennosti iz klassa S_x, to ona sama prinadleßit fftomu klassu (aksioma prostoæ konfinal~nosti po nositelØm).

Zameqanie. Zdes~ net neobhodimosti dobavlØt~ aksiomu konusov, tak kak ee pokryvaet aksioma prostoæ konfinal~nosti po nositelØm. Deætvitel~no, dlØ proizvol~no fiksirovannoæ shodimosti i l¸bogo ee konusa ih nositeli dlØ dostatoqno bol~xih indeksov sovpada¸t i, sledovatel~no, oni konfinal~ny drug drugu.

Zameqanie. �to opredelenie suwestvenno otliqaetsØ ot opredeleniØ kvazitopologiqeskoæ shodimosti v pervoæ qasti knigi.

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. Kvazitopolo-

giqeskoæ strukturoæ shodimosti na X nazyvaetsØ mnoßestvo S, sostoØwee iz nezavisimo vybrannyh klassov kvazitopologiqeskoæ shodimosti S_x dlØ vseh toqek x ∈ X. Para (X, S) nazyvaetsØ kvazitopologiqeskim prostranstvom (shodimosti).

Klass kvazitopologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ obrazuet kategori¸, kotoru¸ my budem oboznaqat~ qerez QConv.

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. Slabo topolo-

giqeskoæ shodimost~¸ napravlennosteæ v X k toqke x ∈ X na-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 11 zyvaetsØ proizvol~no fiksirovannyæ klass S_x napravlennosteæ, udovletvorØ¸wiæ sledu¸wim usloviØm:

1. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) stacionarna i x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0 i nekotorogo λ_0 ∈ Λ, to ona prinadleßit S_x (aksioma stacionarnosti).

2. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ^′) konfinal~na po nositelØm dlØ nekotorogo mnoßestva S napravlennostuæ iz klassa S_x, to ona sama prinadleßit fftomu klassu (aksioma konfinal~nosti po nositelØm).

Zameqanie. Uslovie 2 ØvlØetsØ obraweniem usloviØ figuriru¸wego v opredelenii bazy shodimosti, pofftomu kaßdaØ baza shodimosti odnoznaqno opredelØet sootvetstvu¸wu¸ slabo topologiqesku¸ shodimost~.

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. Slabo topolo-

giqeskoæ strukturoæ shodimosti na X nazyvaetsØ mnoßestvo S, sostoØwee iz nezavisimo vybrannyh klassov slabo topologiqeskoæ shodimosti S_x dlØ vseh toqek x ∈ X. Para (X, S) nazyvaetsØ slabo topologiqeskim prostranstvom (shodimosti).

Klass slabo topologiqeskih prostranstv shodimosti i ih nepreryvnyh otobraßeniæ obrazuet kategori¸, kotoru¸ my budem oboznaqat~ qerez WConv.

Opredelenie. Rassmotrim uporØdoqennoe mnoßestvo Ξ i upo-

rØdoqennye mnoßestva Λ_ξ, opredelennye dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ. Kompozicieæ fftih uporØdoqennyh mnoßestv budem nazyvat~ mnoßestvo M = {(ξ, h)|ξ ∈ Ξ, h : Ξ −→ Λ, h(ξ) ∈ Λ_ξ}, Λ = ⋃ Λ_ξ|ξ ∈ Ξ, na kotorom opredeleno sledu¸wee otnoxenie porØdka: (ξ, h) ≤ (ξ^′, h^′) ⇐⇒ ξ ≤ ξ^′ i h ≤ h^′, gde h ≤ h^′ ⇐⇒ h(ξ) ≤ h^′(ξ) dlØ vseh ξ ∈ Ξ.

Netrudno ponØt~, qto esli vse ishodnye mnoßestva ØvlØ¸tsØ napravlennymi uporØdoqennymi mnoßestvami, to i ih kompoziciØ ØvlØetsØ napravlennym uporØdoqennym mnoßestvom.

Opredelenie. Pust~ (xξ|ξ ∈ Ξ) i (xλ|λ ∈ Λξ), – napravlennosti v

X, togda ih kompozicieæ budem nazyvat~ napravlennost~ (x_μ|μ ∈ M ), gde x_μ = x_{h(ξ)}.

12 A. A. IVANOV

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. Topologiqeskoæ

strukturoæ shodimosti na X nazyvaetsØ mnoßestvo S, sosto- Øwee iz klassov S_x shodimosti napravlennosteæ dlØ vseh toqek x ∈ X, udovletvorØ¸wee sledu¸wim usloviØm:

1. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) stacionarna i x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0 i nekotorogo λ_0 ∈ Λ, to ona prinadleßit S_x (aksioma stacionarnosti).

2. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ^′) konfinal~na po nositelØm dlØ nekotorogo mnoßestva S napravlennostuæ iz klassa S_x, to ona sama prinadleßit fftomu klassu (aksioma konfinal~nosti po nositelØm).

3. Esli (x_ξ|ξ ∈ Ξ) −→ x i (x_λ|λ ∈ Λ_ξ) −→ x_ξ dlØ vseh ξ ∈ Ξ, to

(x_μ|μ ∈ M ) −→ x, x_μ = x_{h(ξ)} (aksioma kompozicii). Para (X, S) nazyvaetsØ topologiqeskim prostranstvom shodimosti.

Klass topologiqeskih prostranstv shodimosti i ih nepreryvnyh otobraßeniæ obrazuet kategori¸, kotoru¸ my budem oboznaqat~ qerez TConv.

Netrudno zametit~, qto ime¸t mesto sledu¸wie vkl¸qeniØ:

T Conv ⊂ W Conv ⊂ Q Conv ⊂ Conv

KaßdaØ iz fftih kategoriæ ØvlØetsØ polnoæ podkategorieæ vseh posledu¸wih.

4. Funktornye svØzi meßdu kategoriØmi shodimosti. V pervoæ qasti knigi (glava 1, paragraf 2) rassmatrivalis~ razliqnye kategorii i svØzi meßdu nimi, v qastnosti kategorii shodimosti. My ne budem privodit~ zdes~ polnost~¸ soderßanie fftogo paragrafa, no kratko privedem neobhodimye svedeniØ. Opredelenie. Kategorieæ K nazyva¸t paru (ObK, M orK) klas-

sov, sostoØwih iz tak nazyvaemyh ob¨ektov i, sootvetstvenno, morfizmov fftoæ kategorii. Kaßdoæ pare (X, Y ) ob¨ektov sopostavlØetsØ nekotoroe mnoßestvo C(X, Y ) morfizmov ob¨ekta X v ob¨ekt Y , kaßdyæ morfizm f ∈ C(X, Y ) opredelØet odnoznaqno ob¨ekty X i Y nazyvaemye ego oblast~¸ zadaniØ i, sootvetstvenno, oblast~¸ znaqeniæ. DlØ kaßdoæ troæki X, Y, Z ob¨ektov opredeleno otobraßenie C(X, Y ) × C(Y, Z) −→ C(X, Z), sopostavlØ¸wee morfizmam f ∈ C(X, Y ) i g ∈ C(Y, Z) ih kompozici¸ gf ∈ C(X, Z). Pri fftom dolßny vypolnØt~sØ sledu¸wie usloviØ:

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 13 1. KompoziciØ morfizmov associativna, to est~ h(gf) = (hg)f dlØ l¸byh morfizmov f ∈ C(X, Y ), g ∈ C(Y, Z), h ∈ C(X, Z).

2. DlØ l¸bogo Y ∈ ObK suwestvuet toßdestvennyæ morfizm

1_Y ∈ C(Y, Y ), ØvlØ¸wiæsØ levoæ i pravoæ ediniceæ. �to znaqit, qto 1_Y f = f dlØ kaßdogo f ∈ C(X, Y ) i h1_Y = h dlØ kaßdogo h ∈ C(Y, Z). Zameqanie. Vmesto zapisi f ∈ C(X, Y ) pol~zu¸tsØ qasto ffkvivalentnymi eæ zapisØmi f : X −→ Y ili X^f−→ Y . Opredelenie. KategoriØ L nazyvaetsØ podkategorieæ kategorii

K, esli kaßdyæ ob¨ekt i kaßdyæ morfizm kategorii L ØvlØetsØ ob¨ektom i, sootvetstvenno, morfizmom kategorii K. Esli pri fftom C(X, Y ) v kategorii L sovpadaet s C(X, Y ) v kategorii K, to kategoriØ L nazyvaetsØ polnoæ podkategorieæ kategorii K.

Osoboe mesto zanimet kategoriØ Set, ob¨ektami kotoroæ ØvlØ- ¸tsØ mnoßestva, a morfizmami – vse otobraßeniØ sootvetstvu- ¸wih mnoßestv.

SvØzi meßdu kategoriØmi osuwestvlØ¸tsØ tak nazyvaemymi funktorami, svØzi meßdu funktorami – preobrazovaniØmi funktorov.

Opredelenie. Pust~ K i K^′ – nekotorye kategorii. Sootvet-

stvie F, sopostavlØ¸wee kaßdomu ob¨ektu i kaßdomu morfizmu kategorii K, odnoznaqno opredelennyæ ob¨ekt i, sootvetstvenno, morfizm kategorii K^′, nazyvaetsØ kovariantnym (kontravariantnym) funktorom, esli kaßdomu morfizmu f : X −→ Y sootvetstvuet morfizm F(f) : F(X) −→ F(Y ) (F(f) : F(Y ) −→ F(X)), priqem vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ:

1. F(1_X ) = 1_{F(X)} dlØ kaßdogo ob¨ekta X ∈ K.

2. F(gf) = F(g)F(f) (F(gf) = F(f)F(g)) dlØ l¸boæ kompozicii

gf morfizmov kategorii K.

Opredelenie. Pust~ F : K −→ K^′ i F^′ : K −→ K^′ – nekotorye

kovariantnye funktory. Preobrazovaniem funktora F v funktor F^′ nazyvaetsØ sootvetstvie G, sopostavlØ¸wee kaßdomu ob¨ektu kategorii K morfizm kategorii K^′ tak, qto dlØ l¸bogo morfizma f : X −→ Y v kategorii K imeet mesto sootnoxenie G(Y )F(f) = F^′(f)G(X). Zameqanie. NaglØdno, ffto sootnoxenie moßno zapisat~ dlØ l¸- bogo morfizma f : X −→ Y sledu¸weæ kommutativnoæ diagram-

14 A. A. IVANOV moæ: F(X)^{F(f)}−−−−→ F(Y ) G(X) G^{(Y )} F^′(X)^{F ′(f)} −−−−→ F^′(Y ) DlØ kontravariantnyh funktorov F i F^′ gorizontal~nye strelki budut obraweny.

Opredelenie. KategoriØ K^′ nazyvaetsØ P-detalizacieæ katego-

rii K, esli P – funktor nakrytiØ, to est~ kaßdyæ ob¨ekt X i kaßdyæ morfizm f kategorii K ØvlØetsØ P-obrazom nekotorogo ob¨ekta X^′ i nekotorogo morfizma f^′ kategorii K^′. Ob¨ekt X^′ i morfizm f^′ nazyva¸tsØ pri fftom P-detalizaciØmi ili prosto detalizaciØmi ob¨ekta X i morfizma f. Klassy vseh takih detalizaciæ budem oboznaqat~ qerez P^{−1}(X) i P^{−1}(f).

Zameqanie. Klassy P^{−1}(X) i P^{−1}(f) nepusty. Pri fftom v kaßdom klasse P^{−1}(X) i v kaßdom klasse P^{−1}(f) moßno vvesti otnoxenie porØdka.

Opredelenie. Poloßim X^′_1 ≤ X^′_2, esli suwestvuet takoæ mor-

fizm j^′ : X^′_2 −→ X^′_1, qto P(j^′) ØvlØetsØ toßdestvennym morfizmom X na sebØ. Poloßim f^′_1 ≤ f^′_2, esli f^′_1 : X^′_1 −→ Y^′_1 , f^′_2 : X^′_2 −→ Y^′_2 , X^′_1 ≤ X^′_2, Y^′_1 ≤ Y^′_2 .

Zameqanie. �to dovol~no gromozdkoe opredelenie stanovitsØ prozraqnym, esli obratit~sØ k sledu¸weæ diagramme: X^′_2^{f ′2}−−−−→ Y^′_2 i^′ j_′ X^′_1^{f ′1}−−−−→ Y^′_1 P-obraz fftoæ diagrammy budet otobraßeniem X^f−→ Y . Zametim, qto kommutativnost~ fftoæ diagrammy, to est~ sootnoxenie

j^′f^′_2 = f^′_1i^′, v uslovie ne vhodit.

NarØdu s funktorami nakrytiØ, rassmatriva¸tsØ i funktory vloßeniØ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 15

Opredelenie. Funktor I : K −→ K^′ nazyvaetsØ funktorom vlo-

ßeniØ, esli I(X) = I(Y ) =⇒ X = Y i I(f) = I(g) =⇒ f = g. Pri fftom ob¨ekt I(X) i morfizm I(f) kategorii K^′ nazyva¸tsØ I-predstavitelØmi ili prosto predstavitelØmi ob¨ekta X i, sootvetstvenno, morfizma f kategorii K.

Suwestvu¸t svØzi meßdu kategoriØmi, ispol~zu¸wie funktory nakrytiØ i funtory vloßeniØ odnovremenno.

Opredelenie. KategoriØ K nazyvaetsØ retraktom kategorii

K^′, esli naædutsØ takie funktory I : K −→ K^′ i P : K^′ −→ K, qto PI – toßdestvennyæ funktor.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto funktory I i P, figuriru¸wie v fftom opredelenii, ØvlØ¸tsØ funktorami vloßeniØ i nakrytiØ, sootvetstvenno.

Pust~ kagoriØ K^′ ØvlØetsØ P-detalizacieæ kategorii K. Naliqie takoæ funktornoæ svØzi meßdu fftimi kategoriØmi pozvolØet, pri nekotoryh dopolnitel~nyh predpoloßeniØh, dokazyvat~ naliqie razliqnyh svoæstv ob¨ektov i morfizmov fftih kategoriæ pri sootvetstvu¸wih predpoloßeniØ, preßde vsego tak nazyvaemyh aksiomah detalizaciæ: suwestvovanii toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov, toqnoæ nißneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov, toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih morfizmov, toqnoæ nißneæ granicy nakryva¸wih morfizmov, levyh nakrytiæ, pravyh nakrytiæ, podnØtiØ kompoziciæ, vloßeniØ.

Ispol~zovanie teh ili inyh iz fftih aksiom pozvolØet dokazyvat~ razliqnye svoæstva detalizaciæ naprimer suwestvovanie, pri vypolnenii sootvetstvu¸wih aksiom, maksimal~nogo funktornogo vloßeniØ ili minimal~nogo funktornogo vloßeniØ kategorii K v ee P-detalizaci¸ K^′.

Kategornye opredeleniØ prØmogo proizvedeniØ i svobodnogo ob¨edineniØ otliqa¸tsØ ot sootvetstvu¸wih strukturnyh opredeleniæ.

Opredelenie. PrØmym proizvedeniem v kategorii K ee ob¨ektov

X_ξ , rassmatrivaemyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ, nazyvaetsØ sistema (X, p_ξ), sostoØwaØ iz nekotorogo ob¨ekta X i morfizmov p_ξ : X −→ X_ξ, opredelennyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ. Pri fftom dolßno vypolnØt~sØ sledu¸wee uslovie:

DlØ l¸boæ sistemy (Y, f_ξ ), sostoØweæ iz nekotorogo ob¨ekta

16 A. A. IVANOV

Y kategorii K i ee morfizmov f_ξ : Y −→ X_ξ , naædetsØ takoæ morfizm f : Y −→ X, qto f_ξ = p_ξf dlØ vseh ξ ∈ Ξ.

Opredelenie. Svobodnym ob¨edineniem v kategorii K ee ob¨ek-

tov X_ξ , rassmatrivaemyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ, nazyvaetsØ sistema (X, i_ξ), sostoØwaØ iz nekotorogo ob¨ekta X i morfizmov i_ξ : X_ξ −→ X, opredelennyh dlØ vseh ξ ∈ Ξ. Pri fftom dolßno vypolnØt~sØ sledu¸wee uslovie:

DlØ l¸boæ sistemy (Y, f_ξ ), sostoØweæ iz nekotorogo ob¨ekta Y kategorii K i ee morfizmov f_ξ : X_ξ −→ Y , naædetsØ takoæ morfizm f : X −→ Y , qto f_ξ = fi_ξ dlØ vseh ξ ∈ Ξ.

Zameqanie. Netrudno zametit~, qto kategornye ponØtie prØmogo proizvedeniØ i svobodnogo ob¨edineniØ dvoæstvenny drug drugu. Opredelenie odnogo iz nih poluqaetsØ iz drugogo obraweniem strelok.

Moßno dokazat~ pri vypolnenii sootvetstvu¸wih aksiom, qto prØmoe proizvedenie ((X, p_ξ )|ξ ∈ Ξ) ob¨ektov X_ξ v kategorii

K nakryvaetsØ prØmym proizvedeniem ((X^′, p^′_ξ)|ξ ∈ Ξ) v kategorii K^′ proizvol~no fiksirovannyh detalizaciæ fftih ob¨ektov i analogiqnoe utverßdenie, otnosØweesØ k svobodnym ob¨edineniØm.

5. Shodimosti i nekotorye klassiqeskie ponØtiØ. Rassmotrim nekotoru¸ operaci¸ zamykaniØ na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve X. �ta operaciØ pozvolØet opredelit~ na X sootvetstvu¸wu¸ shodimost~ S(cl).

Opredelenie. Pust~ x ∈ X, Ax = {A|x /∈ cl A}. Budem sqitat~,

qto napravlennost~ s prinadleßit S(cl)_x togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo A ∈ A_x naædetsØ nositel~ fftoæ napravlennosti, ne ime¸wiæ obwih toqek s A.

V pervoæ qasti bylo dokazano, qto klass S(cl)_x ØvlØetsØ dlØ l¸bogo x ∈ X klassom shodimosti k toqke x.

Rassmotrim, teper~, proizvol~nu¸ shodimost~ S v X. �ta shodimost~ pozvolØet opredelit~ sootvetstvu¸wu¸ operaci¸ zamykaniØ cl(S) na X.

Opredelenie. Budem sqitat~, qto x ∈ cl(S)A togda i tol~ko to-

gda, kogda suwestvuet napravlennost~ s ∈ S_x, nekotoryæ nositel~ kotoroæ soderßitsØ v A.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 17 V pervoæ qasti bylo dokazano, qto operaciØ cl = cl(S) ØvlØetsØ operacieæ zamykaniØ a takße, qto dlØ l¸boæ operacii zamykaniØ cl i l¸boæ shodimosti S ime¸t mesto sootnoxeniØ

cl(S cl)) = cl i S cl(S)) = S. Byla rassmotrena svØz~ meßdu sho-

dimostØmi i operaciØmi zamykaniØ. Dopolniv ee svØz~¸ meßdu operaciØmi zamykaniØ i strukturami okrestnosteæ, my poluqili svØz~ meßdu shodimostØmi i strukturami okrestnosteæ. �tu svØz~ moßno ustanovit~ neposredstvenno sledu¸wim obrazom.

Pust~ S – nekotoraØ struktura shodimosti na mnoßestve X.

S-okrestnost~¸ toqki x ∈ X budem nazyvat~ l¸boe mnoßestvo O ⊂ X, oblada¸wee sledu¸wim svoæstvom:

napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) prinadleßit S_x togda i tol~ko togda, kogda nekotoryæ ee nositel~ soderßitsØ v O. Vse takie okrestnosti toqki x sostavlØ¸t O(S)_x, mnoßestvo {O(S)_x|x ∈ X} oboznaqaetsØ qerez O(S).

S drugoæ storony, esli O ØvlØetsØ nekotoroæ strukturoæ okrestnosteæ, to shodimost~ S(O) opredelØetsØ sledu¸wim obrazom:

napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) prinadleßit S(O)_x togda i tol~ko togda, kogda dlØ kaßdogo O ∈ O_x naædetsØ nositel~ fftoæ napravlennosti, soderßawiæsØ v O.

My imeem, takim obrazom, vzaimno odnoznaqnye sootvetstviØ meßdu strukturami okrestnosteæ, operaciØmi zamykaniØ i slabo topologiqeskimi shodimostØmi. Pri fftom topologiqeskim strukturam okrestnosteæ vzaimno sootvetstvovali topologiqeskie operacii zamykaniØ – sootvetstvu¸wie im shodimosti budem nazyvat~ topologiqeskimi shodimostØmi. Vydelenie klassa topologiqeskih shodimosteæ potrebovalo vvedeniØ aksiomy kompozicii.

V pervoæ qasti bylo dokazano, qto shodimost~ S(O), sootvetstvu¸waØ nekotoroæ strukture okrestnosteæ O, udovletvorØet aksiome kompozicii togda i tol~ko togda, kogda O – topologiqeskaØ struktura okrestnosteæ.

K klassiqeskim ponØtiØm otnosØtsØ takße shodimosti fil~- trov i kofil~trov.

Opredelenie. Fil~trom v mnoßestve X nazyva¸t l¸bu¸ nepu-

stu¸ sistemu ω podmnoßestv fftogo mnoßestva udovletvorØ¸- wu¸ sledu¸wim usloviØm: 1. ∅ /∈ ω.

18 A. A. IVANOV

2. Esli G ∈ ω i G ⊂ G^′ togda G^′ ∈ ω. 3. Esli G ∈ ω i G^′ ∈ ω togda G ∩ G^′ ∈ ω.

Opredelenie. Kofil~trom v mnoßestve X nazyva¸t l¸bu¸ ne-

pustu¸ sistemu γ podmnoßestv fftogo mnoßestva udovletvorØ- ¸wu¸ sledu¸wim usloviØm: 1. ∅ /∈ γ. 2. Esli F ∈ γ i F ⊂ F^′ togda F^′ ∈ γ. 3. Esli F ∪ F^′ ∈ γ togda F ∈ γ ili F^′ ∈ γ.

Zameqanie. PonØtiØ fil~tra i kofil~tra dvoæstvenny drug drugu v sledu¸wem smysle:

esli ω ØvlØetsØ fil~trom v X, to γ(ω) = {F |X \ F /∈ ω} ØvlØetsØ kofil~trom v X,

esli γ ØvlØetsØ kofil~trom v X, to ω(γ) = {G|X \ G /∈ γ} ØvlØetsØ fil~trom v X,

pri fftom γ(ω(γ)) = γ, ω(γ(ω)) = ω.

Opredelenie. Budem govorit~, qto sistema Ω fil~trov v X i

sistema Γ kofil~trov v X dvoæstvenny drug drugu, esli ω ∈ Ω =⇒ γ(ω) ∈ Γ i γ ∈ Γ =⇒ ω(γ) ∈ Ω. Budem takße govorit~, qto ffto ffkvivalentnye sistemy.

Obyqno shodimost~ fil~trov rassmatrivaetsØ dlØ okrestnostnyh (slabo topologiqeskih) prostranstv. SqitaetsØ, qto fil~tr ω shoditsØ k toqke x ∈ X, esli on soderßit fil~tr

O_x okrestnosteæ fftoæ toqki. Sootvetstvenno, kofil~tr γ shoditsØ k toqke x ∈ X, esli ω(γ) shoditsØ k fftoæ toqke. VvedØ dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X sovokupnost~ C_x mnoßestv, zamykaniØ kotoryh soderßat fftu toqku (ffta sovokupnost~ ØvlØetsØ kofil~- trom), moßno dat~ nezavisimoe ot shodimosti fil~trov opredelenie shodimosti kofil~trov, a imenno:

kofil~tr γ shoditsØ k toqke x, esli on soderßitsØ v kofil~- tre C_x.

Zameqanie. Ne trudno dokazat~, qto Ox i Cx dvoæstvenny drug drugu.

V obwem sluqae dlØ proizvol~nogo mnoßestva X moßet byt~ opredelena shodimost~ fil~trov zadaniem dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X proizvol~no fiksirovannogo mnoßestva Ω_x fil~trov.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 19

Opredelenie. Budem govorit~, qto na mnoßestve X zadana sho-

dimost~ fil~trov k x ∈ X, esli fiksirovano nekotoroe nepustoe mnoßestvo Ω_x fil~trov v X, udovletvorØ¸wee sledu¸wemu uslovi¸:

esli ω ∈ Ω_x i ω ⊂ ω^′, togda ω^′ ∈ Ω_x (zamknutost~ po vozrastani¸). Budem govorit~, qto na mnoßestve X zadana shodimost~ fil~- trov, esli dlØ vseh x ∈ X nezavisimo opredeleny shodimosti Ω_x.

Zameqanie. Shodimost~ kofil~trov vvoditsØ dvoæstvennym opredeleniem, v kotorom uslovie zamknutosti po vozrastani¸ zamenØetsØ na dvoæstvennoe emu uslovie zamknutosti po ubyvani¸.

Opredelenie. Budem govorit~, qto na mnoßestve X zadana sho-

dimost~ kofil~trov k x ∈ X, esli fiksirovano nekotoroe nepustoe mnoßestvo Γ_x kofil~trov v X, udovletvorØ¸wee sledu¸- wemu uslovi¸:

esli γ ∈ Γ_x i γ^′ ⊂ γ, togda γ^′ ∈ Γ_x (zamknutost~ po ubyvani¸). Budem govorit~, qto na mnoßestve X zadana shodimost~ kofil~trov, esli dlØ vseh x ∈ X nezavisimo opredeleny shodimosti Γ_x.

Zameqanie. Netrudno ponØt~, qto dlØ l¸boæ shodimosti Ωx fil~trov dvoæstvennaØ eæ sistema Γ_x ØvlØetsØ shodimost~¸ kofil~trov i naoborot.

20 A. A. IVANOV

Glava I

P -topologiqeskie struktury

§1. Prostranstva podmnoßestv 1. Prostranstva podmnoßestv i prostranstva otobraßeniæ. Prostranstvom podmnoßestv mnoßestva X nazyva¸t mnoßestvo P X ili kakoe-nibud~ ego podmnoßestvo, rassmatrivaemoe s nekotoroæ zadannoæ na nem topologiqeskoæ strukturoæ. Prostranstvom otobraßeniæ mnoßestva Y v mnoßestvo Z nazyva¸t mnoßestvo C(Y, Z) ili kakoe-nibud~ ego podmnoßestvo, rassmatrivaemoe s nekotoroæ zadannoæ na nem topologiqeskoæ strukturoæ. Takim obrazom toqki fftih prostranstv ime¸t razliqnoe proishoßdenie: toqkami prostranstv podmnoßestv ØvlØ¸tsØ mnoßestva, toqkami prostranstva otobraßeniæ ØvlØ¸tsØ otobraßeniØ. Odnako, esli nas interesuet tol~ko topologiqeskaØ struktura fftih prostranstv, a proishoßdenie ih toqek nam bezrazliqno, to ih teoriØ moßet byt~ ob¨edinena. Toqki l¸bogo prostranstva podmnoßestv mogut byt~ zameneny nekotorymi otobraßeniØmi, a toqki l¸bogo prostranstva otobraßeniæ mogut byt~ zameneny nekotorymi mnoßestvami. Deæstvitel~no, vmesto podmnoßestv F mnoßestva X moßno rassmatrivat~ ih harakteristiqeskie funkcii, to est~ otobraßeniØ χ_F : X −→ D, D = {0, 1}, χ_F (x) = 1 ⇐⇒ x ∈ F , vmesto otobraßeniæ f : Y −→ Z moßno rassmatrivat~ ih grafiki, to est~ podmnoßestva Γ_F = {(y, z)|f(y) = z} mnoßestva Y × Z. �tot fakt pozvolØet perenosit~ ponØtiØ i utverßdeniØ teorii prostranstv podmnoßestv v teori¸ prostranstv otobraßeniæ i naoborot. DlØ nas zdes~ budet perviqnym ponØtie prostranstva podmnoßestv. Prostranstvo otobraßeniæ f : Y −→ Z budet rassmatrivat~sØ kak prostranstvo podmnoßestv mnoßestva Y × Z. Zametim, s drugoæ storony, qto teoriØ topologiqeskih struktur na P X i teoriØ topologiqeskih struktur na P (X × X), rassmatrivaemyh kak struktury na X, suwestvenno razliqny, hotØ i svØzany drug s drugom. �ta svØz~ poroßdaetsØ vloßeniem j : X −→ X × X, j(x) = (x, x) i, sledovatel~no, vloßeniem P j : P X −→ P (X × X), dlØ kotorogo P j(F ) = {(x, x)|x ∈ F }. My rassmotrim zdes~ dva klassiqeskih podhoda k vvedeni¸ topologiqeskih struktur na mnoßestvah podmnoßestv i dva

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 21 klassiqeskih podhoda k vvedeni¸ topologiqeskih struktur na mnoßestvah otobraßeniæ

Pust~ (X, d) – proizvol~noe metriqeskoe prostranstvo. Na nem moßno rassmatrivat~ ograniqennye zamknutye mnoßestva F , to est~ zamknutye mnoßestva s koneqnym diametrom

sup{d(x, y)|x, y ∈ F }. Na mnoßestve P_bX vseh zamknutyh ograni-

qennyh v (X, d) mnoßestv estestvenno vvoditsØ metrika Hausdorfa d_H , dlØ kotoroæ d_H (A, B) = max{sup(inf{d(x, y)|y ∈ B}|x ∈ A)}, sup(inf{d(x, y)|x ∈ A)}|y ∈ B)} – naibol~xee iz otkloneniæ odnogo

iz fftih mnoßestv ot drugogo. Netrudno dokazat~, qto d_H ØvlØetsØ metrikoæ. �ta metrika opredelØet topologiqesku¸ strukturu na P_bX.

Vtoroæ podhod primenim k proizvol~nomu topologiqeskomu prostranstvu (X, τ ). Pust~ P X – mnoßestvo vseh zamknutyh v

(X, τ ) mnoßestv. V kaqestve predbazy topologiqeskoæ struktury

P τ na P X rassmotrim sovokupnost~ mnoßestv P U = {F |F ∈ P X, F ⊂ U }, QU = {F |F ∈ P X, F ∩ U ≠ ∅}, vzØtyh dlØ vseh U ∈ τ .

Topologiqeskoe prostranstvo (P X, P τ ) nazyvaetsØ prostranstvom zamknutyh podmnoßestv prostranstva (X, τ ) v topologii Vietorisa.

Pust~ teper~ X i Y – proizvol~nye topologiqeskie prostranstva, C(X, Y ) – mnoßestvo vseh nepreryvnyh otobraßeniæ

f : X −→ Y. Rassmotrim dve topologizacii fftogo mnoßestva, a

imenno topologi¸ potoqeqnoæ shodimosti i kompaktno otkrytu¸ topologi¸.

TopologiØ potoqeqnoæ shodimosti opredelØetsØ shodimostØmi napravlennyh sistem otobraßeniæ, a imenno: (f_λ|λ ∈ Λ) −→ f ⇐⇒ (f_λ(x)|λ ∈ Λ) −→ f(x) dlØ vseh x ∈ X.

Kompaktno otkrytaØ topologiØ opredelØetsØ predbazoæ, sostoØweæ iz mnoßestv O(K, U ) = {f|f(K) ⊂ U } rassmatrivaemyh dlØ vseh kompaktnyh podmnoßestv K iz X i vseh otkrytyh v Y mnoßestv U .

22 A. A. IVANOV

Pust~ X – nekotoroe topologiqeskoe prostranstvo i P X – mnoßestvo vseh ego nepustyh zamknutyh mnoßestv, D_r – pravoe kolmogorovskoe dvoetoqie. Ego topologiqeskaØ struktura sostoit iz treh (otkrytyh) mnoßestv: ∅, {0}, {0, 1}. Kak my uße otmetili, zamknutym mnoßestvam F prostranstva (X, τ ) sootvetstvu- ¸t harakteristiqeskie funkcii χ_F , dlØ kotoryh χ_F (x) = 1 ⇐⇒

x ∈ F , χ_F (x) = 0 ⇐⇒ x /∈ F . Rassmotrim topologi¸ potoqeqnoæ

shodimosti na mnoßestve fftih harakteristiqeskih funkciæ. (χ_λ|λ ∈ Λ) −→ χ) ⇐⇒ (χ_λ(x)|λ ∈ Λ) −→ χ(x) dlØ vseh x ∈ X. Zdes~ χ_λ – harakteristiqeskaØ funkciØ zamknutogo mnoßestva F_λ, χ – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva F . No esli x ∈ F , to χ(x) = 1 i pofftomu (χ_λ(x)|λ ∈ Λ) −→ χ(x), esli ße x /∈ F , to χ(x) = 0 i pofftomu iz shodimosti (χ_λ(x)|λ ∈ Λ) −→

χ(x) sleduet χ_λ(x) = 0 dlØ vseh dostatoqno bol~xih λ. Inaqe

govorØ x /∈ F_λ dlØ dostatoqno bol~xih λ.

Rassmotrim teper~ kompaktno otkrytu¸ topologi¸ na mnoßestve harakteristiqeskih funkciæ zamknutyh mnoßestv topologiqeskogo prostranstva X. Netrivial~nymi mnoßestvami

O(K, U ) ØvlØ¸tsØ zdes~ mnoßestva O(K, {0}) harakteristiqeskih

funkciæ mnoßestv F , ne ime¸wih s K obwih toqek. V P X im sootvetstvu¸t mnoßestva P (X \ F ).

2. Kategornye P -topologizacii. My rassmotreli prostye primery prostranstv podmnoßestv. Voobwe govorØ imeetsØ znaqitel~noe koliqestvo razliqnyh P -topologizaciæ (topologizaciæ mnoßestva P X ili nekotorogo ego podmnoßestva). Nekotorye avtory vvodØt topologi¸ na osnove kakoæ-to zadannoæ na X topologiqeskoæ struktury, drugie privleka¸t dopolnitel~nye struktury (metriki, ravnomernost~, . . . ), ispol~zu¸tsØ special~nye konstrukcii i metody, na sootvetstvu¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu nakladyva¸tsØ dopolnitel~nye usloviØ. Nam predstavlØetsØ estestvennym sledu¸wiæ (kategornyæ) podhod. RassmatrivaetsØ kategoriØ T topologiqeskih prostranstv, i ih nepreryvnh otobraßeniæ. TrebuetsØ opredelit~ dlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ) sootvetstvu¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu P τ na P X tak, qto dlØ l¸bogo nepreryvnogo otobraßeniØ f : (X, τ ) −→ ((X^′, τ^′) otobraßenie P f : (P X, P τ ) −→ (P X^′, P τ^′) ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 23 Takim obrazom sootvetstviØ (X, τ ) → (P X, P τ ) i f → P f opredelØ¸t funktor P : T −→ T .

Takie P -topologizacii my budem nazyvat~ estestvennymi. Pri postroenii takih funktorov voznikaet nekotoraØ trudnost~. Esli my rassmatrivaem P X, kak mnoßestvo vseh zamknutyh v (X, τ ) mnoßestv, to iz f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) ne sleduet P f : P X −→ P X^′, tak kak f-obraz zamknutogo mnoßestva mo-

ßet ne byt~ zamknutym mnoßestvom. V fftom sluqae moßno sqitat~, qto P f(A) = cl f(A). S drugoæ storony my moßem rassmatrivat~ P X, kak mnoßestvo vseh podmnoßestv mnoßestva X, no pri fftom moßno rassmatrivat~ topologiqeskie struktury P τ na P X, dlØ kotoryh kaßdye A ⊂ X i cl A topologiqeski nerazliqimy v (P X, P τ ), to est~ ne suwestvuet zamknutogo v (P X, P τ ) mnoßestva, soderßawego odnu iz toqek A i cl A i ne soderßawego drugu¸. Pri takom podhode bezrazliqno sqitat~ li P f(A) = f(A) ili P f(A) = cl f(A) – oba otobraßeniØ odnovremenno nepreryvny ili net.

Zdes~ my vydelim nekotoryæ nabor kategornyh sootvetstviæ, ØvlØ¸wihsØ v nekotorom smysle minimal~nymi rexeniØmi postavlennoæ problemy.

Rassmotrim pravoe kolmogorovskoe dvoetoqie D = D_r . TopologiqeskaØ struktura τ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva

(X, τ ) opredelØetsØ sovokupnost~¸ F vseh ego nepreryvnyh oto-

braßeniæ f v D, a imenno τ = {f^{−1}(0)|f ∈ F}. Fiksiruem kaku¸- nibud~ topologiqesku¸ strukturu P δ na P D, dlØ kotoroæ vloßenie i : D −→ P D, i(0) = {0}, i(1) = {1}, nepreryvno, i vvedem na P X topologiqesku¸ strukturu P τ , kak minimal~nu¸ topologiqesku¸ strukturu sredi topologiqeskih struktur ζ na P X, dlØ kotoryh P f : (P X, ζ) −→ (P D, P δ) nepreryvno, esli

f : (X, τ ) −→ (D, δ) nepreryvno. �ta struktura poroßdaetsØ mno-

ßestvami (P f)^{−1}(U ), obrazuemymi dlØ vseh takih f ∈ F i vseh U ∈ P δ. Pust~ h : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) – nepreryvnoe otobraßenie, P τ i

P τ^′ – topologiqeskie struktury na P X i P X^′, poluqennye uka-

zannoæ vyxe konstrukcieæ dlØ fiksirovannoæ na P D topologiqeskoæ struktury P δ. Tak kak {fh|f ∈ F^′} ⊂ F i (P (fh))^{−1}(U ) =

(P h)^{−1}(P f)^{−1}(U ), otobraßenie P h nepreryvno. Tem samym fik-

saciØ topologiqeskoæ struktury P δ na P D opredelØet sootvetstvu¸wiæ funktor P .

24 A. A. IVANOV

Vsego v P D imeetsØ tri toqki: a = {0}, b = {1}, c = {0, 1} (pustoe mnoßestvo v P D ne vkl¸qaem) i, sledovatel~no, vosem~ podmnoßestv, iz kotoryh i obrazu¸tsØ razliqnye topologiqeskie struktury na P D. Dva iz fftih podmnoßestv, a imenno ∅ i

{a, b, c} vhodØt vo vse topologiqeskie struktury na P D. Podmnoßestva {b} i {b, c} ne prinadleßat ni odnoæ iz rassmatrivaemyh topologiqeskih struktur, tak kak i ØvlØetsØ vloßeniem. Takim obrazom ostaetsØ rassmotret~ qetyre mnoßestva, a imenno {a},

{a, c}, {a, b} i {c}. Zametim teper~, qto hot~ odno iz pervyh dvuh mnoßestv dolßno prinadleßat~ P δ, tak kak i ØvlØetsØ vloßeniem, na ostal~nye predvaritel~nye usloviØ ne nakladyva¸tsØ. DlØ uproweniØ zapisi perenumeruem ffti mnoßestva v ukazannom porØdke. 1 = {a}, 2 = {a, c}, 3 = {a, b}, 4 = {c}. Zametim, qto {a, b}∪{c} = D, {a, b} ∩ {c} = ∅. Rassmotrim dva sluqaØ, 1 ∈ P δ i 2 ∈ P δ i v kaßdom iz nih rassmotrim vse v principe vozmoßnye vosem~ variantov. V pervom sluqae dlØ P δ vozmoßny sledu¸wie varianty (vkl¸qeny tol~ko netrivial~nye mnoßestva):

1. {1}, 2. {1, 2}, 3. {1, 3}, 4. {1, 4}, 5. {1, 2, 3}, 6. {1, 2, 4}, 7. {1, 3, 4}, 8. {1, 2, 3, 4}.

Vo vtorom sluqae sleduet takße rassmotret~ vosem~ variantov.

1. {2}, 2. {2, 1}, 3. {2, 3}, 4. {2, 4}, 5. {2, 1, 3}, 6. {2, 1, 4}, 7. {2, 3, 4}, 8. {2, 1, 3, 4}.

Na samom dele zdes~ budut povtory. Naprimer, sluqaæ {1, 4} ne polnost~¸ opisyvaet topologiqesku¸ strukturu, tak kak ob¨-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 25 edinenie mnoßestv 1 i 4 daet mnoßestvo {1, 2, 4}, fftot sluqaæ sleduet ubrat~. Analogiqno sleduet ubrat~ sluqaæ {1, 3, 4}, ffkvivalentnyæ sluqa¸ {1, 2, 3, 4}. Tem samym v pervoæ gruppe ostaetsØ xest~ sluqaev. Vo vtoroæ gruppe ostanetsØ vsego dva sluqaØ. Sluqaæ 2 est~ v pervoæ gruppe, sluqaæ 3 ffkvivalenten sluqa¸ 5 i on est~ v pervoæ gruppe, sluqai 5 i 6 takße prisutstvu¸t v pervoæ gruppe, sluqaæ 7 ffkvivalenten sluqa¸ 8, kotoryæ vhodit v pervu¸ gruppu. Takim obrazom vo vtoroæ gruppe osta¸tsØ tol~ko sluqai {2} i {2. 4}, a vsego my budem imet~ vosem~ sluqaev:

1. {1}, 2. {1, 2}, 3. {1, 3}, 4. {1, 2, 3}, 5. {1, 2, 4}, 6. {1, 2, 3, 4}. 7. {2}, 8. {2, 4}.

Pust~ X – proizvol~no fiksirovannoe mnoßestvo, f : X −→ D, F = f^{−1}(1), to est~ f – harakteristiqeskaØ funkciØ mnoßestva F , G = f^{−1}(0). Rassmotrim mnoßestva (P f)^{−1}(a), (P f)^{−1}(b),

(P f)^{−1}(c), P f : P X −→ P D. �ti podmnoßestva mnoßestva P X

poparno ne pereseka¸tsØ, ih ob¨edinenie est~ vse P X. V sootvetstvii s opredeleniem otobraßeniØ P f (esli M ∈ P X, to est~

M ⊂ X, to P f(M ) = ∪{f(x)}|x ∈ M ) my imeem (P f)^{−1}(a) = P G, (P f)^{−1}(b) = P F , (P f)^{−1}(c) = QG ∩ QF . VyØsnim teper~ qto pred-

stavlØ¸t soboæ P f-proobrazy kaßdogo iz qetyreh podmnoßestv {a}, {a, c}, {a, b}, {c} mnoßestva P D, gde a = {0}, b = {1}, c = {0, 1}, kombinacii kotoryh opredelØ¸t rassmotrennye vyxe topologiqeskie struktury na P D. My dolßny rassmotret~ takim obrazom qetyre sluqaØ, qetyre podmnoßestva mnoßestva P D, a imen- no: (P f)^{−1}({a}), (P f)^{−1}({a, c}), (P f)^{−1}({a, b}), (P f)^{−1}({c}). Pervyæ i qetvertyæ sluqai po suwestvu uße byli rassmotreny, tak kak (P f)^{−1}({a}) = (P f)^{−1}(a) = P G, (P f)^{−1}({c}) = (P f)^{−1}(c) = QG ∩ QF . Vo vtorom sluqae (P f)^{−1}({a, c}) = (P f)^{−1}({a}) ∪ (P f)^{−1}({c}) = P G ∪ (QG ∩ QF ) = QG. V tret~em sluqae (P f)^{−1}({a, b}) = (P f)^{−1}({a}) ∪ (P f)^{−1}({b}) = P G ∪ P F .

26 A. A. IVANOV

Raspoloßiv bazy vos~mi rassmatrivaemyh zdes~ struktur v bolee estestvennom porØdke my poluqaem, takim obrazom: 1. P G 2. QG 3. P G, QG 4. P G, P G ∪ P (X \ G) 5. QG, QG ∩ Q(X \ G) 6. P G, QG, P G ∪ P (X \ G) 7. P G, QG, QG ∩ Q(X \ G) 8. P G, QG, P G ∪ P (X \ G), QG ∩ Q(X \ G) Zameqanie. V tret~em variante my poluqaem xiroko izvestnu¸ topologi¸ Vietorisa. Posledniæ variant daet, oqevidno, naibolee tonku¸ topologi¸ na P D i, sledovatel~no, naibolee tonku¸ iz rassmotrennyh zdes~ kategornyh P -topologiæ. V silu fftogo ona imeet osobyæ interes i zaslußivaet special~nogo izuqeniØ.

My pereædem seæqas k izuqeni¸ nekotoryh svoæstv P -topologii, opredelØemyh mnoßestvami P G, QG, P G ∪ P (X \ G), QG ∩

Q(X \ G) dlØ vseh otkrytyh v X mnoßestv G.

Otmetim, preßde vsego, to qto dlØ kaßdogo otkrytogo v X mnoßestva G ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ: (P G ∪ P (X \ G)) ∩ QG ∩ Q(X \ G) = ∅, P G ∪ P (X \ G) ∪ (QG ∩ Q(X \ G)) = P X. �to oznaqaet, qto kaßdaØ para P G ∪ P (X \ G) i QG ∩ Q(X \ G) nepustyh mnoßestv ØvlØetsØ razbieniem P X na nepereseka¸wiesØ otkrytye mnoßestva. Tem samym kaßdoe sobstvennoe, to est~ ne sovpada¸wee s P X, otkrytoe v P X mnoßestvo P G soderßitsØ v otkryto zamknutom mnoßestve P G ∪ P (X \ G), ne sovpada¸wem s P X, i kaßdoe otkrytoe v P X mnoßestvo QG soderßit nepustoe otkryto zamknutoe mnoßestvo QG ∩ Q(X \ G).

3. Svoæstva kategornyh P -topologiæ.

DlØ l¸bogo otobraßeniØ f : X −→ P X^′ opredeleno ego estestvennoe prodolßenie f : P X −→ P X^′, dlØ kotorogo f(A) = ⋃ f(x)|x ∈ A. PredstavlØ¸t opredelennyæ interes prodolßimye

estestvennye P -topologizacii.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 27

Opredelenie. EstestvennaØ P -topologizaciØ nazyvaetsØ pro-

dolßimoæ, esli l¸boe nepreryvnoe otobraßenie f : (X, τ ) −→ (P X^′, P τ^′) estestvenno prodolßimo do nepreryvnogo otobraße- niØ f : (P X, P τ ) −→ (P X^′, P τ^′). Teorema. EstestvennaØ P -topologizaciØ estestvenno prodol-

ßima togda i tol~ko togda, kogda estestvennoe prodolßenie i : (P^2X, P^2τ ) −→ (P X, P τ ) toßdestvennogo otobraßeniØ i : (P X, P τ ) −→ (P X, P τ ) nepreryvno dlØ l¸bogo topologiqeskogo prostranstva (X, τ ).

Dokazatel~stvo. Pust~ estestvennaØ P -topologizaciØ estestvenno prodolßima. Togda toßdestvennoe otobraßenie

i : (P X, P τ ) −→ (P X, P τ ) estestvenno prodolßimo do nepreryv-

nogo otobraßeniØ i : (P^2X, P^2τ ) −→ (P X, P τ ). S drugoæ storony, esli estestvennoe otobraßenie i : (P^2X, P^2τ ) −→ (P X, P τ ) nepreryvno dlØ l¸bogo (X, τ ) i f : (X, τ ) −→ (P X^′, P τ^′) nepreryvno, to nepreryvno i otobraßenie P f : (P X, P τ ) −→ (P^2X^′, P^2τ^′), a potomu nepreryvno i otobraßenie iP f : (P X, P τ ) −→ (P X^′, P τ^′), gde i : (P^2X^′, P^2τ^′) −→ (P X^′, P τ^′).

Moßno dokazat~, qto vse P -topologizacii opredelØemye variantami P D estestvenno prodolßimy. DlØ estestvennoæ prodolßimosti dostatoqno, kak my videli, dokazat~ nepreryvnost~ otobraßeniØ i : P^2D −→ P D.

Toqki mnoßestva D my oboznaqali qerez 0 i 1, toqki mnoßestva P D my oboznaqali qerez a = {0}, b = {1} i c = {0, 1}, toqkami mnoßestva P^2D budut mnoßestva {a}, {b}, {c}, {a, b},

{a, c}, {b, c}, {a, b, c} – vsego sem~ toqek, My perenumeruem ih v ukazannom porØdke naklonnymi ciframi. DlØ standartnogo otobraßeniØ i : P^2D −→ P D:

i(1) = a i(2) = b i(3) = i(4) = i(5) = i(6) = i(7) = c.

Rassmotrim vse varianty dlØ pravogo dvoetoqiØ. Variant 1. V P D imeetsØ odno netrivial~noe otkrytoe mnoßestvo P {0} = {a} i pofftomu v P^2D imeetsØ odno netrivial~noe otkrytoe mnoßestvo P {a} = {1}, kotoroe budet i-proobrazom otkrytogo mnoßestva {a}. Takim obrazom otobraßenie i : P^2D −→ P D nepreryvno.

28 A. A. IVANOV

Variant 2. V P D imeetsØ odno netrivial~noe otkrytoe mnoßestvo Q{0} = {a, c} i pofftomu v P^2D imeetsØ odno netrivial~- noe otkrytoe mnoßestvo Q{a, c} = {1, 3, 4, 5, 6, 7}, kotoroe budet i-proobrazom otkrytogo mnoßestva {a, c}. Takim obrazom otobraßenie i : P^2D −→ P D nepreryvno.

Variant 3. Mnoßestva P {0} = {a} i Q{0} = {a, c} obrazu¸t zdes~ predbazu topologiqeskoæ struktury na P D. Ih iproobrazami ØvlØ¸tsØ mnoßestva {1} = P {a} i {1,3,4,5,6,7} =

Q{a, c}, to est~ otkrytye mnoßesta, pofftomu otobraßenie i : P^2D −→ P D nepreryvno.

Variant 4. Predbazoæ topologiqeskoæ struktury na P D ØvlØ¸tsØ zdes~ mnoßestva P {0} = {a} i P {0} ∪ P {1}) = {a, b}. Ih i-proobrazami ØvlØ¸tsØ mnoßestva {1} = P {a} i {1,2} =

P {a, b} ∩ (P {a} ∪ P {b, c}), to est~ otkrytye mnoßestva, pofftomu

otobraßenie i : P^2D −→ P D nepreryvno.

Variant 5. Predbazoæ topologiqeskoæ struktury na P D ØvlØ¸tsØ zdes~ mnoßestva Q{0} = {a, c} i Q{0}∩Q{1} = {c}. Ih iproobrazami ØvlØ¸tsØ zdes~ mnoßestva {1, 3, 4, 5, 6, 7} = Q{a, c} i {3,5,6,7} = Q{c}, to est~ otkrytye mnoßestva, pofftomu otobraßenie i : P^2D −→ P D nepreryvno.

Varianty 6, 7, 8. V fftih variantah figuriru¸t i-proobrazy mnoßestv rassmotrennye v predyduwih variantah, oni ØvlØ¸tsØ otkrytymi mnoßestvami v sootvetstvu¸wih topologiØh na

P^2D, pofftomu otobraßeniØ i : P^2D −→ P D v fftih topologiØh

nepreryvny.

4. Lokal~nye P -topologii. Podobno tomu, kak opredelØlis~ lokal~nye bitopologii, moßno vvesti ponØtie lokal~nyh P - topologiæ. Kak obyqno my budem otoßdestvlØt~ odnotoqeqnye mnoßestva s samimi toqkami, to est~ sqitat~, qto X ⊂ P X. Pri fftom P -topologiqeskaØ struktura ζ, zadannaØ na X, opredelØet na X topologiqesku¸ strukturu τ = ζ|X, igra¸wu¸ suwestvennu¸ rol~ pri opredelenii lokal~noæ P -topologiqeskoæ struktury.

Opredelenie. Budem govorit~, qto nekotoraØ P -topologiqeskaØ

struktura ζ lokal~na (ØvlØetsØ lokal~noæ P -topologiqeskoæ strukturoæ), esli mnoßestvo P X \ X i vse ego podmnoßestva prinadleßat ζ.

Takim obrazom dlØ lokal~noæ bitopologiqeskoæ struktury

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 29 shodØtsØ tol~ko stacionarnye napravlennosti i nekotorye napravlennosti, shodØwiesØ k toqkam x ∈ X.

Opredelenie. Lokalizacieæ P -topologiqeskoæ struktury ζ na

mnoßestve X nazyvaetsØ struktura, poluqaemaØ prisoedineniem k ζ mnoßestva P X \ X i vseh ego podmnoßestva.

˚sno, qto lokalizaciØ l¸boæ P -topologiqeskoæ struktury ØvlØetsØ ØvlØetsØ lokal~noæ P -topologiqeskoæ strukturoæ.

Rassmotrim lokalizacii vseh vos~mi kategornyh P -topologizaciæ, rassmotrennyh v razdele 1.2 fftoæ glavy. �ti topologizacii byli tam opredeleny nißesledu¸wimi bazami. 1. P G 2. QG 3. P G, QG 4. P G, P G ∪ P (X \ G) 5. QG, QG ∩ Q(X \ G) 6. P G, QG, P G ∪ P (X \ G) 7. P G, QG, QG ∩ Q(X \ G) 8. P G, QG, P G ∪ P (X \ G), QG ∩ Q(X \ G) Tak kak l¸baØ lokal~naØ P -topologiqeskaØ struktura na mnoßestve P X opredelØetsØ zadaniem sistemy okrestnosteæ dlØ kaßdoæ toqki x ∈ X, to nam nado rassmotret~ ffti okrestnosti v kaßdom iz ukazannyh vos~mi variantov.

1. Baza okrestnosteæ toqki x ∈ X sostoit iz mnoßestv P G dlØ vseh G ∈ τ , soderßawih fftu toqku.

2. Baza okrestnosteæ toqki x ∈ X sostoit iz mnoßestv QG dlØ vseh G ∈ τ , soderßawih fftu toqku.

3. Tak kak dlØ l¸bogo mnoßestva G ⊂ X imeet mesto vkl¸- qenie P G ⊂ QG, to baza okrestnosteæ toqki x ∈ X sostoit iz mnoßestv P G dlØ vseh G ∈ τ , soderßawih fftu toqku.

4. Tak kak dlØ l¸bogo mnoßestva G ⊂ X imeet mesto vkl¸- qenie P G ⊂ P G ∪ P (X \ G), to baza okrestnosteæ toqki x ∈ X sostoit iz mnoßestv P G dlØ dlØ vseh G ∈ τ , soderßawih fftu toqku.

5. Tak kak QG ∩ Q(X \ G ∩ X = ∅ dlØ l¸bogo mnoßestva G ⊂ X, to baza okrestnosteæ toqki x ∈ X sostoit iz mnoßestv P G dlØ dlØ vseh G ∈ τ , soderßawih fftu toqku.

6. PovtorØØ rassußdeniØ variantov 3 i 4 prihodim k vyvodu, qto baza okrestnosteæ toqki x ∈ X sostoit iz mnoßestv P G dlØ dlØ vseh G ∈ τ , soderßawih fftu toqku.

30 A. A. IVANOV

7. PovtorØØ rassußdeniØ variantov 3 i 5 prihodim k vyvodu, qto baza okrestnosteæ toqki x ∈ X sostoit iz mnoßestv P G dlØ dlØ vseh G ∈ τ , soderßawih fftu toqku.

8. PovtorØØ rassußdeniØ variantov 3, 4 i 5 prihodim k vyvodu, qto baza okrestnosteæ toqki x ∈ X sostoit iz mnoßestv P G dlØ dlØ vseh G ∈ τ , soderßawih fftu toqku.

Takim obrazom lokalizaciØ kaßdoæ iz kategornyh P -topologiæ imeet v kaqestve bazy okrestnosteæ kaßdoæ toqki x libo P G dlØ vseh G soderßawih x (varianty 1,3,4,6,7 i 8) libo QG (varianty 2 i 5).

§2. P -topologiqeskie prostranstva

1. KategoriØ PTop. Kogda rassmatrivaetsØ kakoe-nibud~ prostranstvo podmnoßestv, to est~ nekotoraØ sovokupnost~ P X podmnoßestv kakogo-to mnoßestva X (ne obØzatel~no vseh), na kotoroæ fiksirovana kakaØ-nibud~ topologiqeskaØ struktura ζ, obyqno pomnØt, qto ego toqki ØvlØ¸tsØ podmnoßestvami ishodnogo mnoßestva X. Naprimer bol~xoe koliqestvo rabot posvØweno izuqeni¸ svØzi meßdu razliqnymi svoæstvami topologiqeskih prostranstv (X, τ ) i svoæstvami prostranstv zamknutyh mnoßestv (P X, P τ ) v topologii Vietorisa. V ponØtie P - topologiqeskogo prostranstva strukturnost~ P X vhodit organiqeski.

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo i P X – mnoße-

stvo vseh ego nepustyh podmnoßestv ili kakaØ-nibud~ ego nepustaØ qast~. Pust~, dalee, ζ – kakaØ-to topologiqeskaØ struktura zadannaØ na P X. �ta topologiqeskaØ struktura na P X, rassmatrivaemaØ kak struktura na X, nazyvaetsØ P -topologiqeskoæ strukturoæ, a para (X, ζ) nazyvaetsØ P -topologiqeskim prostranstvom.

Zameqanie. Tot fakt, qto moßno (a inogda neobhodimo) rassmatrivat~ v kaqestve P X ne sovokupnost~ vseh nepustyh podmnoßestv mnoßestva X, a ee nekotoru¸ nepustu¸ qast~, neskol~ko usloßnØet sootvetstvu¸wie opredeleniØ.

Opredelenie. Pust~ (X, ζ) i (X^′, ζ^′) – nekotorye P -topologiqes-

kie prostranstva, P X i P X^′ – mnoßestva, na kotoryh opredeleny struktury ζ i ζ^′. Pust~ f : X −→ X^′ – otobraßenie, priqem

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 31

f(M ) ∈ P X^′ dlØ kaßdogo M ∈ P X. Togda opredeleno otobraßenie P f : P X −→ P X^′, P f(M ) = f(M ), i otobraßenie f nazyvaetsØ P -nepreryvnym ili prosto nepreryvnym otobraßeniem (X, ζ) v (X^′, ζ^′), esli P f – nepreryvnoe otobraßenie.

Netrudno dokazat~, qto P -topologiqeskie prostranstva i ih P -nepreryvnye otobraßeniØ obrazu¸t kategori¸. �tu kategori¸ my budem oboznaqat~ qerez PTop ili PT.

Poka my rassmatrivaem otdel~nye prostranstva (X, ζ) i

(P X, ζ) sami po sebe, nam bezrazliqno kakoe iz nih ØvlØet-

sØ osnovnym ob¨ektom. No kogda my perehodim k izuqeni¸ sootvetstvu¸wih klassov prostranstv, na pervyæ plan vyhodØt P -topologiqeskie prostranstva, kotorye, v otliqie ot prostranstv podmnoßestv, obrazu¸t kategori¸.

Esli kaßdoe odnotoqeqnoe mnoßestvo {x} vhodit v P X, to opredelennaØ na P X topologiqeskaØ struktura ζ induciruet na X topologiqesku¸ strukturu ζ|X posredstvom vloßeniØ

j : X −→ P X, j(x) = {x}. TakaØ situaciØ imeet mesto, kogda

dlØ kaßdogo X v kaqestve P X rassmatrivaetsØ mnoßestvo vseh ego nepustyh podmnoßestv. V dal~neæxem budet rassmatrivat~- sØ imenno takaØ situaciØ, esli ne ogovoreno protivnoe, i imenno tak budet ponimat~sØ kategoriØ PTop.

Zameqanie. Esli topologiqeskaØ struktura nekotorogo prostranstva X kakim-to sposobom opredelØet na mnoßestve vseh ego nepustyh zamknutyh mnoßestv topologiqesku¸ strukturu ζ, to ona estestvenno prodolßaetsØ na mnoßestvo vseh nepustyh podmnoßestv mnoßestva X. DlØ fftogo dostatoqno rasxirit~ vse U ∈ ζ, prisoediniv k kaßdomu iz nih vse mnoßestva, zamykaniØ kotoryh v X prinadleßat U . Esli, naprimer, rassmatriva¸tsØ kategornye P -topologizacii, opredelennye v predyduwem punkte dlØ proizvol~nogo topologiqeskogo prostranstva X s topologiqeskoæ strukturoæ τ na mnoßestve vseh ego zamknutyh mnoßestv kombinaciØmi mnoßestv P G = {F |CF ∈ τ, F ⊂ G} i QG = {F |CF ∈ τ, F ∩ G ≠ ∅} dlØ vseh G ∈ τ , to dostatoqno poloßit~ P G = {M |M ⊂ G}, QG = {M |M ∩ G =≠ ∅}. My ne budem izlagat~ zdes~ detal~nu¸ teori¸ P -topologiqeskih prostranstv – budut privedeny tol~ko nekotorye ee fflementy, da¸wie predstavlenie ob fftoæ interesnoæ teorii i ee vozmoßnostØh.

32 A. A. IVANOV

2. P Top, kak detalizaciØ kategorii Top. Pust~ (X, ζ) – proizvol~noe P -topologiqeskoe prostranstvo, to est~ (P X, ζ) – topologiqeskoe prostranstvo. Tak kak j : X −→ P X, j(x) = {x}, ØvlØetsØ vloßeniem, to my moßem otoßdestvlØt~ x s {x} i sqitat~, qto X ⊂ P X, a ζ induciruet na X topologiqesku¸ strukturu ζ|X. �to pozvolØet sopostavit~ kaßdomu P -topologiqeskomu prostranstvu (X, ζ) topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ), gde τ = ζ|X. Pri fftom kaßdoe topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ) sopostavlØetsØ kakomu-nibud~ P -topologiqeskomu prostranstvu

(X, ζ), naprimer pri ζ = τ ∪ {P X}. Esli, teper~, f : (X, ζ) −→ (X^′, ζ^′) ØvlØetsØ P -nepreryvnym otobraßeniem, to f(X) ⊂ X^′ i f|X : (X, ζ|X) −→ (X^′, ζ^′|X^′) ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeni-

em. Tem samym opredelen funktor P : P Top −→ Top, kategoriØ

P Top okazyvaetsØ detalizacieæ kategorii Top s funktorom na-

krytiØ P. �tot funktor sopostavlØet P -topologiqeskomu prostranstvu (X, ζ) topologiqeskoe prostranstvo P(X, ζ) = (X, ζ|X) i P -nepreryvnomu otobraßeni¸ f : (X, ζ) −→ (X^′, ζ^′) nepreryvnoe otobraßenie P(f) = f|X : (X, ζ|X) −→ (X^′, ζ^′|X^′).

Kak obyqno, detalizaciØ P opredelØet otnoxenie porØdka na mnoßestve P^{−1}(X, τ ) dlØ kaßdogo topologiqeskogo prostranstva

(X, τ ). DlØ P Top polagaem (X, ζ) ≤ (X, ζ^′), esli suwestvuet ta-

koe P -nepreryvnoe otobraßenie i : (X, ζ^′) −→ (X, ζ), qto P(i) – toßdestvennoe otobraßenie. Kak obyqno opredelØetsØ i otnoxenie porØdka na kaßdom mnoßestve P -nepreryvnyh otobraßeniæ, nakryva¸wih nekotoroe nepreryvnoe otobraßenie topologiqeskih prostranstv.

Qto kasaetsØ vloßeniØ I kategorii Top v kategori¸ P Top, udovletvorØ¸wego uslovi¸ PI = 1_{Top} – toßdestvennyæ funktor na Top, to ono opredeleno ne odnoznaqno. Sredi nih moßno vydelit~ I_1 i I_0, estestvenno opredelØemye sledu¸wim obrazom.

I_1(X, τ ) = (X, τ ∨ P_0(P X \ X)), gde P_0(P X \ X) – sovokupnost~ vseh podmnoßestv mnoßestva P X \ X.

I_0(X, τ ) = (X, τ ∪ {P X}). My uvidim dalee, qto meßdu fftimi dvumØ vloßeniØmi imeetsØ principial~naØ raznica.

KategoriØ P Top, kak detalizaciØ kategorii Top, udovletvorØet nekotorym (ne vsem) aksiomam detalizaciæ. Pri dokazatel~stve fftogo utverßdeniØ udobno pol~zovat~sØ prinØtym ranee otoßdestvleniem x i {x} dlØ vseh x ∈ X i, takim obrazom sqitat~, qto X ⊂ P X, a esli (X, ζ) nakryvaet (X, τ ) to

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 33 τ = X ∧ ζ = {X ∩ U |U ∈ ζ}. I. KategoriØ P Top, kak detalizaciØ kategorii Top, udovletvorØet aksiome suwestvovaniØ toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih ob¨ektov. Deæstvitel~no, esli τ = X ∧ ζ_ξ|ξ ∈ Ξ i

ζ = sup(ζ_ξ|ξ ∈ Ξ), to τ = X ∧ ζ, tak kak pereseqeniØ s X proiz-

vol~nyh ob¨edineniæ i koneqnyh pereseqeniæ fflementov iz vseh

ζ_ξ ne vyhodØt iz τ .

Zameqanie. Sootvetstvie I1 sopostavlØet kaßdomu topologiqeskomu prostranstvu (X, τ ) naibol~xee P -topologiqeskoe prostranstvo sredi vseh P -topologiqeskih prostranstv nakryva¸- wih (X, τ ). Deæstvitel~no, esli (X, ζ) nakryvaet (X, τ ), to pereseqenie l¸bogo fflementa struktury ζ s X soderßitsØ v τ , a τ ∨ P_0(P X \ X) soderßit vse takie mnoßestva. �to sootvetstvie my budem oboznaqat~ v dal~neæxem qerez I_{max}. Netrudno ponØt~, qto l¸bomu otobraßeni¸ f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) sootvetstvuet pri fftom otobraßenie I_{max}f : I_{max}(X, τ ) −→ I_{max}(X^′, τ^′), nakryva¸wee otobraßenie f. Tem samym opredelen funktor vloßeniØ I_{max}.

I^′. Prostoæ primer pokazyvaet, qto aksioma I^′ dlØ detaliza-

cii P : P Top −→ Top ne imeet mesta.

Rassmotrim dlØ fftogo pravoe kolmogorovskoe dvoetoqie

(D, δ_r ) i nakryva¸wie ego P -topologiqeskie prostranstva (D, ζ) i (D, ζ^′), gde ζ = {∅, D, {0}}, a ζ^′ = {∅, D, {0, 1}}. To- gda min(ζ, ζ^′) = {∅, D} i potomu min{(D, ζ), (D, ζ^′)} ne nakryvaet

(D, δ_r ).

Zameqanie. HotØ I0(X, τ ) ne ØvlØetsØ, v obwem sluqae, naimen~- xim sredi P -topologiqeskih prostranstv nakryva¸wih (X, τ ), tem ne menee kaßdomu otobraßeni¸ f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) sootvetstvuet otobraßenie I_0f : I_0(X, τ ) −→ I_0(X^′, τ^′), nakryva¸wee otobraßenie f. �to otobraßenie P -nepreryvno, tak kak ono nepreryvno na (X, τ ), a vne X i X^′ topologiqeskie struktury trivial~ny (otkrytymi ØvlØ¸tsØ tol~ko mnoßestva P X i P X^′). Tem samym opredelen funktor I_0 vloßeniØ kategorii Top v kategori¸ P Top, ne ØvlØ¸wiæsØ minimal~nym funktorom.

II. KategoriØ P Top udovletvorØet aksiome suwestvovaniØ toqnoæ verhneæ granicy nakryva¸wih morfizmov. Deæstvitel~- no, pust~ P -nepreryvnye otobraßeniØ f_ξ|ξ ∈ Ξ nakryva¸t otobraßenie f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) i f_ξ : (X, ζ_ξ ) −→ (X, ζ^′_ξ). Togda opredeleny P -topologiqeskie prostranstva (X, ζ) = (X, sup{ζ_ξ})

34 A. A. IVANOV i (X^′, ζ^′) = (X^′, sup{ζ^′_ξ}). Otobraßenie P f : (P X, ζ) −→ (P X^′, ζ^′), ØvlØ¸weesØ prodolßeniem otobraßeniØ f, kak netrudno zametit~, nepreryvno. Takim obrazom f : (X, ζ) −→ (X^′, ζ^′) budet P - nepreryvnym i nakryvaet f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′).

II^′. �ta aksioma ne imeet mesta v P Top, hotØ by potomu, qto

ne imeet mesta aksioma I^′.

III. KategoriØ P Top udovletvorØet aksiome suwestvovaniØ levyh nakrytiæ. Deæstvitel~no, pust~ f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′) i

(X^′, ζ^′) nakryvaet (X^′, τ^′), to est~ X^′ ⊂ P X^′ i τ^′ = ζ^′|X^′. Rassmo-

trim na P X topologiqesku¸ strukturu ζ = (P f)^{−1}(ζ^′). Tak kak

P f(X) ⊂ X^′ i P f = f na X, to (P f)^{−1}(V^′) ∩ X = (P f)^{−1}(V^′) ∩ (P f)^{−1}(X^′) ∩ X = (P f)^{−1}(V^′ ∩ X^′) ∩ X = f^{−1}(V^′ ∩ X^′) ∈ τ . Ta-

kim obrazom (X, ζ) nakryvaet Xτ i P -nepreryvnoe otobraßenie

f : (X, ζ) −→ (X^′, ζ^′) nakryvaet otobraßenie f : (X, τ ) −→ (X^′, τ^′).

III^′. �ta aksioma ne imeet mesta v P Top, kak pokazyvaet sledu-

¸wiæ prostoæ primer. Pust~ X = (0, 1], X^′ = {0, 1}, f : X −→ X^′, f otobraßaet interval (0, 1) v 0, f(1) = 1, τ – obyqnaØ topologiØ poluintervala, τ^′ = {∅, X^′, {0}}. Takim obrazom (X^′, τ^′) = (D, δ_r ) – pravoe kolmogorovskoe dvoetoqie. V fftoæ situacii f okazyvaetsØ nepreryvnym otobraßeniem. Pust~ ζ = {∅, τ, P X} (zdes~ my opØt~ otoßdestvlØem toqki x ∈ X s odnotoqeqnymi mnoßestvami {x} ∈ P X). V fftoæ situacii P -topologiqeskoe prostranstvo

(X, ζ) nakryvaet topologiqeskoe prostranstvo (X, τ ). Dokaßem,

teper~, qto kakovo by ni bylo P -topologiqeskoe prostranstvo

(X^′, ζ^′) nakryva¸wee topologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′), oto-

braßenie f : (X, ζ) −→ (X^′, ζ^′) ne budet P -nepreryvnym otobraßeniem. RassmatrivaØ kategornye P -topologizacii my oboznaqali toqki mnoßestva P D qerez a = {0}, b = {1}, c = {0, 1} i vyØsnili, qto est~ tol~ko qetyre netrivial~nyh mnoßestva, kotorye mogut vhodit~ v ζ^′, a imenno {a}, {a, c}, {a, b}, {c}. No P f-proobrazy fftih mnoßestv v P X ne prinadleßat ζ, pofftomu kakoæ by ni byla struktura ζ^′ otobraßenie f : (X, ζ) −→ (X^′, ζ^′) ne moßet byt~ P -nepreryvnym.

IV. Aksioma podnØtiØ kompozicii ne imeet mesta dlØ P Top. �to utverßdenie dokazyvaetsØ sledu¸wim primerom. V diagramme (X, τ )^f−−−−→ (X^′, τ^′)^g−−−−→ (X^{′′}, τ^{′′}) rassmatriva¸tsØ sledu¸wie topologiqeskie prostranstva:

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 35

(X, τ ), (X^′, τ^′) – prostranstva primera iz III^′ , (X^{′′}, τ^{′′}) – dvoe-

toqie s trivial~noæ (kodiskretnoæ) topologieæ, f otobraßaet interval (0, 1) v 0, f(1) = 1, kak v primere III^′, g(0) = 0, g(1) = 1, f i g – nepreryvnye otobraßeniØ. V kaqestve (X, ζ) beretsØ P - topologiqeskoe prostranstvo primera iz III^′, v kaqestve (X^{′′}, ζ^{′′}) beretsØ trivial~noe P -topologiqeskoe prostranstvo.

OstaetsØ zametit~, qto otobraßenie gf : (X, ζ) −→ (X^{′′}, ζ^{′′}) budet P -nepreryvnym otobraßeniem, no nakryva¸wego g otobraßeniØ P -topologiqeskogo prostranstva (X, ζ), kak pokazano v primere iz III^′, ne suwestvuet.

V. Aksioma V dlØ P Top, kak detalizacii kategorii Top vypolnØetsØ, tak kak vse otobraßeniØ P -topologiqeskih i topologiqeskih prostranstv odnoznaqno opredelØ¸tsØ otobraßeniØmi mnoßestv ih toqek.

My dokazali, qto kategoriØ P Top ØvlØetsØ dovol~no gruboæ detalizacieæ kategorii Top – polovina aksiom detalizacii ne vypolnØetsØ. S drugoæ storony netrudno zametit~, qto P Top, kak detalizaciØ kategorii Set mnoßestv i ih otobraßeniæ, udovletvorØet vsem aksiomam detalizacii.

3. P -topologiqeskie podprostranstva i faktorprostranstva. S ponØtiem podprostranstva P -topologiqeskogo prostranstva u nas ne voznikaet nikakih sloßnosteæ. Pri perehode ße k faktorprostranstvam P -topologiqeskih prostranstv my stalkivaemsØ s soverxenno drugoæ situacieæ, voznika¸weæ v svØzi s tem, qto kategoriØ P Top, kak detalizaciØ kategorii Top, ne udovletvorØet uslovi¸ suwestvovaniØ pravyh nakrytiæ.

Opredelenie. Pust~ (X, ζ) – proizvol~noe P -topologiqeskoe pro-

stranstvo i X^′ ⊂ X. Togda P X^′ ⊂ P X i pofftomu topologiqeskaØ struktura ζ, opredelennaØ na P X induciruet na P X^′ topologiqesku¸ strukturu ζ^′ = ζ|P X^′. P -topologiqeskoe prostranstvo (X^′, τ^′) nazyvaetsØ podprostranstvom P -topologiqeskogo prostranstva (X, ζ).

Zameqanie. Takoe opredelenie podprostranstva P -topologiqeskogo prostranstva sootvetstvuet kategornomu opredeleni¸ podob¨ekta. Napomnim, qto podob¨ektom ob¨ekta X v kategorii K

36 A. A. IVANOV nazyva¸t taku¸ paru X^′, i, qto l¸baØ kommutativnaØ diagramma Y^{′ f ′}−−−−→ X^′ p i Y^f−−−−→ X, gde p – ffpimorfizm, moßet byt~ dopolnena otobraßeniem Y^h−→

X^′ (strelkoæ) do kommutativnoæ diagrammy. V kategorii P Top

podob¨ektami ØvlØ¸tsØ tol~ko qto opredelennye podprostranstva. Deæstvitel~no, v kategorii P Top diagrammnoe uslovie oznaqaet, qto otobraßeniØ i i f ØvlØ¸tsØ otobraßeniØmi na odno i to ße mnoßestvo, priqem i vzaimno odnoznaqnoe otobraßenie. Tem samym opredeleno otobraßenie h dopolnØ¸wee diagrammu tak, qto dopolnennaØ diagramma okazyvaetsØ kommutativnoæ. OstaetsØ zametit~, qto h ØvlØetsØ P -nepreryvnym otobraßeniem.

Opredelenie. Pust~ (X, ζ) – nekotoroe P -topologiqeskoe pro-

stranstvo i p : X −→ X^′ – otobraßenie mnoßestva X na mnoßestvo X^′. Esli na X^′ suwestvuet takaØ P -topologiqeskaØ struktura ζ^′, qto (P X^′, ζ^′) – faktorprostranstvo topologiqeskogo prostranstva (P X, ζ), to (X^′, ζ^′) nazyvaetsØ faktorprostranstvom P -topologiqeskogo prostranstva (X, ζ).

Zameqanie. �to opredelenie faktorprostranstva sootvetstvuet kategornomu opredeleni¸ faktorob¨ekta. Sootvetstvu¸- wee diagrammnoe uslovie dvoæstvenno privedennomu vyxe diagrammnomu uslovi¸ dlØ podob¨ekta. Ono imeet sledu¸wiæ vid: KommutativnaØ diagramma Y^′ ←−−−−_{f ′} X^′ i p Y ←−−−−_f X, gde i – monomorfizm, moßet byt~ dopolnena otobraßeniem

X^{′ h}−→ Y (strelkoæ) do kommutativnoæ diagrammy.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 37 Sledu¸wiæ primer pokazyvaet, qto v nekotoryh sluqaØh faktorprostranstvo moßet ne suwestvovat~. Pust~ X = (0, 1] – poluinterval s obyqnoæ topologieæ τ , X^′ = {0, 1}, ζ = {∅, P X, τ } (my sqitaem, qto X ⊂ P X), p : X −→ X^′, p otobraßaet (0, 1] v 0, p(1) = 1. Otobraßenie p induciruet na X^′ faktorstrukturu δ pravogo kolmogorovskogo dvoetoqiØ, odnako otobraßenie P f ne moßet byt~ nepreryvnym ni pri kakoæ soglasovannoæ s δ topologiqeskoæ strukturoæ na P X^′.

4. PrØmye proizvedeniØ i svobodnye ob¨edineniØ P -topologiqeskih prostranstv. S ponØtiem prØmogo proizvedeniØ P - topologiqeskih prostranstv u nas ne voznikaet nikakih sloßnosteæ. Pri perehode ße k ih svobodnomu ob¨edineni¸ my opØt~ stolknemsØ s trudnostØmi, voznika¸wimi v svØzi s tem, qto kategoriØ P Top, kak detalizaciØ kategorii Top, ne udovletvorØet uslovi¸ suwestvovaniØ pravyh nakrytiæ.

Opredelenie. Pust~ P -topologiqeskie prostranstva (Xξ, ζξ) za-

dany dlØ vseh ξ ∈ Ξ i X = ∏ X_ξ|ξ ∈ Ξ, to est~ kaßdaØ toqka mnoßestva X ØvlØetsØ sistemoæ (x_ξ|ξ ∈ Ξ). Proekcii p_μ : X −→ X_μ opredeleny sootnoxeniØmi p_μ(x_ξ|ξ ∈ Ξ) = x_μ dlØ vseh μ ∈ Ξ. Tem samym na X opredeleny P -topologiqeskie struktury p^{−1}_μ (ζ_μ). ToqnaØ verhnØØ granica ζ fftih struktur ØvlØetsØ P - topologiqeskoæ strukturoæ prØmogo proizvedeniØ, a (X, ζ) – prØmym proizvedeniem prostranstv (X_ξ , ζ_ξ), ξ ∈ Ξ.

Zameqanie. �to opredelenie prØmogo proizvedeniØ sotvetstvuet ego kategornomu opredeleni¸. Deæstvitel~no, esli dlØ nekotorogo P -topologiqeskogo prostranstva (X^′, ζ^′) zadany P - nepreryvnye otobraßeniØ f_ξ : (X^′, ζ^′) −→ (X_ξ , ζ_ξ) dlØ vseh ξ ∈ Ξ, to my moßem opredelit~ otobraßenie f : (X^′, ζ^′) −→ (X, ζ), poloßiv f(x^′) = (f_ξ(x^′)|ξ ∈ Ξ). Tak kak p_μ(f(x^′)) = f_μ(x^′) dlØ kaßdogo μ ∈ Ξ, to imeet mesto sootnoxenie f_ξ = p_ξf dlØ vseh

ξ ∈ Ξ. Ostalos~ tol~ko dokazat~ P -nepreryvnost~ otobraßeniØ

f, to est~ nepreryvnost~ otobraßeniØ P f : (P X^′, ζ^′) −→ (P X, ζ). No struktura ζ sostoit iz koneqnyh pereseqeniæ i proizvol~- nyh ob¨edineniæ mnoßestv vida (P p_ξ)^{−1}(U ), gde U ∈ ζ_ξ , pofftomu P f-proobraz l¸bogo otkrytogo v topologiqeskom prostranstve

(P X, ζ) mnoßestva ØvlØetsØ kakim-to ob¨edineniem i koneqnym

pereseqeniem P f-proobrazov mnoßestv vida (P p_ξ)^{−1}(U ), to est~ kakim-to ob¨edineniem i koneqnym pereseqeniem mnoßestv vida

38 A. A. IVANOV

(P f_ξ)^{−1}(U ) i, v silu nepreryvnosti vseh P f_ξ, ØvlØetsØ otkrytym

v (X^′, ζ^′) mnoßestvom.

Opredelenie. Pust~ P -topologiqeskie prostranstva (Xξ, ζξ) za-

dany dlØ vseh ξ ∈ Ξ, priqem mnoßestva X_ξ poparno ne pereseka- ¸tsØ, i X = ∪X_ξ|ξ ∈ Ξ, to est~ kaßdaØ toqka mnoßestva X ØvlØetsØ toqkoæ odnogo iz mnoßestv X_ξ . Tem samym opredeleny vloßeniØ i_ξ : X_ξ −→ X dlØ vseh ξ ∈ Ξ. Kaßdoe iz fftih vloßeniæ induciruet na X nekotoru¸ P -topologiqesku¸ strukturu i_ξ (ζ_ξ), ih toqnaØ nißnØØ granica ζ, esli ona suwestvuet, rassmatrivaetsØ kak P -topologiqeskaØ struktura svobodnogo ob¨edineniØ (X, ζ) prostranstv (X_ξ , ζ_ξ).

Zameqanie. �to opredelenie svobodnogo ob¨edineniØ sotvetstvuet ego kategornomu opredeleni¸. Deæstvitel~no, esli dlØ nekotorogo P -topologiqeskogo prostranstva (X^′, ζ^′) zadany P - nepreryvnye otobraßeniØ f_ξ : (X_ξ , ζ_ξ) −→ (X^′, ζ^′) dlØ vseh ξ ∈ Ξ, to my moßem opredelit~ otobraßenie f : (X, ζ) −→ (X^′, ζ^′), poloßiv f(x) = f_ξ(x), esli x = i_ξ(x_ξ ), gde x_ξ – nekotoryæ fflement mnoßestva X_ξ.

5. P -topologii i blizosti. Termin “blizost~” ispol~zuetsØ pri formulirovke dvuh principial~no razliqnyh ponØtiæ. S odnoæ storony on ispol~zuetsØ pri vvedenii odnoæ iz struktur nepreryvnosti, kak blizost~ toqki k mnoßestvu, s drugoæ storony on ispol~zuetsØ pri vvedenii odnoæ iz struktur rasxireniæ, kak blizost~ dvuh mnoßestv. Napomnim (v neskol~ko utoqnennom variante), qto otnoxenie δ dlØ par A, B podmnoßestv mnoßestva X nazyvaetsØ otnoxeniem blizosti, esli ono obladaet sledu¸- wimi svoæstvami:

B1. δ(∅, B) i δ(A, ∅) ne ime¸t mesta. B2. Esli A ∩ B ≠ ∅, to δ(A, B) imeet mesto.

B3. Esli A ⊂ A^′ i B ⊂ B^′ i δ(A, B) imeet mesto, to δ(A^′, B^′) imeet mesto.

B4. Esli δ(A, B ∪ C) imeet mesto, to δ(A, B) ili δ(A, C) imeet mesto. Esli δ(A ∪ B, C) imeet mesto, to δ(A, C) ili δ(B, C) imeet mesto.

Zameqanie. Iz fftih usloviæ simmetriqnost~ otnoxeniæ blizosti ne sleduet.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 39 UslovimsØ pisat~ δ(x, A) vmesto δ({x}, A), otoßdestvlØØ x i

{x}. Budem takße pisat~ AδB, esli δ(A, B) imeet mesto.

Kaßdoe otnoxenie blizosti δ na mnoßestve X opredelØet na fftom mnoßestve strukturu τ , dlØ kotoroæ x ∈ cl_τ A ⇐⇒ δ({x}, A) imeet mesto. �to slabo topologiqeskaØ struktura, tak kak T1. cl ∅ = ∅ v silu usloviØ B1. T2. A ⊂ cl A v silu usloviØ B2.

Deæstvitel~no, esli x ∈ A, to δ(x, A) v silu B2 imeet mesto i pofftomu x ∈ cl A.

T3. cl(A ∪ B) = cl A ∪ cl B v silu usloviæ B3 i B4. Deæstvitel~no, cl A ⊂ cl(A ∪ B) i cl B ⊂ cl(A ∪ B) v silu B3, pofftomu (cl A ∪ cl B) ⊂ cl(A ∪ B). S drugoæ storony, esli x ∈

cl(A ∪ B) to est~ δ(x, A ∪ B) imeet mesto, to δ(x, A) ili δ(x, B)

imeet mesto i pofftomu x ∈ cl A ili x ∈ cl B.

Uslovie idempotentnosti operacii zamykaniØ T4. cl(cl A) = cl A v obwem sluqae ne imeet mesta.

Deæstvitel~no, rassmotrim na mnoßestve Zcelyh qisel otnoxenie blizosti δ, dlØ kotorogo δ(A, B) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda naædutsØ celye qisla p ∈ A i q ∈ B takie qto |p − q| ≤ 1. UsloviØ B1–B4 oqevidno vylolnØ¸tsØ, a uslovie T4 dlØ sootvetstvu¸weæ struktury τ ne vypolnØetsØ. Naprimer

cl{0} = {−1, 0, 1}, a cl(cl{0}) = cl{−1, 0, 1} = {−2, −1, 0, 1, 2} ≠ cl{0}.

My sopostavili kaßdoæ strukture blizosti δ slabo topologiqesku¸ strukturu τ . S drugoæ storony, kaßdoæ slabo topologiqeskoæ strukture τ moßno sopostavit~ razliqnye struktury blizosti δ. Naprimer moßno sqitat~, qto δ(A, B) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda clA ∩ cl B ≠ ∅. UsloviØ B1–B4 oqevidno vypolnØ¸tsØ.

Moßno suzit~ klass otnoxeniæ blizosti, dobaviv ewe odno uslovie

B5. Esli δ(y, A) imeet mesto dlØ kaßdogo y ∈ B, to δ(x, A) imeet mesto kogda imeet mesto δ(x, B).

Esli otnoxenie blizosti δ udovletvorØet usloviØm B1 – B5, to sootvetstvu¸waØ emu struktura τ ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ.

Deæstvitel~no, dostatoqno dokazat~, qto struktura τ udovletvorØet uslovi¸ T4: cl(cl A) = cl A. Zametim, preßde vsego, qto v silu B2 i opredeleniØ struktury τ imeet mesto soot-

40 A. A. IVANOV noxenie A ⊂ cl A dlØ kaßdogo mnoßestva A. Ots¸da sleduet, qto cl A ⊂ cl(cl A). S drugoæ storony, pust~ x ∈ cl(cl A), to est~

δ(x, cl A) imeet mesto. Poloßim B = cl A. Zametim teper~, qto

esli y ∈ B, to imeet mesto δ(y, A), pofftomu v silu usloviØ B5 imeet mesto δ(x, A) i, tem samym, dokazano obratnoe vkl¸qenie

cl(cl A) ⊂ cl A.

Opredelenie. OtnoxeniØ (struktury) blizosti, udovletvorØ-

¸wie usloviØm B1 – B4, budem nazyvat~ slabo topologiqeskimi blizostØmi, otnoxeniØ blizosti, udovletvorØ¸wie usloviØm B1 – B5, budem nazyvat~ topologiqeskimi blizostØmi.

Zameqanie. Pust~ δ – nekotoroe topologiqeskoe otnoxenie blizosti opredelennoe na mnoßestve X i τ – sootvetstvu¸waØ emu topologiqeskaØ struktura na X. Togda δ(x, A) i δ(x, cl A) ime¸t ili ne ime¸t mesto odnovremenno dlØ l¸bogo A ⊂ X. Deæstvitel~no, esli imeet mesto δ(x, A), to tem bolee (v silu B3) imeet mesto δ(x, cl A). S drugoæ storony, esli imeet mesto δ(x, cl A), to (v silu B5) imeet mesto δ(x, A).

Ots¸da ewe ne sleduet, qto δ(A, B) ⇐⇒ δ(cl A, cl B), kak pokazyvaet sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = {0, 1}, δ(1, 0) imeet mesto, δ(0, 1) ne imeet mesta. Poloßim A = {0}, B = {0, 1}, C = {1}. �ta blizost~ opredelØet na X topologiqesku¸ strukturu τ_r pravogo kolmogorovskogo dvoetoqiØ. V fftoæ topologii B = cl A, cl C = C, δ(C, A) ne imeet mesta, a δ(cl C, cl A) imeet mesto.

PredstavlØ¸t interes blizosti, dlØ kotoryh vypolnØetsØ bolee sil~noe qem B5 uslovie

B5^′. Esli δ(y, A) imeet mesto dlØ kaßdogo y ∈ B, to δ(C, A) imeet mesto kogda imeet mesto δ(C, B). DlØ takih blizosteæ mnoßestva blizki togda i tol~ko togda, kogda blizki ih zamykaniØ, to est~ δ(A, B) ⇐⇒ δ(cl A, cl B). V fftom sluqae rassmatrivaØ topologiqeskie blizosti moßno ograniqit~sØ blizostØmi dlØ par zamknutyh mnoßestv v (X, τ ), gde τ – sootvetstvu¸waØ fftoæ blizosti topologiqeskaØ struktura na X. Pofftomu, izuqaØ v pervoæ qasti knigi glavnye rasxireniØ topologiqeskih prostranstv, my ograniqivalis~ rassmotreniem blizosteæ dlØ par zamknutyh mnoßestv.

Kaßdoe topologiqeskoe otnoxenie blizosti na mnoßestve X opredelØet nekotoru¸ topologiqesku¸ strukturu na P X.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 41

Opredelenie. Pust~ δ – topologiqeskoe otnoxenie blizosti na

mnoßestve X i τ – topologiqeskaØ struktura na X, sootvetstvu¸waØ δ. DlØ kaßdogo τ - zamknutogo mnoßestva F opredeleny mnoßestva P F i Q_δF = {A|AδF }. �ti mnoßestva obrazovannye dlØ vseh τ -zamknutyh mnoßestv F v X poroßda¸t topologiqesku¸ strukturu ζ na P X (P -topologiqesku¸ strukturu na X), sootvetstvu¸wu¸ δ.

Zameqanie. Esli pri obrazovanii mnoßestv P F i QδF my budem rassmatrivat~ tol~ko τ -zamknutye mnoßestva, to poluqim nekotoroe prostranstvo zamknutyh podmnoßestv topologiqeskogo prostranstva (X, τ ). V qastnom sluqae, kogda δ – otnoxenie blizosti po pereseqeniØm, my poluqim P -topologiqesku¸ strukturu Vietorisa.

Struktura ζ, postroennaØ po topologiqeskoæ blizosti δ imeet nekotorye special~nye svoæstva.

P 1. Esli dlØ α ⊂ P X iz A ∈ α i A ⊂ A^′ sleduet A^′ ∈ α, to iz

A ∈ cl α sleduet A^′ ∈ cl α.

P 2. Esli dlØ α ⊂ P X iz (A ∪ B) ∈ α sleduet A ∈ α ili B ∈ α, to iz (A ∪ B) ∈ cl α sleduet A ∈ cl α ili B ∈ cl α.

Moßno rassmotret~ i obratnyæ perehod ot P -topologiqeskih struktur na X k otnoxeniØm blizosti.

Opredelenie. Pust~ ζ – topologiqeskaØ struktura na P X. �toæ

strukture sootvetstvuet otnoxenie blizosti δ dlØ kotorogo δ(A, B) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda A ∈ cl(QB) i B ∈ cl(QA) v (P X, ζ). �to otnoxenie blizosti δ udovletvorØet usloviØm B1 i B2, odnako vypolnenie usloviæ B3 i B4 my moßem dokazat~ pri vypolnenii dlØ ζ nekotoryh dopolnitel~nyh usloviæ.

My moßem, takim obrazom, rassmatrivat~ pri teh ili inyh ograniqeniØh otobraßeniØ nekotorogo klassa P -topologiqeskih prostranstv na sootvetstvu¸wiæ klass prostranstv blizosti i vloßenie fftogo klassa v klass P Top. Moßno opredelit~ takße sootvetstviØ meßdu P -nepreryvnymi otobraßeniØmi i blizostnymi otobraßeniØmi.

Opredelenie. Pust~ (X, ζ) i (X^′, ζ^′) – P -topologiqeskie pro-

stranstva, (X, δ) i (X^′, δ^′) – sootvetstvu¸wie im prostranstva blizosti, f : (X, ζ) −→ (X^′, ζ^′) – P -nepreryvnoe otobraßenie, to

42 A. A. IVANOV est~ P f : (P X, ζ) −→ (P X^′, ζ^′) – nepreryvnoe otobraßenie, togda f : (X, δ) −→ (X^′, δ^′) – sootvetstvu¸wee emu otobraßenie. �to otobraßenie ØvlØetsØ blizostnym otobraßeniem, tak kak iz δ(A, B), to est~ A ∈ cl_ζ (QB) i B ∈ cl_ζ (QA), sleduet f(A) ∈ f(cl_ζ (QB)) ⊂ cl_ζ′ (Q^′(f(B))) i f(B) ∈ f(cl_ζ (QA)) ⊂ cl_ζ′ (Q^′(f(A))), i pofftomu δ^′(f(A), f(B)) imeet mesto.

6. P -topologii i smeßnosti. Napomnim (v neskol~ko utoqnennom variante), qto otnoxenie σ dlØ koneqnyh sistem α nepustyh podmnoßestv mnoßestva X nazyvaetsØ otnoxeniem smeßnosti, esli ono udovletvorØet sledu¸wim usloviØm:

S1. Esli pereseqenie vseh fflementov sistemy α ne pusto, to

σ(α) imeet mesto.

S2. Esli kaßdyæ fflement sistemy α^′ soderßit kakoæ-nibud~ fflement sistemy α i σ(α) imeet mesto, to σ(α^′) imeet mesto.

S3. Esli σ(α) i σ(β) ime¸t mesto, to σ(α ∨ β) imeet mesto. Zdes~ α ∨ β = {A ∪ B|A ∈ α, B ∈ β}. Esli σα imeet mesto, to budem govorit~, qto α ØvlØetsØ sistemoæ σ smeßnosti.

Zameqanie. Iz usloviØ S2 sleduet simmetriqnost~ otnoxeniæ smeßnosti, to est~ σα i σα^′, gde sistema α^′ poluqaetsØ iz sistemy α perestanovkoæ vhodØwih v nee mnoßestv, ime¸t ili ne ime¸t mesto odnovremenno.

Kaßdoe otnoxenie smeßnosti σ na kakom-nibud~ mnoßestve X estestvenno opredelØet nekotoroe otnoxenie blizosti δ na X, ØvlØ¸weesØ ograniqeniem σ na pary A, B mnoßestv v X. No tak moßet byt~ opredeleno ne l¸boe otnoxenie blizosti na X – ono dolßno byt~ simmetriqnym, to est~ δ(A, B) imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda imeet mesto δ(B, A). Ne vdavaØs~ v tonkosti, my budem sqitat~, qto na X zadano ne tol~ko otnoxenie smeßnosti σ, no i takaØ topologiqeskaØ struktura τ , qto otnoxenie σ dlØ koneqnoæ sistemy mnoßestv imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda ono imeet mesto dlØ sistemy ih τ -zamykaniæ. Budem govorit~ v fftoæ situacii, qto σ i τ soglasovany.

Opredelenie. Pust~ σ – otnoxenie smeßnosti na mnoße-

stve X i τ – soglasovannaØ s σ topologiqeskaØ struktura. DlØ kaßdogo τ -zamknutogo mnoßestva F opredeleno mnoßestvo P F i dlØ kaßdoæ koneqnoæ sistemy τ -zamknutyh mnoßestv α = F_1, F_2, . . . , F_n opredeleno mnoßestvo Q_σ(α) = {A|σ(A, F_1,

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 43

F_2, . . . , F_n) imeet mesto}. �ti mnoßestva obrazovannye dlØ vseh τ -zamknutyh mnoßestv F i vseh koneqnyh sistem α poroßda¸t topologiqesku¸ strukturu ζ na P X (P -topologiqesku¸ strukturu na X), sootvetstvu¸wu¸ σ.

Zameqanie. Zametim, qto dlØ otnoxeniØ blizosti δ i soglasovannogo s nim otnoxeniØ smeßnosti σ sootvetstvu¸wie im P -topologiqeskie struktury mogut i ne sovpadat~. Delo v tom, qto odno i to ße otnoxenie blizosti moßet byt~ soglasovano s razliqnymi otnoxeniØmi smeßnosti. Odnako, esli pri fftom otnoxenie smeßnosti σ binarno reduktivno (ponØtiØ tipa reduktivnosti byli vvedeny v pervoæ qasti knigi), to sovpadenie P -topologiqeskih struktur imeet mesto.

PonØtie binarnoæ reduktivnosti otnoxeniæ smeßnosti moßno vvesti sledu¸wim obrazom.

Opredelenie. Pust~ σ – nekotoroe otnoxenie smeßnosti na

(X, τ ), vvedem otnoxenie ≤_σ dlØ par koneqnyh sistem τ -zamknutyh mnoßestv, poloßiv

(F_1, F_2, . . ., F_m) ≤_σ (F^′_1, F^′_2, . . . , F^′_n)

esli dlØ l¸bogo τ -zamknutogo mnoßestva F

σ(F, F^′_1, F^′_2, . . . , F^′_n) imeet mesto, esli imeet mesto σ(F, F_1, F_2, . . . , F_m). Budem govorit~, qto σ binarno reduktivno, esli dlØ l¸boæ sistemy F, F_1, F_2, . . . , F_n, ne ØvlØ¸weæsØ sistemoæ σ-smeßnosti, naædetsØ takoe τ -zamknutoe mnoßestvo H, qto (F_1, F_2, . . . , F_n) ≤_σ H

i σ(F, H) ne imeet mesta.

Teorema. Pust~ otnoxenie blizosti δ i binarno reduktivnoe

otnoxenie σ na (X, τ ) soglasovany. Togda opredelØemye imi P - topologiqeskie struktury sovpada¸t.

Dokazatel~stvo. TopologiqeskaØ struktura na P X, sootvetstvu¸waØ otnoxeni¸ blizosti δ, opredelØetsØ sistemoæ mnoßestv P F , Q_δF rassmatrivaemyh dlØ vseh τ -zamknutyh mnoßestv F ; topologiqeskaØ struktura na P X, sootvetstvu¸waØ otnoxeni¸ smeßnosti σ, opredelØetsØ sistemoæ mnoßestv P F ,

44 A. A. IVANOV

Q_σ(α) rassmatrivaemyh dlØ vseh τ -zamknutyh mnoßestv F i

sistem α takih mnoßestv, v qastnosti odnofflementnyh sistem

α = F , dlØ kotoryh Q_σ(α) = Q_δF . Pofftomu nam dostatoqno do-

kazat~, qto kaßdoe mnoßestvo Q_σ (α) ØvlØetsØ kakim-to pereseqeniem mnoßestv vida Q_δF . Zametim, preßde vsego, qto esli

α = (F_1, F_2, . . ., F_n) ≤_σ H, to Q_σα ⊂ Q_δH. Pust~ F /∈ Q_σα dlØ neko-

toroæ sistemy α = F_1, F_2, . . . , F_n, to est~ σ(F, F_1, . . . , F_n) ne imeet mesta. Togda, v silu binarnoæ reduktivnosti σ, δ(F, H) ne imeet mesta, to est~ F /∈ Q_δH i potomu Q_σα ØvlØetsØ pereseqeniem takih mnoßestv Q_δH.

7. P -topologii i ravnomernye struktury pokrytiæ. Napomnim, qto ravnomernoæ strukturoæ pokrytiæ, opredelennoæ na topologiqeskom prostranstve (X, τ ) nazyva¸t nepustu¸ sistemu ρ otkrytyh pokrytiæ s fftogo prostranstva, udovletvorØ¸wu¸

sledu¸wim usloviØm:

R1. Esli s_1 ∈ ρ i s_2 ∈ ρ, to s_1 ∧ s_2 = {G_1 ∩ G_2|G_1 ∈ s_1, G_2 ∈ s_2} ∈ ρ. R2. Esli pokrytie s vpisano v pokrytie s^′, to est~ kaßdyæ fflement pokryiØ s soderßitsØ v kakom-nibud~ fflemente pokrytiØ s^′, i s ∈ ρ, to s^′ ∈ ρ.

Paru (X, ρ) nazyva¸t ravnomernym prostranstvom (pokrytiæ).

Kaßdoæ ravnomernoæ strukture ρ vzaimno odnoznaqno sootvetstvuet struktura sosedstva ν, sostoØwaØ iz neobØzatel~no koneqnyh sistem α zamknutyh mnoßestv, dopolneniØ kotoryh obrazu¸t sistemy Cα = (X \ F |F ∈ α) otkrytyh mnoßestv, ne prinadleßawie ρ. Takim obrazom α ∈ ν ⇐⇒ Cα /∈ ρ. Opredelenie. Pust~ ν – otnoxenie sosedstva na topologiqe-

skom prostranstve (X, τ ). DlØ kaßdogo τ – zamknutogo mnoßestva F opredeleno mnoßestvo P F i dlØ kaßdoæ sistemy τ -zamknutyh mnoßestv α opredeleno mnoßestvo Q_ν (α) = {A|ν(A, α) imeet mesto}. �ti mnoßestva obrazovannye dlØ vseh τ -zamknutyh mnoßestv F i vseh sistem α poroßda¸t topologiqesku¸ strukturu ζ na P X (P -topologiqesku¸ strukturu na X), sootvetstvu¸wu¸ ν.

Zameqanie. Zametim, qto dlØ otnoxeniØ blizosti δ i soglasovannogo s nim otnoxeniØ sosedstva ν sootvetstvu¸wie im P - topologiqeskie struktury mogut i ne sovpadat~. Delo v tom,

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 45 qto odno i to ße otnoxenie blizosti moßet byt~ soglasovano s razliqnymi otnoxeniØmi sosedstva. Odnako, esli pri fftom otnoxenie sosedstva ν binarno reduktivno (ponØtiØ tipa reduktivnosti byli vvedeny v pervoæ qasti knigi), to sovpadenie P -topologiqeskih struktur imeet mesto.

PonØtie binarnoæ reduktivnosti otnoxeniæ sosedstva moßno vvesti sledu¸wim obrazom.

Opredelenie. Pust~ ν – nekotoroe otnoxenie sosedstva na

(X, τ ), vvedem otnoxenie ≤_ν dlØ par sistem τ -zamknutyh mnoßestv, poloßiv α ≤_ν α^′ esli dlØ l¸bogo τ -zamknutogo mnoßestva F

ν(F, α) imeet mesto, esli imeet mesto ν(F, α^′).

Budem govorit~, qto ν binarno reduktivno, esli dlØ l¸boæ sistemy (F, α), ne ØvlØ¸weæsØ sistemoæ ν-sosedstva, naædetsØ takoe τ -zamknutoe mnoßestvo H, qto α ≤_ν H i ν(F, H) ne imeet mesta.

Teorema. Pust~ otnoxenie blizosti δ i binarno reduktivnoe

otnoxenie sosedstva ν na (X, τ ) soglasovany. Togda opredelØemye imi P -topologiqeskie struktury sovpada¸t.

Dokazatel~stvo. TopologiqeskaØ struktura na P X, sootvetstvu¸waØ otnoxeni¸ blizosti δ, opredelØetsØ sistemoæ mnoßestv P F , Q_δF rassmatrivaemyh dlØ vseh τ -zamknutyh mnoßestv F ; topologiqeskaØ struktura na P X, sootvetstvu¸waØ otnoxeni¸ sosedstva ν, opredelØetsØ sistemoæ mnoßestv P F , Q_ν(α) rassmatrivaemyh dlØ vseh τ -zamknutyh mnoßestv F i sistem α takih mnoßestv, v qastnosti odnofflementnyh sistem α = F , dlØ kotoryh Q_ν(α) = Q_δF . Pofftomu nam dostatoqno dokazat~, qto kaßdoe mnoßestvo Q_ν (α) ØvlØetsØ kakim-to pereseqeniem mnoßestv vida Q_δF . Zametim, preßde vsego, qto esli α ≤_ν H, to

Q_ν(α) ⊂ Q_δH. Pust~ F /∈ Q_να dlØ nekotoroæ sistemy α, to est~ ν(α) ne imeet mesta. Togda, v silu binarnoæ reduktivnosti ν, δ(F, H) ne imeet mesta, to est~ F /∈ Q_δH i potomu Q_ν(α) ØvlØetsØ

pereseqeniem takih mnoßestv Q_δH.

46 A. A. IVANOV

8. P -topologii i kusoqno lineænye struktury. Meßdu P - topologiqeskimi i kusoqno lineænymi strukturami suwestvu¸t opredelennye svØzi. Obwee ponØtie kusoqno lineænoæ struktury formuliruetsØ dovol~no sloßno, pofftomu my ograniqimsØ zdes~ standartnoæ strukturoæ evklidova prostranstva R^n l¸- boæ razmernosti n s obyqnoæ metrikoæ i kusoqno lineænymi otobraßeniØmi evklidovyh prostranstv preßde vsego qislovoæ prØmoæ R.

Opredelenie. My budem rassmatrivat~ takie razbieniØ vewe-

stvennoæ prØmoæ R na otrezki, qto l¸boæ skol~ ugodno bol~xoæ otrezok fftoæ prØmoæ imeet nepustoe pereseqenie tol~ko s koneqnym qislom otrezkov dannogo razbieniØ. Budem govorit~, qto otobraßenie f : R −→ R^n kusoqno lineæno, esli ono lineæno na kaßdom otrezke nekotorogo razbieniØ.

Teorema. Na vewestvennoæ prØmoæ R moßno zadat~ taku¸ P -

topologiqesku¸ strukturu ζ, qto mnoßestvo vseh P -nepreryvnyh otobraßeniæ (R, ζ) v sebØ sovpadaet s mnoßestvom vseh kusoqno lineænyh otobraßeniæ R v sebØ.

Dokazatel~stvo. Suwestvu¸t, voobwe govorØ, razliqnye P - topologiqeskie struktury ζ s ukazannym v teoreme svoæstvom. My vyberem odnu iz nih, vozmoßno ne samu¸ estestvennu¸, sredi struktur induciru¸wih na R obyqnu¸ topologi¸ qislovoæ prØmoæ.

Budem rassmatrivat~ mnoßestva A (my budem nazyvat~ ih ishodnymi), udovletvorØ¸wie sledu¸wim usloviØm:

1. A sostoit iz nepereseka¸wihsØ otrezkov [a_n, b_n], n = 1, 2, . . ., 2. b_{n+1} < a_n dlØ vseh n ∈ N, 3. b_{n+1} − a_{n+1} =^1_2 (b_n − a_n).

Otrezki [a_n, b_n] moßno vybirat~ proizvol~no, no vo vsØkom sluqae a_n dolßno byt~ bol~xe, qem b_n − a_n, qtoby ostalos~ dostatoqno mesta dlØ posledu¸wih otrezkov, sostavlØ¸wih mnoßestvo A.

Po kaßdomu ishodnomu mnoßestvu A obrazuetsØ standartnaØ posledovatel~nost~ (A_n|n ∈ N), gde A_n = [0,^1_n ] ∩ A, shodØwaØsØ k {0}. My budem rassmatrivat~ v kaqestve standartnyh takße posledovatel~nosti, poluqennye iz (A_n|n ∈ N) proizvol~nym sdvigom vdol~ prØmoæ na veliqinu a i otobraßeniem simmetrii. Takie posledovatel~nosti sqita¸tsØ shodØwimisØ k mnoßestvu

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 47

{a}. Sovokupnost~ vseh shodimosteæ standartnyh posledovatel~- nosteæ poroßdaet na R nekotoru¸ P -topologiqesku¸ strukturu ζ. Dokaßem, qto ζ - iskomaØ P -topologiqeskaØ struktura na R, to est~ f : (R, ζ) −→ (R, ζ) ØvlØetsØ P -nepreryvnym otobraßeniem togda i tol~ko togda, kogda f – kusoqno lineænoe otobraßenie

R v sebØ. Zametim, preßde vsego, qto esli nekotoroe otobraße-

nie f : R −→ R – kusoqno lineæno, to ono i P - nepreryvno otnositel~no ζ. Ostalos~ dokazat~ obratnoe utverßdenie. Pust~

f : (R, ζ) −→ (R, ζ) ØvlØetsØ P -nepreryvnym otobraßeniem. Do-

kaßem, qto ono ØvlØetsØ togda kusoqno lineænym otobraßeniem. Naxe rassußdenie my provedem, ne naruxaØ obwnosti v silu odnorodnosti ζ, dlØ a = 0, f(0) = 0 i poloßitel~nyh toqek x (pravee nulØ). Esli f(x) = 0 dlØ nekotorogo h > 0 i vseh poloßitel~nyh x < h, to f – lineæno nemnogo pravee 0. OstaetsØ sluqaæ, v kotorom f(x) ≠ 0 dlØ nekotoryh skol~ ugodno blizkih k nul¸ toqek. V fftom sluqae moßno daße dokazat~, qto f(x) ≠ 0 dlØ nekotorogo h > 0 i vseh 0 < x < h. Dopustim, qto ffto ne tak, to est~ suwestvuet monotonno shodØwaØsØ k nul¸ posledovatel~nost~ toqek c_k, dlØ kotoryh vse f(c_k ) = 0. Pri fftom moßno sqitat~, qto dlØ kaßdogo k naædetsØ takaØ skol~ ugodno blizkaØ k c_k toqka c^′_k, qto f(c^′_k) ≠ 0. Tak kak otrezki [a_n.b_n] moßno sdvigat~ vdol~ R, to dlØ kaßdogo k naædetsØ otrezok soderßawiæ

c_k i c^′_k i pofftomu ego f-obraz ØvlØetsØ netrivial~nym otrezkom

soderßawim 0. Takim obrazom f-obraz nekotoroæ standartnoæ posledovatel~nosti okazyvaetsØ nestacionarnoæ nestandartnoæ posledovatel~nost~¸, qto protivoreqit P -nepreryvnosti otobraßeniØ f.

Dokaßem teper~, qto v nekotorom otrezke [0, h] otobraßenie f monotonno. Dopustim, qto ffto ne tak, to est~ suwestvuet dlØ f nekotoraØ shodØwaØsØ k nul¸ posledovatel~nost~ toqek lokal~nogo ffkstremuma. Bez naruxeniØ obwnosti moßno predpoloßit~ takße, qto f(x) > 0 v (0, h] i suwestvovuet monotonno shodØwaØsØ k nul¸ posledovatel~nost~ toqek lokal~nogo maksimuma. Pust~ c_1 - odna iz fftih toqek. My moßem togda ukazat~ v [0, h] takie otrezki [0, h_1], [p_1, q_1], [r_1, s_1], qto c_1 ∈ [r_1, s_1],

a + h_1 < p_1 < q_1 < r_1 < s_1, q_1 − p_1 > r_1 − s_1, priqem f-obrazy fftih

otrezkov poparno ne pereseka¸tsØ. Pust~ μ = minf(x) na otrezke

[r_1, s_1], d – blißaæxaØ k c_1 toqka, dlØ kotoroæ f(d) = μ. Moßno

sqitat~, vzØv r_1 dostatoqno blizko k c_1, qto d > c_1. Pust~ m_1

48 A. A. IVANOV – takoe natural~noe qislo, qto 2^{−(m1+1)} < d − c_1 ≤ 2^{−m1} , priqem umen~xiv dlinu otrezka [r_1, s_1], my moßem sdelat~ d − c_1 skol~ ugodno malym i, sledovatel~no, sdelat~ m_1 skol~ ugodno bol~xim, v qastnosti takim, qto 2^{−m1} < r_1. Rassmotrim otrezki

[c_1, c_1 + 2^{−m1} ] i [c_1 − 2^{−(m1+1)}, c_1 + 2^{−(m1+1)}]. �ti otrezki ime¸t

odinakovu¸ dlinu ravnu¸ 2^{−m1} , no dliny ih f-obrazov razliqny. Deæstvitel~no, pervyæ f-obraz imeet dlinu l_1 ≥ μ, vtoroæ ße imeet dlinu l_2 < μ.

Tak kak (c_n) −→ 0, suwestvuet takoe h_1 > 0 i takoe c_k, qto c_k ∈ [0, h_1] i r_1 − h_1 > 2^{−m1} . Povtoriv predyduwu¸ konstrukci¸ dlØ c_k i [0, h_1], my ukaßem otrezki [c_k, c_1 + 2^{−mk} ] i

[c_k − 2^{−(mk+1)}, c_k + 2^{−(mk+1)}]. �ti otrezki budut opØt~ imet~ odi-

nakovu¸ dlinu, a dliny ih f-obrazov razliqny. Zametim teper~, qto v silu vybora m_1, meßdu otrezkami [c_k, c_1 + 2^{−m2} ] i

[c_1 − 2^{−(m1+1)}, c_1 + 2^{−(m1+1)}] moßno razmestit~ bez pereseqeniæ

promeßutoqnye otrezki dliny 2^{−(m1+1)}, . . . , 2^{−(mk−1)}.

Neograniqennoe prodolßenie ukazannoæ vyxe konstrukcii daet nam standartnu¸ posledovatel~nost~, priqem pri sootvetstvu¸wem vybore otrezkov, ime¸wih odinakovu¸ dlinu no raznye dliny ih f-obrazov, f-obraz fftoæ posledovatel~nosti budet nestandartnym, qto protivoreqit P -nepreryvnosti otobraßeniØ f. Tem samym dokazano, qto f – monotonnaØ funkciØ.

Dokaßem teper~, qto f – strogo monotonnaØ, naprimer vozrasta¸waØ funkciØ. Zametim, preßde vsego, qto esli f(x_1) = f(x_2), to f – postoØnna na [x_1, x_2]. Ots¸da sleduet, qto esli f ne strogo monotonna na otrezke [0, h], to na nem suwestvu¸t otrezki ee postoØnstva. Nas budut interesovat~ maksimal~nye otrezki postoØnstva i osobenno ih pravye koncy. Esli f ne strogo monotonna v kaßdom otrezke [0, h], to suwestvu¸t pravye koncy c_n maksimal~nyh otrezkov postoØnstva f monotonno shodØwiesØ k 0. No dlØ kaßdoæ toqki c_k naædutsØ soderßawie ee skol~ ugodno malye otrezki [a_n, b_n] i [a^′_n, b^′_n], dliny kotoryh ravny 2^{−m}, a dliny ih f-obrazov razliqny. �to pozvolØet postroit~, kak v predyduwem sluqae, standartnu¸ posledovatel~nost~ s nestandartnym ee f-obrazom.

Dokaßem, nakonec, qto f – lineænaØ funkciØ na nekotorom otrezke [0, h], h > 0. Dopustim, qto ffto ne tak, to est~ dlØ kaßdogo skol~ ugodno malogo h > 0 v otrezke [0, h] naædetsØ otrezok [a, b],

a > 0, na kotorom f ne lineæna. Pri fftom dlina takogo otrez-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 49 ka moßet byt~ vzØta proizvol~no maloæ, naprimer ravnoæ 2^{−m} dlØ proizvol~no bol~xogo natural~nogo qisla m. Razob~em fftot otrezok na 2^k ravnyh otrezkov dliny 2^{−(m+k)}. Tak kak f strogo monotonna, to dlina f-obraza kaßdogo takogo (qastiqnogo) otrezka ravna absol¸tnoæ veliqine raznosti znaqeniæ funkcii f na ego pravom i levom koncah. No tak kak po predpoloßeni¸ funkciØ f ne lineæna na ishodnom otrezke, to dlØ dostatoqno bol~xogo k naædutsØ qastiqnye otrezki s raznymi dlinami ih f-obrazov. �to pozvolØet postroit~, kak v predyduwih sluqaØh, standartnu¸ posledovatel~nost~ s nestandartnym f-obrazom.

9. P -topologii i differencial~nye struktury. Meßdu P - topologiqeskimi i differencial~nymi strukturami suwestvu- ¸t opredelennye svØzi. My ograniqimsØ zdes~ tol~ko odnim, otnosØwimsØ k fftoæ teme s¸ßetom.

Teorema. Na vewestvennoæ prØmoæ R moßno zadat~ taku¸ P -

topologiqesku¸ strukturu ζ, qto mnoßestvo vseh P -nepreryvnyh otobraßeniæ (R, ζ) v sebØ sovpadaet s mnoßestvom vseh nepreryvno differenciruemyh funkciæ s poloßitel~noæ proizvodnoæ ili postoØnnyh funkciæ.

Dokazatel~stvo. Suwestvu¸t, voobwe govorØ, razliqnye P - topologiqeskie struktury ζ s ukazannym v teoreme svoæstvom. My vyberem odnu iz nih, vozmoßno ne samu¸ estestvennu¸, sredi struktur induciru¸wih na R obyqnu¸ topologi¸ qislovoæ prØmoæ.

Na strukturu ζ nakladyva¸tsØ sledu¸wie usloviØ: 1. Esli posledovatel~nost~ (a_n|n ∈ N) – strogo monotonno shoditsØ k x sleva i posledovatel~nost~ (b_n|n ∈ N) – strogo monotonno shoditsØ k x sprava, to posledovatel~nost~ otrezkov

[a_n, b_n] shoditsØ k {x}, no nikakaØ posledovatel~nost~ [y_n, x], gde

vse y_n ≠ x ne shoditsØ k {x}.

2. Pust~ A_n = {x_n, x^{(p)}n |p ∈ N}, A = {x, x^{(p)}}, posledovatel~nosti (x^{(p)}n ) i (x^{(p)}) strogo monotonno po p shodØtsØ sprava k x_n i x, sootvetstvenno. Posledovatel~nost~ (A_n) shoditsØ k A esli posledovatel~nost~ (x_n) shoditsØ k x sprava ili sleva, qisla

α(A_n) = lim2^p(x^{(p)}_n − x_n) i α(A) = lim2^p(x^{(p)} − x) suwestvu¸t i

otliqny ot nulØ, priqem α(A_n) shoditsØ k α(A). Bolee togo, dlØ l¸bogo ϵ > 0 dolßny naætis~ takie natural~nye qisla n_0 i p_0,

50 A. A. IVANOV qto (∗) |α(A) − 2^p(x^{(p)}_n − x^{(p+1)}_n )| < ϵ dlØ vseh n ≥ n_0 i p ≥ p_0.

Zameqanie. Iz neravenstv vida (*) sleduet bolee sloßnoe neravenstvo |α(A) − 2^{p+q} 2^q − 2^q

(x^{(p)}_n − x^{(q)}_n )| < ϵ

dlØ vseh n ≥ n_0 i q ≥ p ≥ p_0.

Deæstvitel~no, perepixem (*) v sledu¸wem vide

∗p : |2^{−p}α(A) − (x^{(p)}_n − x^{(p+1)}_n )| < 2^{−p}ϵ

i sloßim neravenstva ∗p, ∗(p + 1), . . . , ∗(q − 1). Togda

|(2^{−p} + 2^{−(p+1)} + · · · + 2^{−(q−1)})α(A) − (x^{(p)}_n − x^{(q)}_n )|

< (2^{−p} + 2^{−(p+1)} + · · · + 2^{−(q−1)})ϵ,

otkuda sleduet dokazyvaemoe neravenstvo.

Netrudno zametit~, qto esli otobraßenie f : R −→ R – postoØnnaØ ili nepreryvno differenciruemaØ funkciØ s poloßitel~noæ proizvodnoæ, to otobraßenie f : (R, ζ) −→ (R, ζ) ØvlØetsØ P -nepreryvnym otobraßeniem.

Deæstvitel~no, pust~ (A_n|n ∈ N) −→ A, to est~ vypolnØetsØ uslovie 2, i B = f(A), B_n = f(A_n), y = f(x), y_n = f(x_n),

y^{(p)}_n = f(x^{(p)}_n ). Nam nado dokazat~, qto (B_n|n ∈ N) −→ B. Tak kak f

strogo vozrasta¸waØ funkciØ, posledovatel~nosti (y^{(p)}n ) i (y^{(p)}) – strogo monotonno po p shodØtsØ sprava k y_n i y, sootvetstvenno, a posledovatel~nost~ (y_n) strogo monotonno shoditsØ k y sprava ili sleva. V silu nepreryvnosti f^′, dlØ l¸bogo δ > 0 naædetsØ takoe δ_1 > 0, qto v l¸boæ toqke intervala (x − δ_1, x + δ_1) proizvodnaØ funkcii f otliqaetsØ ot f^′(x) ne bol~xe qem na δ. V silu usloviØ 2, qisla α(A_n) = lim2^p(x^{(p)}n − x_n) i α(A) = lim2^p(x^{(p)} − x) suwestvu¸t i otliqny ot nulØ, priqem (α(A_n)) shoditsØ k α(A). DlØ dostatoqno bol~xih n i p toqki x^{(p)}n , x_n, x^{(p)}, prinadleßat intervalu (x − δ_1, x + δ_1) pofftomu dlØ takih n i p

2^p(y^{(p)}_n − y_n) = y^{(p)}_n − y_n x^{(p)}_n − x_n 2^p(x^{(p)}_n − x_n)

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 51 no y^{(p)}_n − y_n x^{(p)}_n − x_n = f^′(ξ_n)

gde x_n ≥ ξ_n ≥ x^{(p)}n , pofftomu predel pri p −→ ∞

α(B_n) = lim2^p(y^{(p)}_n − y_n) = f^′(x)α(A_n)

Analogiqno dokazyvaetsØ, qto

α(B) = lim2^p(y^{(p)} − y) = f^′(x)α(A)

i, sledovatel~no, (α(B_n)) −→ α(B).

Rassmotrim teper~ te ße n i p, dlØ kotoryh x^{(p)}n , x_n, x^{(p)}, prinadleßat intervalu (x−δ_1, x+δ_1) i rassmotrim qislo 2^p(y^{(p)}n −

y^{(p+1)}

n ), kotoroe opØt~ ße moßno predstavit~ v vide

y^{(p)}_n − y^{(p+1)}_n x^{(p)}_n − x^{(p+1)}_n

2^p(x^{(p)}_n − x^{(p+1)}_n ) = f^′(ξ^{(p)}_n )2^p(x^{(p)}_n − x^{(n+1)}_n )

gde x^{(p+1)}n ≤ ξ^{(p)}n ≤ x^{(p)}n . Togda α(B_n) − 2^{p+1}(y^{(p)}n − y^{(p+1)}n ) =

f^′(x)α(A_n)−2^{n+1}(y^{(p)}_n −y^{(p+1)}_n ) = f^′(x)α(A_n)−(f^′(ξ^{(p)}_n )+θ(n, p)δ)(x^{(p)}_n − x^{(p+1)} n ) = f^′(x)(α(A_n) − (x^{(p)}n − x^{(p+1)}n ) + θ_1(n, p)δ_1 = θ_3(n, p)δ, gde vse |θ(n, p)| ne prevoshodØt edinicu. Tak kak |θ_3(n, p)δ| < ϵ dlØ vseh dostatoqno bol~xih n i p,

|α(B_n) − 2^{p+1}(y^{(p)}_n − y^{(p+1)}_n )| < ϵ.

Dokaßem teper~ obratnoe utverßdenie. Pust~ otobraßenie f :

(R, ζ) −→ (R, ζ) ØvlØetsØ P -nepreryvnym otobraßeniem. Togda, v

silu usloviØ 1, f – postoØnnoe ili strogo monotonnoe otobraßenie. Dokaßem ego differenciruemost~. Proizvol~no fiksiruem nekotoru¸ toqku x_0 ∈ R i dlØ kaßdoæ toqki x iz fiksirovannoæ δ-okrestnosti toqki x_0 opredelim mnoßestvo A_x, a imenno A_x = {x, x + 2^{−p}|p ∈ N} i, sootvetstvenno, mnoßestvo B_x = f(A_x).

Pust~ (x_n) shoditsØ k x. Poloßim

x^{(p)}_n = x_n + 2^{−p}, x^{(p)} = x + 2^{−p}, A_n = {x_n, x^{(p)}_n |p ∈ N}, A = {x, x^{(p)}|p ∈ N},

52 A. A. IVANOV Zdes~ α(A) = α(A_n) = 1, to est~ α(A_n) shoditsØ k α(A). Bolee togo, zdes~ 2^{p+1}(x^{(p)}n − x^{(p+1)}n ) = 2^{p+1}(x_n + 2^{−p} − x_n − 2^{−(p+1)}) =

1 = α(A). Takim obrazom dlØ posledovatel~nosti (A_n) uslovie 2

shodimosti (A_n) k A vypolnØetsØ. Pust~ B_n = f(A_n) = {y_n, y^{(p)}_n |p ∈ N}, B = f(A) = {y, y^{(p)}}. Togda (B_n) −→ B, v silu P -nepreryvnosti f. Ots¸da sleduet, opØt~ ße v silu usloviØ 2 i strogoæ monotonnosti f, qto α(B) i α(B_n) suwestvu¸t, otliqny ot nulØ i α(B_n) shoditsØ k α(B). Bolee togo, dlØ l¸bogo ϵ > 0 dolßny naætis~ takie natural~nye qisla n_0 i p_0, qto |α(B) − 2^{p+1}(y^{(p)}n − y^{(p+1)}n )| < ϵ dlØ vseh n ≥ n_0 i p ≥ p_0.

Rassmotrim otnoxenie y − y_0 x − x_0 , gde x – skol~ ugodno blizko k x_0. Nam nado dokazat~, qto pri

x −→ x_0 predel f^′(x_0) fftogo otnoxeniØ suwestvuet, poloßite-

len i nepreryvno zavisit ot x_0. Ocenim raznost~ y − y_0, ispol~zuØ neravenstva |2^{−(p+1)}α(B) − (y^{(p)}n − y^{(p+1)}n )| < 2^{−(p+1)}ϵ i

|2^{−p}α(B) − (y_n − y^{(p)}n )| < 2^{−p}ϵ dlØ skol~ ugodno malogo ϵ i sootvetstvu¸wih skol~ ugodno bol~xih n i p. Zametim, qto qisla

n_0 i p_0, o kotoryh xla req~ vyxe mogut zavisit~ ot toqki x.

Nam pridetsØ rassmotret~ otdel~no sluqai x > x_0 i x < x_0. Sluqaæ x > x_0.

Fiksiruem nekotoroe qislo ϵ > 0 i takie natural~nye qisla

n_0 i p_0, qto dlØ l¸byh n ≥ n_0 i p ≥ p_0 ime¸t mesto ukazannye

vyxe neravenstva dlØ (x_n) −→ x_0. Pust~ x_0 + 2^{−(p0+1)} ≥ x <

x_0 + 2^{−p0} . Togda |2^{−p0+1}α(B) − (y^{(p0 +1)}n − y_0)| < 2^{−p}ϵ. Povtoriv ffto

rassußdenie uße dlØ toqki y^{(p0 +1)}n my ewe bol~xe priblizimsØ k toqke y. prodolßaØ priblißenie k fftoæ toqke my v koneqnom sqete pridem k neravenstvu

|(x − x_0)α(B) − (y − y_0)| < (x − x_0)ϵ ili |α(B) − y − y_0 x − x_0 | < ϵ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 53 i, takim obrazom, budet dokazano, qto f^′ = α(B), to est~ budet dokazano suwestvovanie f^′(x_0), ee nepreryvnost~ i poloßitel~- nost~.

Sluqaæ x < x_0.

V fftom sluqae my budem naqinat~ ne s toqki x_0, priblißaØs~ k toqke x, a naoborot naqnem s toqki x, priblißaØs~ k toqke x_0, v ostal~nom ße rassußdeniØ analogiqny.

10. Drugie P -struktury. Moßno rassmatrivat~ bolee sloßnye prostranstvennye struktury. Oni budut detal~no izuqat~- sØ v tret~eæ qasti knigi seæqas ße my tol~ko hotim otmetit~ estestvennost~ ih poØvleniØ, kak ob¨ektov izuqeniØ. S¸da otnosØtsØ, preßde vsego, topologiqeskie struktury na P^2X =

P (P X), na P^2(X × Y ) i P^3X. Sledu¸wimi po sloßnosti posle

prostranstv podmnoßestv ØvlØ¸tsØ prostranstva sistem podmnoßestv.

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. TopologiqeskaØ

struktura ϑ, opredelennaØ na mnoßestve P^2X ili na nekotoroæ ego qasti, nazyvaetsØ P^2-topologiqeskoæ strukturoæ na X. Para (X, ϑ) nazyvaetsØ P^2-topologiqeskim prostranstvom.

Zameqanie. Zametim, qto sistemy mnoßestv vstreqa¸tsØ v matematiqeskih konstrukciØh dovol~no qasto. S¸da otnosØtsØ, naprimer, sistemy otkrytyh mnoßestv, sistemy zamknutyh mnoßestv, fil~try, kofil~try, pokrytiØ. Sootvetstvenno,

P^2-topologiqeskoæ strukturoæ na X ØvlØetsØ topologiqeskaØ

struktura na mnoßestve vseh topologiqeskih struktur, rassmatrivaemyh na X, topologiqeskaØ struktura na mnoßestve vseh ego pokrytiæ, topologiqeskaØ struktura na nekotorom mnoßestve fil~trov, . . ..

Podobno tomu, kak samo mnoßestvo X, rassmatrivaemoe kak podmnoßestvo mnoßestva P X, igraet osobu¸ rol~ v teorii P - topologiqeskih prostranstv, mnoßestvo P X, rassmatrivaemoe kak podmnoßestvo mnoßestva P^2X, igraet osobu¸ rol~ v teorii

P^2-topologiqeskih prostranstv. �to sovokupnost~ odnofflement-

nyh sistem nepustyh podmnoßestv. Ona figuriruet v opredelenii lokal~nyh P^2-topologiæ.

RassmatrivaØ mnoßestvo T X vseh topologiæ opredelennyh na X, my moßem ne uqityvat~ v sootvetstvu¸wih sistemah mnoßestv samo mnoßestvo X i pustoe mnoßestvo (oni vhodØt v ka-

54 A. A. IVANOV ßdu¸ topologiqesku¸ strukturu na X). Pofftomu v kaqestve P X my moßem rassmatrivat~ zdes~ mnoßestvo vseh prosteæxih topologiqeskih struktur na X, a imenno {∅, G, X}, G ≠ ∅.

RassmatrivaØ mnoßestvo ΩX vseh fil~trov v X my moßem vydelit~ sredi nih fil~try ω(A), sostoØwie iz mnoßestv soderßawih A. Pofftomu v kaqestve P X my moßem rassmatrivat~ zdes~ mnoßestvo vseh fil~trov, opredelØemyh nepustymi podmnoßestvami mnoßestva X.

RassmatrivaØ mnoßestvo ΣX vseh pokrytiæ mnoßestva X, my moßem vydelit~ sredi nih dvuhfflementnye pokrytiØ {A, X}, estestvenno opredelØemye vhodØwimi v nih nepustymi mnoßestvami A. Pofftomu v kaqestve P X my moßem rassmatrivat~ mnoßestvo vseh takih dvuhfflementnyh pokrytiæ.

Zadanie P^2-topologiqeskoæ struktury na kakom-to mnoßestve X moßno osuwestvit~ v tri fftapa. Snaqala vvesti na X kaku¸- nibud~ topologiqesku¸ strukturu τ , zatem vvesti na P X topologiqesku¸ strukturu ζ ispol~zuØ τ i, nakonec, vvesti na P^2X topologiqesku¸ strukturu ϑ, ispol~zuØ ζ.

Pust~ (X, τ ) – proizvol~noe topologiqeskoe prostranstvo. Moßno rassmotret~, naprimer, topologiqesku¸ strukturu ζ, kak topologi¸ Vietorisa na P X, opredelennu¸ strukturoæ τ i zatem dlØ topologiqeskogo prostranstva (P X, ζ) strukturu ϑ, kak topologi¸ Vietorisa, opredelennu¸ strukturoæ ζ na P^2X.

Primer. Pust~ (X, τ ) = Dr – pravoe kolmogorovskoe dvoetoqie (τ = {∅, {0}, {0, 1}}). Togda dlØ ζ na P D = {{0}, {1}, {0, 1}} ime- etsØ vosem~ variantov, opisannyh v razdele 1.2. DlØ uproweniØ zapisi toqek v P D byli vvedeny oboznaqeniØ {0} = a, {1} =

b, {0, 1} = c, i pofftomu P D = {a, b, c}. Pust~ ζ – topologiØ Vie-

torisa. Ona opredelØetsØ mnoßestvami P G i QG, gde G = {0}, to est~ mnoßestvami {a} i {a, c}. Esli i dlØ P^2D vybrat~ variant Vietorisa, to ϑ budet imet~ bazis sostoØwiæ iz P {a},

Q{a}, P {a, c} i Q{a, c}. OpØt~ ße dlØ uproweniØ zapisi vvedem

sledu¸wie oboznaqeniØ toqek mnoßestva P^2D: 1 = {a}, 2 = {b}, 3 = {c}, 4 = {b, c}, 5 = {a, c}, 6 = {a, b},

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 55 7 = {a, b, c}, Vse ffti struktury krome {a, b} ØvlØ¸tsØ topologiqeskimi strukturami na P D. V fftih oboznaqeniØh ukazannyæ vyxe bazis ζ imeet sledu¸wiæ vid: P {a} = {1}, Q{a} = {1, 5, 6, 7}, P {a, c} = {1, 3, 5}, Q{a, c} = {1, 3, 4, 5, 6, 7}. Rassmotrim teper~ mnoßestvo P^2(X × Y ). Ego toqkam, to est~ sistemam podmnoßestv mnoßestva X × Y moßno dat~ razliqnye interpretacii. My uße otmeqali, qto podmnoßestva Γ mnoßestva X × Y , to est~ toqki mnoßestva P (X × Y ), moßno rassmatrivat~ kak grafiki Γ_f otobraßeniæ f : X −→ Y , v obwem sluqae vozmoßno qastiqnyh i vozmoßno mnogoznaqnyh. Sledovatel~no toqki mnoßestva P^2(X × Y ) moßno rassmatrivat~ kak sistemy otobraßeniæ mnoßestva X v mnoßestvo Y . Esli

X = Y , to toqkami mnoßestva P^2(X × X) ØvlØ¸tsØ, naprimer,

ravnomernye struktury, kak sistemy okrestnosteæ diagonali Δ = {(x, x)|x ∈ X}. PereædØ k mnoßestvu P^3X my zametim, qto nekotorye ego toqki, kak sovokupnosti sistem podmnoßestv, ime¸t interesnu¸ interpretaci¸. Tak, naprimer, ravnomernye struktury pokrytiæ ØvlØ¸tsØ toqkami fftogo mnoßestva, ego toqkami ØvlØ¸tsØ takße struktury okrestnosteæ.

56 A. A. IVANOV

Glava II

Struktury proizvedeniæ i prostranstv otobraßeniæ

Vvedenie

V fftoæ glave budut rassmotreny struktury na proizvedeniØh

X × Y prostranstv, struktury na mnoßestvah C(Y, Z) otobraße-

niæ prostranstv i svØzi meßdu nimi. Qastnym sluqaem struktur na proizvedeniØh ØvlØ¸tsØ pri Y = X bitopologiqeskie struktury, qastnym sluqaem struktur na mnoßestvah otobraßeniæ ØvlØ¸tsØ topologiqeskie struktury na C(X, X) (ob fftom upominalos~ v predyduweæ glave) i na C(Y, D), gde D = {0, 1} – pravoe ili levoe kolmogorovskoe dvoetoqie. poslednie struktury kanoniqeski sootvetstvu¸t topologiqeskim strukturam na mnoßestve P Y vseh zamknutyh podmnoßestv prostranstva Y .

Po analogii s topologiqeskimi strukturami na mnoßestvah

X ×X, kotorye my nazyvali bitopologiqeskimi strukturami na

mnoßestvah X, my moßem rassmatrivat~ struktury na proizvedeniØh X × Y i struktury na mnoßestvah C(Y, Z) otobraßeniæ, kak nekotorye struktury na parah mnoßestv.

My budem rassmatrivat~ razliqnye mnoßestva X, Y, Z, . . . , snabßennye kakimi-nibud~ strukturami, oboznaqaØ sootvetstvu¸wie prostranstva temi ße bukvami X, Y, Z, . . . . Esli my hotim podqerknut~ tot fakt, qto na nekotorom mnoßestve (topologiqeskom prostranstve), naprimer na X, fiksirovana kakaØto (novaØ) struktura τ , to my budem pisat~ X_τ .

Vse dal~neæxee izloßenie budet vestis~, kak pravilo, dlØ topologiqeskih prostranstv i ih nepreryvnyh otobraßeniæ, lix~ inogda ono budet v sluqae neobhodimosti dopolnØt~sØ sootvetstvu¸wimi obobweniØmi na prostranstva shodimosti. Perehod ot issledovaniæ topologiqeskoæ situacii k issledovani¸ sootvetstvu¸wih prostranstv shodimosti obyqno ne vyzyvaet osloßneniæ.

Itak my budem rassmatrivat~ otobraßeniØ E : C(Y, Z) × Y −→ Z, E(f, y) = f(y), F : X × Y −→ Z, G : X −→ C(Y, Z),

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 57 F (x, y) = G(x)(y), F = E(G × 1_Y ), dlØ vseh x ∈ X, y ∈ Y . Budem govorit~, qto otobraßeniØ F i

G sootvetstvu¸t drug drugu, i budem rassmatrivat~ tol~ko

pary sootvetstvu¸wih drug drugu otobraßeniæ.

My moßem pereæti teper~ k osnovnym opredeleniØm glavy. V ztih opredeleniØh budut figurirovat~ sledu¸wie topologiqeskie prostranstva: X, Y, Z, X × Y, (X × Y )_τ , C(Y, Z), C(Y, Z)_τ . Zdes~ tol~ko X, Y, Z – proizvol~no fiksirovannye topologiqeskie prostranstva.

Zametim preßde vsego, qto X × Y moßet i ne byt~ obyqnym proizvedeniem topologiqeskih prostranstv, no kaßdoe otobraßenie j_x : Y −→ X ×Y, j_x(y) = (x, y), dolßno byt~ vloßeniem. My budem rassmatrivat~ v dal~neæxem razliqnye topologiqeskie struktury na proizvedeniØh X × Y , no tol~ko te, kotorye udovletvorØ¸t ukazannomu vyxe trebovani¸. Zametim, qto topologiqeskaØ struktura prØmogo proizvedeniØ X × Y fftomu uslovi¸ udovletvorØet, no emu udovletvorØ¸t i mnogie drugie topologiqeskie struktury na X × Y , naprimer proizvedenie diskretnoæ struktury na X i topologiqeskoæ struktury prostranstva Y . Qto kasaetsØ topologiqeskih prostranstv (X × Y )_τ i C(Y, Z)_τ , to zdes~ topologiqeskaØ struktura τ voobwe ne fiksirovana. Ona igraet rol~ peremennoæ, znaqenie kotoroæ opredelØetsØ, v koneqnom sqete sootvetstvu¸wimi usloviØmi.

Fiksiruem topologiqeskie prostranstva X, Y , Z, X × Y , C(Y, Z). Opredelenie. TopologiqeskaØ struktura τ na C(Y, Z) nazyvaetsØ X-rasweplØ¸weæ, esli nepreryvnost~ otobraßeniØ F : X ×

Y −→ Z vleqet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ G : X −→ (C(Y, Z)_τ . Opredelenie. TopologiqeskaØ struktura τ na C(Y, Z) nazyvaetsØ X-sovmestno nepreryvnoæ, esli nepreryvnost~ otobraßeniØ G : X −→ C(Y, Z)_τ vleqet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ F : X × Y −→ Z.

Opredelenie. TopologiqeskaØ struktura τ na X × Y nazyvaetsØ Z-rasweplØ¸weæ, esli nepreryvnost~ otobraßeniØ F : (X ×

58 A. A. IVANOV

Y )_τ −→ Z vleqet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ G : X −→ C(Y, Z). Opredelenie. TopologiqeskaØ struktura τ na X × Y nazyvaetsØ Z-sovmestno nepreryvnoæ, esli nepreryvnost~ otobraßeniØ

G : X −→ C(Y, Z) vleqet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego oto-

braßeniØ F : (X × Y )_τ −→ Z.

PonØtiØ rasweplØ¸wih topologiqeskih struktur i sovmestno nepreryvnyh topologiqeskih struktur kak dlØ proizvedeniæ, tak i dlØ mnoßestv nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskih prostranstv, ØvlØ¸tsØ osnovoæ teorii, fflementy kotoroæ izlaga¸tsØ v nastoØweæ glave.

Zameqanie. Sootvetstvu¸wie opredeleniØ dlØ prostranstv shodimosti napravlennosteæ poluqa¸tsØ prostoæ zamenoæ terminov.

§1. Topologiqeskie struktury na mnoßestvah otobraßeniæ 1. Otobraßenie vyqisleniØ. V pervoæ qasti knigi (glava III, paragraf 3) my rassmotreli mnoßestvo C(Y, Z) vseh nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskogo prostranstva Y v topologiqeskoe prostranstvo Z, otobraßenie vyqisleniØ E : C(Y, Z) × Y −→ Z, E(f, y) = f(y), f ∈ C(Y, Z), y ∈ Y, dopustimye topologiqeskie struktury na mnoßestve C(Y, Z), dlØ kotoryh otobraßenie E nepreryvno, i problemu suwestvovaniØ minimal~noæ dopustimoæ topologiqeskoæ struktury na

C(Y, Z). Tam ße byl otmeqen izvestnyæ fakt, qto v topologi-

qeskih strukturah ffta problema ne rexaetsØ. Okazalos~, qto ffta problema razrexima v strukturah shodimosti.

Uslovie dopustimosti otobraßeniØ vyqisleniØ E formuliruetsØ v shodimostØh sledu¸wim obrazom:

esli napravlennost~ ((f_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) shoditsØ k (f, y), to (f_λ(y_λ)|λ

∈ Λ) shoditsØ k f(y). Tak kak v prØmom proizvedenii C(Y, Z) × Y shodimost~ ((f_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→ (f, y) ffkvivalentna pare shodimosteæ (f_λ|λ ∈ Λ) −→ f, (y_λ|λ ∈ Λ) −→ y,

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 59 to rassmatrivaemoe nami uslovie dopustimosti moßno sformulirovat~ qerez shodimosti v C(Y, Z), Y, Z, a imenno, esli (f_λ|λ ∈ Λ) −→ f i (y_λ|λ ∈ Λ) −→ y, to (f_λ(y_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(y). Opredelenie. Budem govorit~, qto shodimost~ (fλ|λ ∈ Λ) −→ f dopustima v C(Y, Z), esli dlØ l¸boæ shodimosti (y_λ|λ ∈ Λ) −→ y v Y imeet mesto shodimost~ (f_λ(y_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(y) v Z.

Minimal~naØ dopustimaØ struktura shodimosti na C(Y, Z) opredelØetsØ nekotoroæ sovokupnost~¸ dopustimyh shodimosteæ. V deæstvitel~nosti ona opredelØetsØ sovokupnost~¸ vseh dopustimyh shodimosteæ. Naxa blißaæwaØ cel~ – dokazat~, qto minimal~naØ dopustimaØ struktura shodimosti na C(Y, Z) vsegda suwestvuet.

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo. Kvazitopolo-

giqeskoæ v uzkom smysle shodimost~¸ napravlennosteæ v X nazyvaetsØ struktura shodimosti, udovletvorØ¸waØ sledu¸wim usloviØm:

1. Esli napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) stacionarna i x_λ = x dlØ vseh λ ≥ λ_0 i nekotorogo λ_0 ∈ Λ, to ona shoditsØ x (aksioma stacionarnosti).

2. Esli (x_λ|λ ∈ Λ^′) – konfinal~naØ qast~ napravlennosti

(x_λ|λ ∈ Λ), shodØweæsØ k x, to (x_λ|λ ∈ Λ^′) −→ x (aksioma

konfinal~nosti).

3. Esli (x_λ|λ ∈ Λ) konfinal~na po nositelØm shodØweæsØ k x ee konfinal~noæ qasti, to ona takße shoditsØ k x (aksioma osoboæ konfinal~nosti po nositelØm).

Teorema. DlØ l¸byh konfinal~nyh v osobom smysle struktur

shodimosti na Y i na Z suwestvuet na C(Y, Z) minimal~naØ dopustimaØ konfinal~naØ v osobom smysle struktura shodimosti.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim na C(Y, Z) sovokupnost~ shodimosteæ (f_λ|λ ∈ Λ) −→ f, dlØ kotoryh vypolnØetsØ sledu¸wee uslovie:

dlØ l¸boæ shodimosti (y_λ|λ ∈ Λ) −→ y v Y imeet mesto shodimost~ (f_λ(y_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(y) v Z.

Vypolnenie aksiomy stacionarnosti dlØ tak opredelennoæ shodimosti sleduet iz nepreryvnosti vseh otobraßeniæ f :

Y −→ Z. Deæstvitel~no, esli f_λ = f dlØ vseh λ bol~xih qem

nekotoroe λ_0 ∈ Λ i (y_λ|λ ∈ Λ) −→ y, to f_λ(y_λ) = f(y_λ) dlØ

60 A. A. IVANOV

λ > λ_0, otkuda i sleduet dokazyvaemaØ shodimost~. Proverim

teper~ vypolnenie aksiomy konfinal~nosti i aksiomy prostoæ konfinal~nosti po nositelØm.

Pust~ Λ^′ ØvlØetsØ konfinal~noæ qast~¸ napravlennogo uporØdoqennogo mnoßestva Λ i napravlennost~ (f_λ|λ ∈ Λ) konfinal~- na po nositelØm napravlennosti (f_λ|λ ∈ Λ^′). Nam nado dokazat~, qto togda iz shodimosti (f_λ|λ ∈ Λ) −→ f sleduet shodimost~

(f_λ|λ ∈ Λ^′) −→ f i iz shodimosti (f_λ|λ ∈ Λ^′) −→ f sleduet sho-

dimost~ (f_λ|λ ∈ Λ) −→ f. DlØ fftogo my snaqala vloßim kaßdu¸ napravlennost~ (y_λ|λ ∈ Λ^′) toqek mnoßestva Y v nekotoru¸ napravlennost~ (y_λ|λ ∈ Λ) tak, qto ona budet konfinal~na po nositelØm k ishodnoæ napravlennosti. �to vloßenie moßno osuwestvit~ sledu¸wim obrazom.

Tak kak Λ^′ konfinal~na Λ, to kaßdomu λ ∈ Λ moßno sopostavit~ takoe λ^′(λ) ∈ Λ^′, qto λ^′(λ) ≥ λ. Pri fftom kaßdomu indeksu iz λ^′ sopostavlØetsØ on sam. My moßem teper~ prodolßit~ napravlennost~ (y_λ|λ ∈ Λ^′) do napravlennosti (y_λ|λ ∈ Λ) poloßiv y_λ = y_λ′_{(λ)} dlØ kaßdogo λ ∈ Λ. Po postroeni¸ napravlennost~ (y_λ|λ ∈ Λ) konfinal~na po nositelØm napravlennosti (y_λ|λ ∈ Λ^′)

i pofftomu obe napravlennosti odnovremenno shodØtsØ v Y k nekotoroæ toqke y ili odnovremenno ne shodØtsØ.

Dokaßem, qto iz shodimosti

(f_λ|λ ∈ Λ) −→ f sleduet shodimost~ (f_λ|λ ∈ Λ^′) −→ f. DlØ fftogo nam nado dokazat~, qto v rassmatrivaemoæ situacii dlØ l¸boæ shodimosti (y_λ|λ ∈ Λ^′) −→ y imeet mesto shodimost~ (f_λ(y_λ)|λ ∈ Λ^′) −→ f(y).

Pust~ (y_λ|λ ∈ Λ) – nekotoroe prodolßenie napravlennosti

(y_λ|λ ∈ Λ^′). Tak kak (y_λ|λ ∈ Λ^′) −→ y, to i (f(y_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(y),

a pofftomu i (f(y_λ )|λ ∈ Λ) −→ f(y). Tem samym dokazano, qto (f_λ|λ ∈ Λ^′) −→ f. Dokaßem teper~, qto iz shodimosti

(f_λ|λ ∈ Λ^′) −→ f sleduet shodimost~ (f_λ|λ ∈ Λ) −→ f. DlØ fftogo nam nado dokazat~, qto v rassmatrivaemoæ situacii dlØ l¸boæ shodimosti (y_λ|λ ∈ Λ) −→ y imeet mesto shodimost~ (f_λ(y_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(y). Zametim, qto po uslovi¸ teoremy, napravlennost~ (f_λ|λ ∈ Λ) konfinal~na po nositelØm napravlennosti (f_λ|λ ∈ Λ^′). Ots¸da ewe ne sleduet, qto napravlen-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 61 nost~ (f_λ(y_λ)|λ ∈ Λ) konfinal~na po nositelØm napravlennosti

(f_λ(y_λ)|λ ∈ Λ^′). Delo v tom, qto napravlennost~ (y_λ|λ ∈ Λ) pro-

izvol~na, ona ne obØzatel~no konfinal~na po nositelØm napravlennosti (y_λ|λ ∈ Λ^′). Pofftomu prihoditsØ ispol~zovat~ drugoe rassußdenie.

Pol~zuØs~ tem, qto (f_λ|λ ∈ Λ) konfinal~na po nositelØm napravlennosti (f_λ|λ ∈ Λ^′) my zamenit~ indeksy iz Λ na indeksy iz nekotoroæ konfinal~noæ napravlennogo mnoßestva Λ^′, kak dlØ

f_λ tak i dlØ y_λ i takim obrazom dokazat~ trebuemu¸ shodimost~ (f(y_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(y). Zameqanie. Esli kvazitopologii na Y i Z opredeleny nekotorymi topologiqeskimi strukturami, to minimal~naØ dopustimaØ kvazitopologiØ na C(Y, Z) suwestvuet v bolee xirokom klasse struktur. Dostatoqno, naprimer, vypolneniØ v fftom klasse sledu¸wego oslableniØ aksiomy 2:

(aksioma konfinal~nosti) esli napravlennost~ (f_λ|λ ∈ Λ^′) ØvlØetsØ konfinal~noæ qast~¸ napravlennosti (f_λ|λ ∈ Λ), shodØweæsØ k f, to ona takße shoditsØ k f.

2. Dve special~nye topologii prostranstv otobraßeniæ. Xiroko ispol~zu¸tsØ dve special~nye topologii prostranstv otobraßeniæ, a imenno topologiØ potoqeqnoæ shodimosti i kompaktno otkrytaØ topologiØ. PervaØ iz nih obyqno opredelØetsØ v terminah shodimosti, a vtoraØ – zadaniem sootvetstvu¸weæ bazy otkrytyh mnoßestv.

Opredelenie. Shodimost~ (fξ|ξ ∈ Ξ) −→ f na mnoßestve C(Y, Z) nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskogo prostranstva Y v topologiqeskoe prostranstvo Z nazyvaetsØ potoqeqnoæ shodimost~¸, esli (f_ξ|ξ ∈ Ξ) −→ f ⇐⇒ (f_ξ (y)|ξ ∈ Ξ) −→ f(y) dlØ kaßdoæ toqki y ∈ Y.

Sovokupnost~ vseh potoqeqnyh shodimosteæ udovletvorØet, kak netrudno dokazat~, vsem aksiomam shodimosti i potomu opredelØet na C(Y, Z) topologiqesku¸ strukturu potoqeqnoæ shodimosti.

Opredelenie. TopologiqeskaØ struktura na mnoßestve C(Y, Z), opredelennaØ bazoæ otkrytyh mnoßestv, sostoØweæ iz mnoßestv

62 A. A. IVANOV

U (C, G) = {f|f(C) ⊂ G}, obrazuemyh po vsem kompaktnym mnoße-

stvam C iz Y i vsem otkrytym mnoßestvam G prostranstva Z, nazyvaetsØ kompaktno otkrytoæ topologieæ na C(Y, Z).

Nam ponadobitsØ ewe odna topologizaciØ, sovpada¸waØ s kompaktno otkrytoæ, dlØ ”dostatoqno horoxih” topologiqeskih prostranstv Y .

Opredelenie. Budem govorit~, qto na C(Y, Z) opredelena shodimost~ po napravlennostØm, esli dlØ fftoæ shodimosti (f_λ|λ ∈

Λ) −→ f togda i tol~ko togda, kogda (f_λ(y_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(y) dlØ

l¸boæ shodimosti (y_λ|λ ∈ Λ) −→ y.

Teorema. Kompaktno otkrytaØ topologiØ na C(Y, Z) ØvlØet-

sØ topologiqeskoæ strukturoæ shodimosti po napravlennostØm, esli Y – lokal~no kompaktnoe prostranstvo.

Dokazatel~stvo. Pust~ (fλ|λ ∈ Λ) −→ f) v kompaktno otkrytoæ topologii, y – proizvol~naØ toqka prostranstva Y , W – proizvol~naØ okrestnost~ toqki f(y). V silu nepreryvnosti otobraßeniØ f, naædetsØ takaØ okrestnost~ V toqki y, qto f(V ) ⊂ W , a v silu lokal~noæ kompaktnosti prostranstva Y , naædetsØ okrestnost~ toqki y, kompaktnoe zamykanie kotoroæ V_c soderßitsØ v V . Togda mnoßestvo U (V_c, W ) budet okrestnost~¸ otobraßeniØ f, pofftomu naædetsØ takoe λ_0, qto f_λ ∈ U (V_c, W ) dlØ vseh λ > λ_0. Rassmotrim proizvol~nu¸ shodimost~ (y_λ|λ ∈ Λ) −→ y. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto y_λ ∈ V_c dlØ vseh λ > λ_0 i pofftomu f_λ(y_λ) ∈ W dlØ vseh λ > λ_0. Tak kak W proizvol~- naØ okrestnost~ toqki f(y) v Z, to tem samym dokazano, qto

(f_λ(y_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(y)). S drugoæ storony, tak kak shodimost~ (y_λ|λ ∈ Λ) −→ y pri fiksirovannom y proizvol~na, to tem samym

dokazana shodimost~ (f_λ|λ ∈ Λ) −→ f) po napravlennostØm.

Nam pridetsØ neskol~ko rasxirit~ ponØtie dopustimosti topologiqeskoæ struktury na C(Y.Z).

Opredelenie. Topologiqesku¸ strukturu na C(Y, Z) budem nazyvat~ slabo dopustimoæ, esli otobraßenie vyqisleniØ E(f, y) =

f(y) nepreryvno po f dlØ l¸bogo fiksirovannogo y ∈ Y .

Teorema. TopologiØ potoqeqnoæ shodimosti ØvlØetsØ slabo do-

pustimoæ na C(Y, Z) topologiqeskoæ strukturoæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ y – proizvol~naØ toqka topologiqeskogo prostranstva Y i p_y : C(Y, Z) −→ Z, p_y(f) = f(y). Nam nado

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 63 dokazat~, qto p_y ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. Rassmotrim proizvol~nu¸ napravlennu¸ sistemu (f_ξ |ξ ∈ Ξ) v C(Y, Z), shodØwu¸sØ k nekotoroæ toqke f. Po opredeleni¸ otobraßeniØ

p_y, my imeem p_y(f_ξ ) = f_ξ(y) i p_y(f) = f(y). No (f_ξ(y)|ξ ∈ Ξ) −→ f(y) ∈ Z v silu potoqeqnoæ shodimosti v C(Y, Z), i pofftomu (p_y(f_ξ )|ξ ∈ Ξ) −→ p_y(f). My dokazali, tem samym, nepreryvnost~

otobraßeniØ p_y. Teorema dokazana.

Teorema. Kompaktno otkrytaØ topologiØ ØvlØetsØ slabo dopu-

stimoæ v C(Y, Z) topologiqeskoæ strukturoæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ y – proizvol~naØ toqka topologiqeskogo prostranstva Y i p_y : C(Y, Z) −→ Z, p_y(f) = f(y). Nam nado dokazat~, qto p_y ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. Rassmotrim proizvol~noe otkrytoe mnoßestvo U topologiqeskogo prostranstva Y . Tak kak p^{−1}_y (U ) = {f|p_y(f) = f(y) ∈ U } = U({y}, U ) – bazisnoe otkrytoe mnoßestvo v kompaktno otkrytoæ topologii na C(Y, Z), a U – proizvol~noe otkrytoe v Z mnoßestvo, to p_y – nepreryvnoe otobraßenie.

3. Klassiqeskie svoæstva. V klassiqeskoæ teorii (Georgiu, Iliadis, Papadopulos, 1993) rasweplØ¸wih i sovmestno nepreryvnyh topologiqeskih struktur na C(Y, Z) rassmatriva¸tsØ ne fiksirovannye prostranstva X, a te ili inye ih klassy A, a na mnoßestve X × Y rassmatrivaetsØ tol~ko struktura prØmogo proizvedeniØ. Pri fftom, vmesto ponØtiØ XrasweplØ¸wih topologiqeskih struktur rassmatrivalis~ ArasweplØ¸wie topologiqeskie struktury i A-sovmestno nepreryvnye topologiqeskie struktury. Privedem nekotorye svoæstva ponØtiØ A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ struktury i ponØtiØ A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ struktury na C(Y, Z). Teorema. Pust~ τ1, τ2 – topologiqeskie struktury na C(Y, Z)

i τ_1 ⊂ τ_2. Esli τ_2 ØvlØetsØ A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ, to τ_1 takße budet A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ, esli ße τ_1 ØvlØetsØ A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ, to i τ_2 budet A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ.

Dokazatel~stvo. Esli τ1 ⊂ τ2 i otobraßenie G : X −→ C(Y, Z)τ_2 nepreryvno, to tem bolee nepreryvno otobraßenie G : X −→

64 A. A. IVANOV

C(Y, Z)_{τ1} . S drugoæ storony s rasxireniem topologiqeskoæ

struktury τ na mnoßestve C(Y, Z) sistema topologiqeskih prostranstv X, dlØ kotoryh otobraßenie G : X −→ C(Y, Z)_τ nepreryvno, sußaetsØ i pofftomu, esli iz nepreryvnosti otobraßeniØ

G : X −→ C(Y, Z)_{τ1} sleduet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego G

otobraßeniØ F : X × Y −→ C(Y, Z), to tem bolee iz nepreryvnosti otobraßeniØ G : X −→ C(Y, Z)_{τ2} sleduet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego G otobraßeniØ F : X × Y −→ Z.

Teorema. Pust~ A1, A2 – sistemy topologiqeskih prostranstv

i A_1 ⊂ A_2. Esli τ ØvlØetsØ A_2-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na C(Y, Z) ili A_2-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na C(Y, Z), to τ takße budet A_1- rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na C(Y, Z) ili, sootvetstvenno, A_1-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na C(Y, Z).

Dokazatel~stvo. Analogiqno predyduwemu.

Rassmotrim teper~ sledu¸wee vaßnoe svoæstvo.

Teorema. DlØ kaßdoæ sistemy A suwestvuet naibol~xaØ A-

rasweplØ¸waØ topologiqeskaØ struktura na C(Y, Z).

Dokazatel~stvo. Sleduet iz togo, qto ob¨edinenie A-ras-weplØ¸wih topologiqeskih struktur na C(Y, Z) ØvlØetsØ ArasweplØ¸weæ topologiqeskoæ struktury.

�tu topologiqesku¸ strukturu my budem oboznaqat~ qerez τ (A). Zameqanie. Naimen~xaØ A-sovmestno nepreryvnaØ topologiqeskaØ struktura na C(Y, Z) ne vsegda suwestvuet. Delo v tom, qto sluqae predyduweæ teoremy, my iwem naibol~xu¸ topologiqesku¸ strukturu τ na C(Y, Z) dlØ kotoroæ kaßdoe otobraßenie G : X −→ C(Y, Z))_τ iz nekotoroæ sistemy otobraßeniæ nepreryvno. Vo vtorom ße sluqae my iwem naimen~xu¸ topologiqesku¸ strukturu τ na

C(Y, Z), dlØ kotoroæ kaßdoe otobraßenie G : X −→ C(Y, Z)_τ

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 65 iz nekotoroæ sistemy otobraßeniæ ne ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. TakaØ topologiqeskaØ struktura ne obØzatel~no suwestvuet.

Naibol~xaØ A-rasweplØ¸waØ topologiqeskaØ struktura na

C(Y, Z) obladaet vaßnym svoæstvom, kotoroe my nazovem poqti mul~tiplikativnost~¸ po vtoromu argumentu. �to svoæstvo sostoit v sledu¸wem:

Pust~ Z = ∏ Z_ξ|ξ ∈ Ξ, τ (A) – naibol~xaØ A-rasweplØ¸waØ

topologiqeskaØ struktura na C(Y, Z), τ_ξ(A) – naibol~xaØ ArasweplØ¸waØ topologiqeskaØ struktura na C(Y, Z_ξ) dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, τ = ∏ τ_ξ(A)|ξ ∈ Ξ – topologiqeskaØ struktura na mno-

ßestve C(Y, Z) = ∏ C(Y, Z_ξ)|ξ ∈ Ξ. Togda τ ⊂ τ (A). Teorema. TopologiqeskaØ struktura τ (A) na C(Y, Z) poqti mul~-

tiplikativna po vtoromu argumentu.

Dokazatel~stvo. Pust~ Z =^∏ Zξ|ξ ∈ Ξ, Fξ : X × Y −→ Zξ ,

G_ξ : X −→ C(Y, Z_ξ) – sootvetstvu¸wie drug drugu nepreryvnye

otobraßeniØ dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, to est~ F_ξ(x, y) = G_ξ(x)(y) dlØ vseh x ∈ X, y ∈ Y, X ∈ A. Togda otobraßeniØ F = (F_ξ|ξ ∈ Ξ) i G = (G_ξ|ξ ∈ Ξ) takße sootvetstvu¸t drug drugu, tak kak

F (x, y) = (F_ξ(x, y)|ξ ∈ Ξ) = (G_ξ(x)(y)|ξ ∈ Ξ) = G(x)(y). Pust~ τ = ∏ τ_ξ(A)|ξ ∈ Ξ – topologiqeskaØ struktura na mnoßestve C(Y, Z) = ∏ C(Y, Z_ξ)|ξ ∈ Ξ. Togda, esli F : X × Y −→ Z – ne-

preryvno, to vse F_ξ : X × Y −→ Z_ξ nepreryvny i potomu vse

G_ξ : X −→ C(Y, Z_ξ) nepreryvny, to est~ G : X −→ C(Y, Z)_τ nepre-

ryvno. No ffto i oznaqaet, qto τ ⊂ τ (A). Teorema dokazana.

Zameqanie. Netrudno privesti primer, pokazyva¸wiæ, qto vkl¸qenie τ ⊂ τ (A) moßet byt~ strogim vkl¸qeniem. Primer. Pust~ X, X × Y i Y – svØznye topologiqeskie prostranstva, a Z_n – diskretnye dvoetoqiØ, n ∈ N. Togda Z = ∏ Z_n|n ∈ N – vpolne nesvØznoe prostranstvo, pofftomu kaßdoe ne-

preryvnoe otobraßenie F : X × Y −→ Z ØvlØetsØ postoØnnym otobraßeniem, sledovatel~no sootvetstvu¸wee emu otobraßenie G : X −→ C(Y, Z) takße ØvlØetsØ postoØnnym otobraßeniem i potomu τ (X) – diskretnaØ topologiqeskaØ struktura. S drugoæ storony, ∏ C(Y, Z_n) ne ØvlØetsØ diskretnym topologiqeskim

prostranstvom, i pofftomu ego topologiqeskaØ struktura strogo soderßitsØ v τ (X).

66 A. A. IVANOV

4. Teorema ffkvivalentnosti.

Opredelenie. Sistemy A1 i A2 nazyva¸t ffkvivalentnymi (A_1 s A_2), esli l¸baØ topologiqeskaØ struktura τ na C(Y, Z) ØvlØetsØ A_1-rasweplØ¸weæ (A_1-sovmestno nepreryvnoæ) togda i tol~ko togda, kogda τ ØvlØetsØ A_2- rasweplØ¸weæ (A_2-sovmestno nepreryvnoæ) topologiqeskoæ strukturoæ, sootvetstvenno. Teorema. DlØ kaßdoæ sistemy A topologiqeskih prostranstv

X suwestvuet topologiqeskoe prostranstvo X(A), ne obØzatel~- no prinadleßawee A, takoe, qto A s {X(A)}.

Dokazatel~stvo. Pust~ T^{sp} – mnoßestvo vseh topologiqeskih struktur na C(Y, Z), ne ØvlØ¸wihsØ A-rasweplØ¸wimi strukturami, T^{jc} – mnoßestvo vseh topologiqeskih struktur na C(Y, Z), ne Øvl¸wihsØ A-sovmestno nepreryvnymi strukturami, A^{sp}_τ – fflement iz A opredelennyæ dlØ kaßdogo τ ∈ T^{sp} takoæ, qto τ ne ØvlØetsØ A^{sp}_τ -rasweplØ¸weæ strukturoæ, A^{jc}_τ – fflement iz A opredelennyæ dlØ kaßdogo τ ∈ T^{jc} takoæ, qto τ ne ØvlØetsØ A^{jc}_τ - sovmestno nepreryvnoæ strukturoæ. Pust~ dalee A_0 = {A^{sp}_τ |τ ∈ T^{sp}} ∪ {A^{jc}_τ |τ ∈ T^{jc}} My moßem, koneqno, sqitat~, qto vse topologiqeskie prostranstva figuriru¸wie v A_0 ne ime¸t obwih toqek.

Pust~ A(A) – svobodnoe ob¨edinenie vseh A ∈ A_0, to est~ para X, X × Y , gde X – svobodnoe ob¨edinenie vseh X_A i X × Y – svobodnoe ob¨edinenie vseh (X × Y )_A, A ∈ A_0, F : X × Y −→ Z, F_A – ograniqenie F na (X × Y )_A. Netrudno zametit~, qto otobraßenie G_A : X_A −→ C(Y, Z), sootvetstvu¸wee F_A, budet ograniqeniem otobraßeniØ G, sootvetstvu¸wego otobraßeni¸ F . Dokaßem teper~, qto A s {A(A)}.

Pust~ τ ØvlØetsØ A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na C(Y, Z) i F : X × Y −→ Z – nepreryvnoe otobraßenie. Togda F_A takße nepreryvnoe otobraßenie, i tak kak τ ØvlØetsØ

A-rasweplØ¸wim otobraßeniem, otobraßenie G_A budet nepreryvnym otobraßeniem dlØ kaßdogo A ∈ A_0, sledovatel~no G budet nepreryvnym otobraßeniem. No ffto oznaqaet, qto τ ØvlØetsØ

A(A_0)-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ.

Pust~ teper~ τ ne ØvletsØ A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na C(Y, Z), to est~ τ ∈ T^{sp}. �to oznaqaet, qto τ ne ØvlØetsØ A^{sp}_τ -rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ, to est~

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 67 suwestvuet nepreryvnoe otobraßenie F_A^{sp}_τ dlØ kotorogo G_A^{sp}_τ ne ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. My moßem prodolßit~

F_A^{sp}_τ na X ×Y proizvol~no, poluqiv otobraßenie F : X ×Y −→ Z.

Netrudno zametit~ teper~, qto sootvetstvu¸wee otobraßenie

G : X −→ C(Y, Z) ne budet nepreryvnym. �to oznaqaet, qto τ ne

ØvlØetsØ A(A)-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ.

Analogiqnym rassußdeniem moßno dokazat~, qto kaßdaØ topologiqeskaØ struktura τ na C(Y, Z) ØvlØetsØ A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ togda i tol~ko togda, kogda τ ØvlØetsØ A(A)-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ.

Tol~ko qto dokazannaØ teorema imeet bol~xoe znaqenie. Ona pozvolØet svesti problemu issledovaniØ vseh A-rasweplØ¸wih i A-sovmestno nepreryvnyh topologiqeskih struktur k probleme issledovaniØ X-rasweplØ¸wih i X-sovmestno nepreryvnyh topologiqeskih struktur. Takim obrazom v klassiqeskoæ teorii dostatoqno rassmatrivat~ X-rasweplØ¸wie i X-sovmestno nepreryvnye topologiqeskie struktury na C(Y, Z) dlØ proizvol~- no fiksirovannyh X, Y, Z.

§2. Topologiqeskie struktury na proizvedeniØh

V klassiqeskoæ teorii rasweplØ¸wie i sovmestno nepreryvnye topologiqeskih struktury opredelØlis~ tol~ko dlØ C(Y, Z), priqem na X × Y dlØ vseh X ∈ A fiksirovalas~ topologiqeskaØ struktura prØmogo proizvedeniØ. My priveli klassiqesku¸ teoremu ffkvivalentnosti, pozvolØ¸wu¸ ograniqit~sØ odnofflementnymi klassami A, to est~ stroit~ fftu teori¸ tol~ko dlØ troek X, Y, Z. My dokaßem v fftom paragrafe, qto analogiqnaØ teoriØ moßet byt~ postroena i dlØ X × Y s toæ razniceæ, qto na C(Y, Z) rassmatrivaetsØ ne nekotoraØ standartnaØ, a razliqnye topologiqeskie struktury.

1. Osnovnye ponØtiØ. Pri izuqenii rasweplØ¸wih i sovmestno nepreryvnyh topologiqeskih struktur na proizvedeniØh X × Y my dolßny budem rassmatrivat~ razliqnye dopustimye topologiqeskie struktury na C(Y, Z). Takim obrazom, nedostatoqno fiksirovat~ troæku X, Y, Z, nado ewe fiksirovat~ topologiqesku¸ strukturu na C(Y, Z). V obwem sluqae, sleduet rassmatrivat~ sistemy A par C(Y, Z), Z topologiqeskih prostranstv.

68 A. A. IVANOV Zdes~ dlØ kaßdogo A ∈ A opredeleno topologiqeskoe prostranstvo C(Y, Z)_A i topologiqeskoe prostranstvo Z_A.

Opredelenie. TopologiqeskaØ struktura τ na X × Y nazyvaetsØ A-rasweplØ¸weæ, esli dlØ kaßdogo A ∈ A nepreryvnost~ otobraßeniØ F : (X × Y )_τ −→ Z_A vleqet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ G : X −→ C(Y, Z)_A.

Opredelenie. TopologiqeskaØ struktura τ na X × Y nazyvaetsØ A-sovmestno nepreryvnoæ, esli dlØ kaßdogo A ∈ A nepreryvnost~ otobraßeniØ G : X −→ C(Y, Z)_A vleqet nepreryvnost~ sootvetstvu¸wego otobraßeniØ F : (X × Y )_τ −→ Z_A.

2. Dve special~nye topologii proizvedeniæ. Xiroko ispol~zu¸tsØ dve special~nye topologii proizvedeniæ, a imenno topologiØ shodimosti napravlennyh sistem, stacionarnyh po odnoæ iz koordinat, i topologiØ obyqnogo proizvedeniØ. PervaØ iz nih obyqno opredelØetsØ bazovymi shodimostØmi, a vtoraØ – zadaniem sootvetstvu¸weæ bazy otkrytyh mnoßestv.

Opredelenie. Pust~ X i Y – topologiqeskie prostranstva. Budem govorit~, qto napravlennaØ sistema ((x_ξ , y_ξ)|ξ ∈ Ξ) stabiliziruetsØ po odnoæ iz koordinat, naprimer, po koordinate x, esli x_ξ = x_{ξ0} , naqinaØ s nekotorogo ξ_0 ∈ Ξ. Shodimost~

((x_ξ, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ (x, y) budem nazyvat~ shodimost~¸ stacionar-

noæ po odnoæ iz koordinat, esli ((x_ξ, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) stabiliziruetsØ po odnoæ iz koordinat. Topologiqesku¸ strukturu na X × Y , opredelØemu¸ takoæ shodimost~¸, budem nazyvat~ pokoordinatnym proizvedeniem.

3. Osnovnye svoæstva. Rassmotrim teper~ nekotorye svoæstva

A-rasweplØ¸wih topologiqeskih struktur i A-sovmestno nepreryvnyh topologiqeskih struktur na mnoßestve X × Y . Dokazatel~stva fftih svoæstv analogiqny dokazatel~stvam sootvetstvu¸wih svoæstv struktur na mnoßestve C(Y, Z).

Pust~ τ_1, τ_2 – topologiqeskie struktury na mnoßestve X × Y i τ_1 ⊂ τ_2. Esli τ_2 ØvlØetsØ A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X ×Y , to τ_1 takße budet A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y , esli ße τ_1 ØvlØetsØ A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y , to τ_2 budet

A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y .

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 69 Pust~ A_1, A_2 – semeæstva par topologiqeskih prostranstv

C(Y, Z), Z pri fiksirovannom topologiqeskom prostranstve Y

i A_1 ⊂ A_2. Esli τ ØvlØetsØ A_2-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y ili A_2-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y , to τ budet A_1-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y ili A_1-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y , sootvetstvenno. Rassmotrim teper~ sledu¸wee vaßnoe svoæstvo.

DlØ kaßdoæ sistemy A par C(Y, Z), Z topologiqeskih prostranstv suwestvuet naimen~xaØ A-sovmestno nepreryvnaØ topologiqeskaØ struktura na X × Y , oboznaqaemaØ qerez τ (A).

Naibol~xaØ A-rasweplØ¸waØ topologiqeskaØ struktura na

X × Y ne obØzatel~no suwestvuet.

Imeet mesto zdes~ i dvoæstvennyæ analog ponØtiØ poqti mul~tiplikativnosti i svØzannoæ s fftim ponØtiem analog teoremy predyduwego paragrafa, no oni okazyva¸tsØ soverxenno trivial~nymi. Delo v tom, qto l¸baØ dopustimaØ topologogiqeskaØ struktura na X × Y soderßitsØ v dopustimoæ svobodno additivnoæ po pervomu argumentu topologiqeskoæ strukture na

X × Y . �ta svobodno additivnaØ topologiqeskaØ struktura po-

luqaetsØ prisoedineniem k ishodnoæ topologiqeskoæ strukture mnoßestv U × Y , vzØtyh po vsem otkryto zamknutym v X mnoßestvam U .

4. Teorema ffkvivalentnosti. My nazovem sistemy A1 i A2 ffkvivalentnymi (A_1 s A_2) esli l¸baØ topologiqeskaØ struktura τ na X × Y ØvlØetsØ A_1-rasweplØ¸weæ ili A_1-sovmestno nepreryvnoæ togda i tol~ko togda, kogda τ ØvlØetsØ A_2-rasweplØ¸weæ ili A_2-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ, sootvetstvenno.

Teorema. DlØ kaßdoæ sistemy A par C(Y, Z), Z topologiqeskih

prostranstv suwestvuet para A(A), ne obØzatel~no prinadleßawaØ A, takaØ, qto A s {A(A)}.

Dokazatel~stvo. Pust~ T^{sp} – mnoßestvo vseh topologiqeskih struktur na mnoßestve X ×Y , ne ØvlØ¸wihsØ A-rasweplØ¸wimi topologiqeskimi strukturami i T^{jc} – mnoßestvo vseh topologiqeskih struktur na X × Y , ne ØvlØ¸wihsØ A-sovmestno nepreryvnymi topologiqeskimi strukturami, A^{sp}_τ – fflement iz A opredelennyæ dlØ kaßdogo τ ∈ T^{sp} takoæ, qto τ ne ØvlØetsØ A^{sp}_τ -

70 A. A. IVANOV rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ, A^{jc}_τ – fflement iz A opredelennyæ dlØ kaßdogo τ ∈ T^{jc} takoæ, qto τ ne ØvlØetsØ A^{jc}_τ - sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ, A_0 = {A^{sp}_τ |τ ∈ T^{sp}} ∪ {A^{jc}_τ |τ ∈ T^{jc}} Pust~ A(A) – prØmoe proizvedenie vseh fflementov iz A_0, to est~ para C(Y, Z), Z, gde C(Y, Z) – proizvedenie vseh C(Y, Z)_A i Z – proizvedenie vseh Z_A, A ∈ A_0, F : X × Y −→ Z, F_A – proekciØ F na Z_A. Netrudno zametit~, qto otobraßenie G_A :

X −→ C(Y, Z)_A ØvlØetsØ proekcieæ na C(Y, Z)_A otobraßeniØ G,

sootvetstvu¸wego otobraßeni¸ F . Dokaßem, qto A s {A(A)}.

Pust~ τ ØvlØetsØ A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y i F : (X × Y )_τ −→ Z – nepreryvnoe otobraßenie. Togda F_A budet nepreryvnym otobraßenim. Tak kak τ ØvlØetsØ A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ, to G_A – nepreryvnoe otobraßenie dlØ kaßdogo A ∈ A_0, sledovatel~no,

G = (G_A|A ∈ A_0) budet takße nepreryvnym otobraßeniem. No

ffto oznaqaet, qto τ ØvlØetsØ A(A_0)-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y .

Pust~, teper~, τ ne ØvlØetsØ A-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y , to est~ τ ∈ T^{sp}. Togda τ ne ØvlØetsØ Z^{sp}_τ - rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ, to est~ suwestvuet nepreryvnoe otobraßenie F_Zsp_τ , dlØ kotorogo G_Zsp_τ ne nepreryvno. My moßem provesti F_Zsp_τ qerez Z i poluqit~ otobraßenie

F : X × Y −→ Z. Netrudno zametit~, qto sootvetstvu¸wee oto-

braßenie G : X −→ C(Y, Z) ne budet nepreryvnym otobraßeniem. No ffto oznaqaet, qto τ ne ØvlØetsØ A(A)-rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y .

Takim ße obrazom my moßem dokazat~, qto kaßdaØ topologiqeskaØ struktura τ na X × Y ØvlØetsØ A-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ togda i tol~ko togda, kogda ona ØvlØetsØ A(A)-sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukturoæ.

Tol~ko qto dokazannaØ teorema imeet bol~xoe znaqenie. Ona svodit problemu izuqeniØ vseh A-rasweplØ¸wih i vseh Asovmestno nepreryvnyh topologiqeskih struktur na X × Y k qastnoæ probleme izuqeniØ A-rasweplØ¸wih i A-sovmestno nepreryvnyh topologiqeskih struktur, to est~ k special~noæ probleme issledovaniØ troek X, Y, Z.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 71

§3. Topologiqeskie struktury na proizvedeniØh i na prostranstvah otobraßeniæ

1. Dvoæstvennye topologiqeskie struktury. Do sih por my rassmatrivali otdel~no topologiqeskie struktury na prostranstvah otobraßeniæ i topologiqeskie struktury na proizvedeniØh. Teper~ my budem rassmatrivat~ ffti struktury sovmestno, v ramkah edinoæ teorii. V predyduwih paragrafah my rassmatrivali maksimal~no obwu¸ situaci¸, v qastnosti sistemy X i Z, sostoØwie iz par X, X × Y i, sootvetstvenno, par C(Y, Z), Z. Vmeste s tem bylo dokazano tam, qto obwiæ sluqaæ svoditsØ k predel~no qastnomu sluqa¸, v kotorom sistemy X i Z odnofflementny, to est~ k rassmotreni¸ troek X, Y, Z. V sootvetstvii s fftim my budem rassmatrivat~ v dal~neæxem troæki X, Y, Z topologiqeskih prostranstv, topologiqeskie struktury na proizvedeniØh X × Y , topologiqeskie struktury na C(Y, Z) i vzaimnu¸ svØz~ meßdu nimi v ramkah edinoæ teorii. DlØ proizvol~no fiksirovannoæ troæki

X, Y, Z topologiqeskih prostranstv my budem rassmatrivat~

Z-sovmestno nepreryvnye topologiqeskie struktury na proizvedenii X × Y i X-rasweplØ¸wie topologiqeskie struktury na

C(Y, Z). Esli τ ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ na C(Y, Z),

to τ^∗ budet oboznaqat~ naimen~xu¸ Z-sovmestno nepreryvnu¸ strukturu na X × Y . S drugoæ storony, esli τ ØvlØetsØ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y , to τ_∗ budet oboznaqat~ naibol~xu¸ X-rasweplØ¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu na C(Y, Z). Topologiqeskie struktury τ i τ_∗ i, analogiqno, topologiqeskie struktury τ i τ^∗ budem nazyvat~ soprØßennymi. Zametim, qto otnoxenie soprØßennosti v obwem sluqae ne simmetriqno, dvoæstvennost~ est~ vzaimnaØ soprØßennost~.

Otnoxenie soprØßennosti obladaet sledu¸wim vaßnym svoæstvom:

Esli τ , τ^′ – topologiqeskie struktury na X × Y i τ ⊂ τ^′, to

τ^′_∗ ⊂ τ_∗, analogiqno esli τ , τ^′ – topologiqeskie struktury na C(Y, Z) i τ ⊂ τ^′, to τ^{′∗} ⊂ τ^∗.

�to sleduet iz togo, qto pri rasxirenii topologiqeskoæ struktury na X × Y mnoßestvo nepreryvnyh otobraßeniæ F :

X × Y −→ Z i sootvetstvu¸wih im otobraßeniæ G : X −→ C(Y, Z) rasxirØ¸tsØ i potomu sußaetsØ maksimal~naØ topolo-

giqeskaØ struktura na C(Y, Z), pri kotoroæ vse ffti otobraße-

72 A. A. IVANOV niØ G nepreryvny. S drugoæ storony, pri rasxirenii topologiqeskoæ struktury na C(Y, Z) mnoßestvo nepreryvnyh otobraßeniæ G : X −→ C(Y, Z) i sootvetstvu¸wih im otobraßeniæ

F : X × Y −→ Z sußa¸tsØ i potomu sußaetsØ minimal~naØ topo-

logiqeskaØ struktura na X×Y , pri kotoroæ vse ffti otobraßeniØ F nepreryvny.

2. Teorema suwestvovaniØ. My moßem naqat~ s nekotoroæ topologiqeskoæ struktury τ na C(Y, Z), zatem pereæti k naimen~- xeæ (C(Y, Z))_τ -sovmestno nepreryvnoæ topologiqeskoæ strukture τ^∗ na X × Y i posle fftogo k naibol~xeæ (X × Y )_τ ∗ - rasweplØ¸weæ topologiqeskoæ strukture (τ^∗)_∗ na C(Y, Z). Netrudno zametit~, qto imeet mesto sledu¸wee sootnoxenie:

(τ^∗)_∗ ⊂ τ.

Deæstvitel~no, τ^∗ ØvlØetsØ naimen~xeæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y , dlØ kotoroæ nekotoraØ sistema otobraßeniæ

F : (X × Y )_τ ∗ −→ Z sostoit iz nepreryvnyh otobraßeniæ. �to

kak raz te otobraßeniØ, kotorye sootvetstvu¸t nepreryvnym otobraßeniØm G : X −→ C(Y, Z)_τ . No vpolne vozmoßno, qto ffta sistema ne isqerpyvaet mnoßestvo vseh nepreryvnyh otobraßeniæ F : (X × Y )_τ ∗ −→ Z, sledovatel~no mnoßestvo nepreryvnyh otobraßeniæ G : X −→ C(Y, Z)_{(τ} ∗_{)∗} soderßit mnoßestvo vseh nepreryvnyh otobraßeniæ G : X −→ C(Y, Z)_τ . Itak (τ^∗)_∗ ⊂ τ . Toqno tak ße dokazyvaetsØ sootnoxenie τ ⊂ (τ_∗)^∗. V qastnosti moßet okazat~sØ, qto (τ^∗)_∗ = τ . Oboznaqim v fftom sluqae τ^∗ qerez τ i τ qerez τ . Togda ishodnoe ravenstvo perehodit v ravenstvo

τ_∗ = τ

S drugoæ storony, v fftih oboznaqeniØh my imeem sootnoxeniØ

τ = τ^∗ = τ^∗, τ^∗ = τ .

Rassmotrim teper~ sluqaæ τ = (τ_∗)^∗. Oboznaqim v fftom sluqae τ_∗ qerez τ i τ qerez τ . Togda ishodnoe neravenstvo primet sledu¸wiæ vid

τ^∗ = τ .

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 73 S drugoæ storony, v fftih oboznaqeniØh my imeem sootnoxeniØ

τ = τ_∗ = τ_∗, to est~ τ_∗ = τ .

Takim obrazom v oboih sluqaØh my prihodim k identiqnym sootnoxeniØm

τ^∗ = τ , τ_∗ = τ .

Topologiqesku¸ strukturu τ na X × Y i topologiqesku¸ strukturu τ na C(Y, Z), dlØ kotoryh ffti sootnoxeniØ ime¸t mesto my budem nazyvat~ dvoæstvennymi drug drugu. OkazyvaetsØ vernym sledu¸wee utverßdenie.

Teorema. DlØ l¸boæ troæki X, Y, Z topologiqeskih prostranstv

suwestvu¸t dvoæstvennye drug drugu topologiqeskie struktury τ na X × Y i τ na C(Y, Z). Dokazatel~stvo. Pust~ τ – proizvol~naØ topologiqeskaØ struktura na C(Y, Z), togda (τ^∗)_∗ ⊂ τ . Esli pri fftom (τ^∗)_∗ = τ to my uße naxli dvoæstvennye topologiqeskie struktury τ^∗ i τ , esli ße vkl¸qenie strogoe, to my moßem rassmotret~ vkl¸qenie

(((τ^∗)_∗)^∗)_∗ ⊂ (τ^∗)_∗ ⊂ τ ili v drugih oboznaqeniØh (τ^∗_1 )_∗ ⊂ τ_1 ⊂ τ .

Esli poslednee vkl¸qenie ne strogoe, to est~ (τ^∗_1 )_∗ = τ_1, to my naxli dvoæstvennye drug drugu topologiqeskie struktury (τ^∗_1 )_∗ i τ_1, esli ße vkl¸qenie strogoe, to my prodolßim fftot process, posledovatel~no stroØ topologiqeskie struktury

τ, τ_1, . . . , τ_n, . . . . Esli takaØ posledovatel~nost~ okazyvaetsØ

koneqnoæ, to est~ (τ^∗_n)_∗ = τ_n, to my opØt~ naxli dvoæstvennye topologiqeskie struktury (τ^∗_n)_∗ i τ_n. Esli ße takaØ posledovatel~nost~ beskoneqna, to my moßem obrazovat~ topologiqesku¸ strukturu τ_ω = inf{τ_n|n ∈ N} i tak dalee po transfinitnoæ indukcii. Takoæ process transfinitnogo postroeniØ strogo ubyva¸wih topologiqeskih struktur na fiksirovannom mnoßestve ne moßet imet~ slixkom bol~xu¸ mownost~ i dolßen zakonqit~- sØ nekotoroæ topologiqeskoæ strukturoæ τ.V koneqnom sqete, my poluqim dvoæstvennye topologiqeskie struktury τ = (τ )^∗ i τ . Teorema dokazana.

Zameqanie. Dokazatel~stvo fftoæ teoremy moßet byt~ sdelano trivial~nym, esli my naqnem s trivial~noæ topologiqeskoæ struktury τ na C(Y, Z). Togda kaßdoe otobraßenie G : X −→

74 A. A. IVANOV

C(Y, Z)_τ nepreryvno, i sledovatel~no, τ^∗ – naimen~xaØ topo-

logiqeskaØ struktura na X × Y , dlØ kotoroæ vse otobraßeniØ

F : (X×Y )_τ ∗ −→ Z nepreryvny. Netrudno dokazat~, qto τ = (τ^∗)_∗,

to est~ τ i τ^∗ − −dvoæstvennye topologiqeskie struktury. Privedennoe dokazatel~stvo pozvolØet naqinat~ s l¸boæ topologiqeskoæ struktury na C(Y, Z).

OtnoxeniØ soprØßennosti i tem bolee otnoxenie dvoæstvennosti meßdu topologiqeskimi strukturami na X × Y i topologiqeskimi strukturami na C(Y, Z) pozvolØ¸t perehodit~ ot problem kasa¸wihsØ topologiqeskih struktur na X × Y k sootvetstvu¸wim problemam, otnosØwimsØ k topologiqeskim strukturam na C(Y, Z) i obratno. Oba perehoda (ot topologiqeskih struktur na X × Y k topologiqeskim strukturam na C(Y, Z) i obratno) monotonno ubyva¸wie, to est~ esli τ_1 ⊂ τ_2, to

(τ_2)^∗ ⊂ (τ_1)^∗ ili (τ_2)_∗ ⊂ (τ_1)_∗.

Rassmotrim tri primera dvoæstvennosti topologiqeskih struktur na X × Y i topologiqeskih struktur na C(Y, Z), gde X, Y, Z - proizvol~nye topologiqeskie prostranstva.

Primer 1. Opredelim na X × Y strukturu proizvedeniØ diskretnoæ topologiqeskoæ struktury na X i ishodnoæ topologiqeskoæ struktury na Y , na C(Y, Z) opredelim kodiskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu. Togda ffti struktury dvoæstvenny drug drugu. Deæstvitel~no, esli F – nepreryvnoe otobraßenie, to i sootvetstvu¸wee emu otobraßenie G – nepreryvnoe otobraßenie, v silu kodiskretnosti topologiqeskoæ struktury na

C(Y, Z). S drugoæ storony, esli G – nepreryvnoe otobraßenie,

to dlØ kaßdogo x ∈ X otobraßenie G(x) : Y −→ Z – nepreryvnoe otobraßenie i potomu, po opredeleni¸ topologiqeskoæ struktury na X ×Y , sootvetstvu¸wee otobraßenie F takße nepreryvno. Primer 2. Vvedem na X × Y , topologiqesku¸ strukturu, opredelennu¸ shodimostØmi na gorizontal~nyh i vertikal~nyh mnoßestvah obyqnogo proizvedeniØ topologiqeskih prostranstv X i Y (v fftoæ topologiqeskoæ strukture otkryty vse mnoßestva, pereseqeniØ kotoryh so vsemi gorizontal~nymi i vertikal~nymi mnoßestvami obyqnogo proizvedeniØ otkryty). Na

C(X, Y ) vvedem strukturu potoqeqnoæ shodimosti otobraßeniæ

(napravlennost~ (f_λ) shoditsØ k f, esli (f_λ(y)) −→ f(y) dlØ kaßdogo y ∈ Y ). Togda ffti struktury (my oboznaqim ih qerez τ i τ ) dvoæstvenny drug drugu. Deæstvitel~no, otobraße-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 75 nie F : (X × Y )_τ −→ Z nepreryvno togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸byh shodimosteæ v X i Y (x_λ|λ ∈ Λ) −→ x i (y_ξ|ξ ∈

Ξ) −→ y i, sledovatel~no, shodimosteæ ((x_λ, y)|λ ∈ Λ) −→ (x, y), ((x, yξ)|λ ∈ Λ, ξ ∈ Ξ) −→ (x, y) v (X × Y )_τ , ime¸t mesto shodimosti (F (x_λ, y)|λ ∈ Λ −→ F (x, y) i (F (x, y_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ F (x, y). No ffti usloviØ ffkvivalentny usloviØm (G(x_λ)(y)|λ ∈ Λ) −→ G(x)(y) i

(G(x)(y_μ)|μ ∈ M ) −→ G(x)(y) v Z, qto daet nam nepreryvnost~ G

i F v rassmatrivaemoæ situacii.

Primer 3. Vvedem na X × Y strukturu obyqnogo proizvedeniØ topologiqeskih prostranstv X i Y , na C(Y, Z) vvedem strukturu ravnomernoæ shodimosti, opredelØemu¸ shodimostØmi (f_λ|λ ∈ Λ) −→ f ⇐⇒ f_λ(y_ξ ) −→ f(y), dlØ l¸boæ shodimosti (y_ξ ) −→ y.

�ti struktury dvoæstvenny drug drugu. Deæstvitel~no, otobraßenie F : (X × Y )_τ −→ Z nepreryvno togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸byh shodimosteæ v X i Y (x_λ|λ ∈ Λ) −→ x i (y_ξ |ξ ∈ Ξ) −→ y i, sledovatel~no, shodimosti ((x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ, ξ ∈ Ξ) −→ (x, y),

((x_λ, yξ)|λ ∈ Λ, ξ ∈ Ξ) −→ (x, y) v (X × Y )_τ , ime¸t mesto shodi-

mosti (F (x_λ, y_ξ)|λ ∈ Λ, ξ ∈ Xi) −→ F (x, y). No ffto uslovie ffkvivalentno uslovi¸ (G(x_λ)(y_ξ))|λ ∈ Λ, ξ ∈ Ξ) −→ G(x)(y) v C(Y, Z)_τ , qto oznaqaet nepreryvnost~ G i F v rassmatrivaemoæ situacii. Zameqanie. TopologiqeskaØ struktura ravnomernoæ shodimosti

i kompaktno otkrytaØ topologiØ na C(Y, Z) tesno svØzany drug s drugom, kak pokazyva¸t sledu¸wie utverßdeniØ.

Teorema. DlØ proizvol~nyh topologiqeskih prostranstv Y i Z

topologiqeskaØ struktura ravnomernoæ shodimosti na C(Y, Z) ton~xe kompaktno otkrytoæ struktury.

Dokazatel~stvo. Dopustim, qto nekotoraØ napravlennost~

f_λ|λ ∈ Λ nepreryvnyh otobraßeniæ Y v Z ne shoditsØ k oto-

braßeni¸ f : Y −→ Z, to est~ naædetsØ takoe kompaktnoe v Y mnoßestvo K i otkrytoe v Z mnoßestvo V , qto f_λ(K) ⊄ V dlØ skol~ ugodno bol~xih λ. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto ffto imeet mesto dlØ vseh λ, to est~ dlØ kaßdogo λ ∈ Λ naædetsØ takoe y_λ ∈ K, qto f(y_λ) ne soderßitsØ v V . Tak kak mnoßestvo K kompaktno, to soderßaweesØ v nem mnoßestvo K_0 = cl{y_λ|λ ∈ Λ} takße kompaktno, priqem f(K_0) ∩ V = ∅. Pust~ y – proizvol~naØ toqka mnoßestva K_0 i W – proizvol~naØ okrestnost~ toqki y v prostranstve Y . Nas interesuet uporØdoqennoe mnoßestvo Λ(W ) = (λ|λ ∈ Λ, y_λ ∈ W ), porØdok na kotorom

76 A. A. IVANOV inducirovan napravlennoæ sistemoæ Λ. �to uporØdoqennoe mnoßestvo moßet okazat~sØ konfinal~noæ qast~¸ sistemy Λ (budem govorit~, qto ffto pervyæ sluqaæ), a moßet i ne byt~ takovym (vtoroæ sluqaæ). Dokaßem, qto naædetsØ v K_0 takaØ toqka y, qto dlØ l¸boæ ee okrestnosti imeet mesto pervyæ sluqaæ. Deæstvitel~no, dopustim, qto ffto ne tak, to est~ dlØ kaßdoæ toqki

y ∈ K_0 naædetsØ ee okrestnost~ W_y, dlØ kotoroæ imeet mesto

vtoroæ sluqaæ. Moßno sqitat~ pri fftom, qto vse W_y ØvlØ¸tsØ otkrytymi v Y mnoßestvami. Togda sistema (W_y|y ∈ K_0) budet otkrytym pokrytiem mnoßestva K_0 i, v silu kompaktnosti K_0, ona soderßit ego koneqnoe pokrytie W_1, W_2, . . . , W_n. No togda

Λ = ∪Λ(W_i)|i = 1, 2, . . . , n, qto nevozmoßno, tak kak koneqnoe ob¨-

edinenie mnoßestv, ne ØvlØ¸wihsØ konfinal~nymi qastØmi napravlennogo mnoßestva, ne ØvlØetsØ ego konfinal~noæ qast~¸. Itak, my moßem sqitat~, qto dlØ kaßdoæ okrestnosti nekotoroæ toqki y_0 ∈ K_0 imeet mesto pervyæ sluqaæ. Obrazuem novoe uporØdoqennoe mnoßestvo Ξ, sostoØwee iz par ξ = (W, λ), gde W – proizvol~naØ okrestnost~ toqki y_0, a λ ∈ Λ(W ). Poloßim (W^′, λ^′) ≤ (W, λ) ⇐⇒ W^′ ⊂ W, λ^′ ≤ λ. Togda Ξ budet, oqevidno, napravlennym uporØdoqennym mnoßestvom. Obrazuem, teper~, napravlennost~ (y_ξ |ξ = (W, λ), λ ∈ Λ(W ), y_ξ = y_λ). �ta napravlennost~ shoditsØ k y_0, tak kak l¸baØ okrestnost~ W_0 toqki

y_0 soderßit vse toqki y_ξ fftoæ napravlennosti dlØ ξ ≤ ξ_0, gde ξ_0 = (W_0, λ_0) dlØ proizvol~no fiksirovannogo λ_0 ∈ Λ(W_0). Deæ-

stvitel~no, esli (W, λ) ≤ (W_0, λ_0), to W ⊂ W_0 i λ(W ) ⊂ λ(W_0), pofftomu iz togo, qto y_ξ ∈ W , a W ⊂ W_0 sleduet y_ξ ∈ W_0.

My dokazali, takim obrazom, qto napravlennost~ (y_ξ |ξ ∈ Ξ) shoditsØ k y_0 i my moßem rassmotret~ napravlennost~ f_λ(y_ξ )|λ ∈

Λ, ξ ∈ Ξ). Tak kak dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ, ξ = (W, λ), y_λ ∈ W , to y_ξ ∈ K_0

dlØ kaßdogo λ ∈ Λ(W ) i v fftom sluqae f(λ(y_ξ )) /∈ V . No ffto oznaqaet, qto f_λ −̸→ f. My dokazali, takim obrazom, qto v kompaktno otkrytoæ topologii imeetsØ ne men~xe shodØwihsØ napravlennosteæ, qem v topologii ravnomernoæ shodimosti, sledovatel~- no topologiqeskaØ struktura ravnomernoæ shodimosti soderßit (ton~xe) kompaktno otkrytu¸ topologiqesku¸ strukturu.

Moßno dokazat~ pri opredelennyh usloviØh i obratnoe vkl¸- qenie.

Teorema. DlØ l¸bogo hausdorfova lokal~no kompaktnogo topolo-

giqeskogo prostranstva Y i proizvol~nogo topologiqeskogo pro-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 77 stranstva Z kompaktno otrytaØ struktura na C(Y, Z) ton~xe, qem struktura ravnomernoæ shodimosti.

Dokazatel~stvo. Pust~ (fλ|λ ∈ Λ) −→ f v kompaktno otkrytoæ topologii na C(Y, Z), dokaßem, qto ffta napravlennost~ shoditsØ i v topologii ravnomernoæ shodimosti, to est~ dlØ l¸- boæ shodimosti (y_ξ |ξ ∈ Ξ) −→ y v Y imeet mesto shodimost~

(f_λ(y_ξ )|λ ∈ Λ, ξ ∈ Ξ) −→ f(y) v Z. Pust~ y ∈ Y i V – proizvol~naØ

okrestnost~ toqki f(y) v Z. V silu nepreryvnosti otobraßeniØ f naædetsØ takaØ okrestnost~ W toqki y, qto f(W ) ⊂ V . Tak kak Y ØvlØetsØ hausdorfovym lokal~no kompaktnym prostranstvom, v okrestnosti W toqki soderßitsØ ee kompaktnaØ okrestnost~, pofftomu, bez naruxeniØ obwnosti, moßno sqitat~, qto W ØvlØetsØ kompaktnoæ okrestnost~¸ toqki y. Tak kak (y_ξ |ξ ∈ Ξ) −→ y v Y , naædetsØ takoe ξ_0, qto y_ξ ∈ W dlØ vseh ξ ≥ ξ_0. S drugoæ storony, f ∈ U (W, V ), pofftomu naædetsØ takoe λ_0, qto f_λ ∈ U (W, V ) dlØ vseh λ ≥ λ_0, to est~ f_λ(W ) ⊂ V dlØ vseh λ ≥ λ_0. Ots¸da sleduet, qto f_λ(y_ξ ) ∈ V dlØ vseh λ ≥ λ_0 i odnovremenno ξ ≥ ξ_0. Tak kak V – proizvol~no fiksirovannaØ okrestnost~, to ffto oznaqaet shodimost~ f_λ(y_ξ ) −→ f(y).

Iz dvuh tol~ko qto dokazannyh teorem vytekaet sleduffwee utverßdenie.

Teorema. Esli Y – hausdorfovo lokal~no kompaktnoe a Z – proiz-

vol~noe topologiqeskoe prostranstvo, to kompaktno otkrytaØ topologiØ na C(Y, Z) sovpadaet s topologiqeskoæ strukturoæ ravnomernoæ shodimosti.

Dokazatel~stvo. Neposredstvenno sleduet iz predyduwih teorem.

My uße upominali o vozmoßnosti primeneniØ soprØßennosti topologiqeskih struktur na X × Y i na C(Y, Z) (na mnoßestve nepreryvnyh otobraßeniæ). Otmetim teper~ taku¸ ße vozmoßnost~ primeneniØ k prostranstvam P_{cl}Y zamknutyh podmnoßestv.

Rassmotrim proizvol~nu¸ troæku X, Y, Z, gde Z = D – dvuhtoqeqnoe mnoßestvo {0, 1} s topologiqeskoæ strukturoæ τ_r =

{∅, D, {0}}. Netrudno zametit~, qto toqkam mnoßestva C(Y, D) vzaimno odnoznaqno sootvetstvu¸t toqki mnoßestva P_{cl}Y vseh zamknutyh podmnoßestv mnoßestva Y . Kaßdomu nepreryvnomu otobraßeni¸ f : Y −→ D sootvetstvuet pri fftom zamknutoe v

78 A. A. IVANOV Y mnoßestvo f^{−1}(1). �to pozvolØet nam ispol~zovat~ sootnoxeniØ meßdu topologiqeskimi strukturami na X × Y i na C(Y, D) dlØ izuqeniØ sootnoxeniæ meßdu topologiqeskimi strukturami na X × Y i na P_{cl}Y . V koneqnom sqete, ffto pozvolØet izuqat~ razliqnye prostranstva zamknutyh mnoßestv.

3. Obwiæ podhod i qastnye sluqai. PonØtiØ soprØßennosti i dvoæstvennosti topologiqeskih struktur na proizvedeniØh i mnoßestvah otobraßeniæ byli osnovany na rassmotrenii otobraßeniæ F : X × Y −→ Z, G : X −→ C(Y, Z), sootvetstvu¸wih drug drugu v tom smysle, qto F (x.y) = G(x)(y). PereædØ ot fftih otobraßeniæ i otobraßeniæ prinadleßawih k

C(Y, Z) k ih grafikam my poluqim sootnoxeniØ meßdu mnoße-

stvami {(x, y, z)|((x, y), z) ∈ Γ_F } = {(x, y, z)|(x, (y, z)) ∈ Γ_G′ } gde G^′(x) = (y, G(x)(y)) ∈ Γ_{G(x)}. Perehod ot otobraßeniæ k ih grafikam pozvolØet zamenØt~ pary sootvetstvu¸wih drug drugu otobraßeniæ F, G podmnoßestvami proizvedeniØ X × Y × Z. Takoæ podhod imeet preimuwestvo naglØdnosti i obwnosti. My moßem naqat~ s proizvol~noæ sistemy podmnoßestv mnoßestva

X×Y ×Z, sootvetstvu¸wih param F, G otobraßeniæ, zatem naæti

minimal~nu¸ topologiqesku¸ strukturu na X × Y i maksimal~- nu¸ topologiqesku¸ strukturu na C(Y, Z), pri kotoroæ vse ffti otobraßeniØ F i G nepreryvny. Na fftom, kak my uvidim dal~xe, otyskanie dvoæstvennyh struktur ne konqaetsØ, tak kak poØvØtsØ novye otobraßeniØ F i G, nepreryvnye otnositel~no fftih topologiqeskih struktur i neobhodimy budut novye izmeneniØ topologiqeskih struktur na X×X i na C(Y, Z) i tak dalee. Naprimer vsegda dopustimy postoØnnye otobraßeniØ G : X −→ C(Y, Z). Im sootvetstvu¸t otobraßeniØ F : X × Y −→ Z, dlØ kotoryh

z = F (x, y) ne zavisit ot x, pofftomu F -proobrazy otkrytyh v Z

mnoßestv ØvlØ¸tsØ proizvedeniemi X na nekotorye (ne obØzatel~no vse!) otkrytye v Y mnoßestva.

Vozmoßen ewe bolee obwiæ podhod pri kotorom dopuska¸tsØ i qastiqnye mnogoznaqnye otobraßeniØ. Togda ishodnaØ sistema podmnoßestv mnoßestva X × Y × Z soverxenno proizvol~na,

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 79 no voznikaet problema opredeleniØ ponØtiØ nepreryvnosti mnogoznaqnogo otobraßeniØ. �tu problemu moßno oboæti, rassmatrivaØ proizvol~nye, ne obØzatel~no nepreryvnye, otobraßeniØ Y v Z, podobno tomu kak P -topologiqeskie struktury opredelØ¸tsØ na mnoßestve proizvol~nyh, ne obØzatel~no zamknutyh, podmnoßestv topologiqeskogo prostranstva X.

Obyqno My rassmotrim v dal~neæxem nekotorye qastnye sluqai obweæ situacii, a imenno: sluqaæ Z = D – kolmogorovskoe dvoetoqie, sluqaæ X = Y , sluqaæ X = Y , Z = D, sluqaæ X = Y = Z, sluqaæ X = Y = Z = R, sluqaæ X = Y = Z = D.

Kaßdyæ iz fftih sluqaev imeet svoi osobennosti i svoi vozmoßnosti. Tak v sluqae Z = D poØvlØetsØ vozmoßnost~ izuqeniØ prostranstv (zamknutyh) podmnoßestv, v sluqae X = Y – vozmoßnost~ izuqeniØ bitopologiqeskih prostranstv, v sluqae

X = Y , Z = D – vozmoßnost~ izuqeniØ svØzi meßdu bitopo-

logiqeskimi prostranstvami i prostranstvami podmnoßestv, v sluqae X = Y = Z = R my moßem sovmestno izuqat~ razliqnye prostranstva vewestvennyh funkciæ i topologizacii qislovoæ ploskosti. Kaßdoe iz fftih napravleniæ issledovaniØ vyglØdit perspektivnym i dostoæno osobogo issledovaniØ. L¸boæ iz posledu¸wih paragrafov sleduet rassmatrivat~ lix~ kak vvedenie v sootvetstvu¸wu¸ teori¸, ne pretendu¸wee na sistematiqnost~ izloßeniØ.

§4. Sluqaæ Z = D

1. Kanoniqeskiæ gomeomorfizm meßdu C(Y, D) i PclY . Rassmotrim sluqaæ Z = D. Toqkami mnoßestva C(Y, D) ØvlØ¸tsØ nepreryvnye otobraßeniØ f : Y −→ D. Kaßdoe takoe otobraßenie odnoznaqno opredelØet zamknutoe v Y mnoßestvo C = f^{−1}(1). Toqkami P_{cl}Y ØvlØ¸tsØ zamknutye v Y mnoßestva. Kaßdoe takoe mnoßestvo C odnoznaqno opredelØet nepreryvnoe otobraßenie

f : Y −→ D, dlØ kotorogo f^{−1}(1) = C. Takim obrazom imeet-

sØ kanoniqeskoe vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu toqkami f ∈ C(Y, D) i toqkami C ∈ P_{cl}Y . �to sootvetstvie pozvolØet kanoniqeski perenosit~ topologiqeskie struktury s C(Y, D)

80 A. A. IVANOV na P_{cl}Y i obratno. RassmatrivaØ topologiqeskie prostranstva

C(Y, D) i P_{cl}Y , my vsegda budem sqitat~, qto ih topologiqeskie

struktury kanoniqeski sootvetstvu¸t drug drugu.

My moßem rassmatrivat~ teper~ takie otobraßeniØ F i G, qto F : X × Y −→ D, G : X −→ P_{cl}Y, gde F (x, y) = 1 ⇐⇒ y ∈ G(x), i stroit~ na ih osnove, kak teori¸ soprØßennosti sootvetstvu- ¸wih topologiqeskih struktur, tak i teori¸ ih dvoæstvennosti.

Moßno zametit~, qto otobraßeniØ F i G kanoniqeski opredelØ¸tsØ mnoßestvom F = F^{−1}(1) ⊂ X × Y , G(x) = {y|(x, y) ∈ F} dlØ vseh x ∈ X. S drugoæ storony F = ∪F_x gde F_x = {x}×G(x), x ∈ X. 2. Nekotorye special~nye topologii na PclY . My uße rassmatrivali special~nye topologii prostranstv otobraßeniæ, a imenno topologi¸ potoqeqnoæ shodimosti i kompaktno otkrytu¸ topologi¸.

Shodimost~ (f_ξ |ξ ∈ Ξ) −→ f na mnoßestve C(Y, Z) nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskogo prostranstva Y v topologiqeskoe prostranstvo Z nazyvalas~ potoqeqnoæ shodimost~¸, esli (f_ξ|ξ ∈ Ξ) −→ f ⇐⇒ (f_ξ (y)|ξ ∈ Ξ) −→ f(y) dlØ kaßdoæ toqki y ∈ Y .

Pri kanoniqeskom perehode ot C(Y, D) k P_{cl}Y potoqeqnye shodimosti otobraßeniæ perehodØt v potoqeqnye shodimosti zamknutyh v Y mnoßestv, a imenno:

(f^{−1}_ξ (1)|ξ ∈ Ξ) −→ f^{−1}(1) ⇐⇒ (f_ξ (y)|ξ ∈ Ξ) −→ f(y)

dlØ kaßdoæ toqki y ∈ Y .

Esli pri fftom f(y) = 1, to shodimost~ (f_ξ (y)|ξ ∈ Ξ) −→ f(y) voobwe ne ØvlØetsØ usloviem, tak kak v D l¸baØ napravlennaØ sistema toqek shoditsØ k toqke 1, esli ße f(y) = 0, to (f_ξ (y)|ξ ∈ Ξ) −→ 0 ⇐⇒ suwestvuet takoe ξ_0, qto f_ξ(y) = 0 dlØ kaßdogo ξ ¿ ξ_0.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 81 Takim obrazom potoqeqnaØ shodimost~ v P_{cl}Y imeet sledu¸wiæ vid; (C_ξ)|ξ ∈ Ξ) −→ C ⇐⇒ dlØ kaßdogo y /∈ C suwestvuet takoe ξ_0, qto y /∈ C_ξ

dlØ kaßdogo ξ ¿ ξ_0.

Pereædem k kompaktno otkrytoæ topologii na P_{cl}Y . Kompaktno otkrytaØ topologiØ na mnoßestve Y /Z nepreryvnyh otobraßeniæ topologiqeskogo prostranstva Y v topologiqeskoe prostranstvo Z opredelØlas~ bazoæ otkrytyh mnoßestv, sostoØweæ iz mnoßestv U(C_c, U ) = {f|f(C_c) ⊂ U }, obrazovannyh po vsem kompaktnym mnoßestvam C_c ⊂ Y i vsem otkrytym mnoßestvam U prostranstva Z. V sluqae Z = D edinstvennym netrivial~nym otkrytym v D mnoßestvom ØvlØetsØ mnoßestvo {0}, pofftomu sotvetstvu¸waØ baza otkrytyh mnoßestv budet sostoØt~ iz mnoßestv U(C_c, {0}) = {f|f(C_c) = {0}} = {C|C = f^{−1}(1), C∩C_c =

∅} = {C|C ⊂ U }, gde U = Y \ C_c – dopolnenie v Y do kompaktnogo mnoßestva, ne obØzatel~no otkrytoe v Y mnoßestvo.

Vyxe bylo dokazano, qto topologiØ potoqeqnoæ shodimosti i kompaktno otkrytaØ topologiØ ØvlØ¸tsØ dopustimymi na

C(Y, Z) topologiqeskimi strukturami. Sformuliruem ponØtie

dopustimosti dlØ prostranstva P_{cl}Y .

Uslovie dopustimosti topologiqeskoæ struktury na C(Y, Z) ØvlØetsØ usloviem nepreryvnosti otobraßeniæ p_y : C(Y, Z) −→ Z dlØ vseh y ∈ Y , p_y(f) = f(y). �tomu uslovi¸ sootvetstvuet uslovie nepreryvnosti otobraßeniØ p_y : P_{cl}Y −→ D,

p_y(C) = { 1, esli y ∈ C 0, esli y /∈ C. Otobraßenie p_y : P_{cl}Y −→ D nepreryvno, esli p^{−1}_y ({0}) – otkry- toe v P_{cl}Y mnoßestvo. No p^{−1}_y ({0}) = {C|y /∈ C} = {C|C ⊂ Y \ {y}}. Rassmatriva¸t na mnoßestve P_{cl}Y i drugie topologizacii, ne svØzannye s predstavleniem ego qerez C(Y, D), naprimer, strukturu, ime¸wu¸ psevdobazis, sostoØwiæ iz mnoßestv U_1(V ) =

{C|C ⊂ V } i U_2(V ) = {C|C ∩ V ≠ ∅}, rassmatrivaemyh dlØ vseh otkrytyh v Y mnoßestv V . Iz skazannogo vyxe sleduet, qto ffta topologiqeskaØ struktura na P_{cl}Y dopustima, esli vse odnotoqeqnye mnoßestva zamknuty v prostranstve Y .

82 A. A. IVANOV

3. SoprØßennye i dvoæstvennye struktury. Rassmotrim topologiqeskoe prostranstvo (X × Y )_τ , vse zamknutye mnoßestva

F v (X × Y )_τ i sootvetstvu¸wie podmnoßestva {G(x)|x ∈ X} v P_{cl}Y . TopologiqeskaØ struktura τ_∗ budet naibol~xeæ topologiqeskoæ strukturoæ na P_{cl}Y , dlØ kotoroæ vse otobraßeniØ

G : X −→ (P_{cl}Y )_{τ∗} nepreryvny. Budem govorit~, qto τ_∗– topologiqeskaØ struktura na P_{cl}Y , soprØßennaØ τ .

Rassmotrim teper~ topologiqeskoe prostranstvo (P_{cl}Y )_τ , vse nepreryvnye otobraßeniØ G : X −→ (P_{cl}Y )_τ i mnoßestva F =

∪({x} × G(x))|x ∈ X. TopologiqeskaØ struktura τ^∗ budet naimen~xeæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × Y , soderßaweæ vse

F. Budem govorit~,qto τ^∗– topologiqeskaØ struktura na X × Y , soprØßennaØ τ .

SituaciØ, kogda my imeem topologiqeskie struktury τ na X × Y i τ na P_{cl}Y takie qto

(τ )_∗ = τ ,

(τ )^∗ = τ ,

osobenno interesna. V fftom sluqae my budem govorit~, qto τ i

τ dvoæstvenny drug drugu.

Rassmotrim sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X – svØznoe topologiqeskoe prostranstvo, τ sostoit iz vseh mnoßestv G = X × O, gde O – l¸boe otkrytoe v Y mnoßestvo, τ – diskretnaØ topologiqeskaØ struktura na P_{cl}Y , togda τ i τ dvoæstvennye drug drugu topologiqeskie struktu- ry. Dokazatel~stvo. Esli F : (X × Y )τ −→ D ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem, togda F^{−1}(1) = X × C, gde C – zamknutoe v Y mnoßestvo, i pofftomu G(x) = C dlØ vseh x ∈ X. �to oznaqaet, qto G : Y −→ (P_{cl}Y )_τ – postoØnnoe i pofftomu nepreryvnoe otobraßenie. S drugoæ storony, esli G : X −→ (P_{cl}Y )_τ – nepreryvnoe otobraßenie, to G – postoØnnoe otobraßenie, tak kak τ – diskretnaØ topologiqeskaØ struktura, a X – svØznoe topologiqeskoe prostranstvo. No togda G(x) = C dlØ nekotorogo C i vseh

x ∈ X, F^{−1}(C) = X ×C i potomu F : (X ×Y )_τ −→ D – nepreryvnoe

otobraßenie.

Sledu¸wee zameqanie pokazyvaet, qto rassmotrennyæ primer predstavlØet kraæniæ, v nekotorom smysle, sluqaæ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 83

Zameqanie. Pust~ τ – topologiqeskaØ struktura na PclY , togda topologiqeskaØ struktura τ^∗ na X × Y , soprØßennaØ τ , soderßit vse mnoßestva X × O, gde O – proizvol~noe otkrytoe v Y mnoßestvo.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, l¸boe postoØnnoe otobraßenie G : X −→ (P_{cl}Y )_τ ØvlØetsØ nepreryvnym otobraßeniem. Tak kak G(x) = C dlØ vseh x ∈ X i nekotorogo zamknutogo v Y mnoßestva C, to sootvetstvu¸wee mnoßestvo F = F^{−1}(1) = X × C i pofftomu X × O ∈ τ^∗, O = Y \ C.

Sledu¸wiæ primer daet nam drugoæ kraæniæ sluqaæ.

Primer. Pust~ τ – topologiqeskaØ struktura na X × Y s predbazoæ, sostoØweæ iz vseh mnoßestv A×O, gde A ⊂ X i O – proizvol~noe otkryoe v Y mnoßestvo. �ta topologiqeskaØ struktura ØvlØetsØ proizvedeniem diskretnoæ topologiqeskoæ struktury na mnoßestve X i struktury topologiqeskogo prostranstva Y . Pust~ τ – trivial~naØ topologiqeskaØ struktura na P_{cl}Y . Togda τ i τ – dvoæstvennye drug drugu topologiqeskie struktury.

Dokazatel~stvo. Tak kak τ – trivial~naØ topologiqeskaØ struktura, to nepreryvnost~ otobraßeniØ F : (X × Y )_τ −→ D vleqet nepreryvnost~ otobraßeniØ G : X −→ (P_{cl}Y )_τ . S drugoæ storony, esli G : X −→ (P_{cl}Y )_τ est~ nekotoroe otobraßenie, to dlØ l¸bogo x ∈ X mnoßestvo G(x) = C_x budet zamknutym v Y mnoßestvom. Togda sootvetstvu¸wee mnoßestvo F = ∪C_x|x ∈ Y budet zamknutym v (X × Y )_τ mnoßestvom i pofftomu F : (X × Y )_τ −→ D – nepreryvnoe otobraßenie.

4. Dvoæstvennye topologiqeskie struktury. My uße znaem, qto ne l¸baØ topologiqeskaØ struktura na X × Y imeet dvoæstvennu¸ eæ topologiqesku¸ strukturu na P_{cl}Y . S drugoæ storony, moßno dokazat~, qto ne l¸baØ topologiqeskaØ struktura na P_{cl}Y imeet dvoæstvennu¸ eæ topologiqesku¸ strukturu na

X × Y . Rassmotrim v svØzi s fftim sledu¸wiæ primer.

Primer. Pust~ X = Y = R, Gl i Gr takie otobraßeniØ, qto

G_l(x) = (−∞, x], G_r(x) = [−x, ∞) dlØ vseh x ∈ R, τ – maksimal~-

naØ topologiqeskaØ struktura na P_{cl}R, dlØ kotoroæ otobraßeniØ

G_l i G_r nepreryvny. Togda τ ne imeet dvoæstvennoæ topologi-

qeskoæ struktury na R× R.

84 A. A. IVANOV

Dokazatel~stvo. Zametim, preßde vsego, qto topologiqeskaØ struktura τ , vvedennaØ v fftom primere na P_{cl}R, dopustima. Deæstvitel~no, pust~ y ∈ R, U = {C|C ∈ P_{cl}R, y /∈ C}. Togda G^{−1}_l (U ) = {x|y /∈ (−∞, x] = {x|x < y} i G^{−1}_r (U ) = {x|y /∈ [x, ∞)} = {x|y < x} ØvlØ¸tsØ otkrytymi v R mnoßestvami, qto i oznaqaet dopustimost~ τ . Rassmotrim topologiqesku¸ strukturu τ^∗

na R × R, soprØßennu¸ τ . Struktura τ^∗ soderßit mnoßestva

G_l = ∪G_l(x)|x ∈ R i G_r = ∪G_r(x)|x ∈ R sledovatel~no ona soderßit mnoßestvo G_l ∩ G_r = ∪G_l(x) ∩ G_r(x)|x ∈ R. Takim obrazom, otobraßenie G : R−→ P_{cl}R, dlØ kotorogo G(x) = { [−x, x], dlØ x ¿ 0 ∅, dlØ x < 0. ØvlØetsØ (τ^∗)_∗-nepreryvnym otobraßeniem, i sledovatel~no,

(τ^∗)_∗ ≠ τ tak kak G ne ØvlØetsØ τ -nepreryvnym otobraßeniem.

§5. Sluqaæ X = Y

1. Bitopologiqeskie prostranstva i prostranstva otobraßeniæ. Esli X = Y , to l¸baØ topologiqeskaØ struktura na proizvedenii X × Y ØvlØetsØ bitopologiqeskoæ strukturoæ na Y . V fftom sluqae my izuqaem svØzi meßdu bitopologiqeskimi strukturami na Y i topologiqeskimi strukturami na C(Y, Z). Tak kak pri izuqenii soprØßennyh struktur i dvoæstvennyh struktur, topologiqeskoe prostranstvo Y sqitaetsØ proizvol~- no fiksirovannym, to v sluqae X = Y fiksirovannym budet i prostranstvo X. Koneqno, ots¸da ne sleduet, qto fiksirovano i topologiqeskoe prostranstvo Y × Y , naoborot, my dolßny izuqit~ vse dopustimye topologizacii mnoßestva Y ×Y i ih svØzi s topologiqeskimi prostranstvami Z. Esli nas interesu¸t vse dopustimye topologizacii mnoßestva Y × Y , soprØßennye dopustimym topologiqeskim strukturam prostranstv C(Y, Z) dlØ razliqnyh topologiqeskih prostranstv Z, to my moßem ograniqit~sØ topologizaciØmi mnoßestva Y × Y i Z dlØ nekotorogo universal~nogo mnoßestva Z.

V situacii X = Y my imeem delo s dopustimymi topologiqeskimi strukturami na Y × Y , to est~ s bitopologiqeskimi strukturami na Y qastnogo vida (budem takße nazyvat~ ih dopustimymi). Dopustimost~ bitopologiqeskoæ struktury β na

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 85 Y oznaqaet, qto otobraßenie j_x : Y −→ (Y × Y )_β , j_x(y) = (x, y) ØvlØetsØ dlØ kaßdogo x ∈ Y vloßeniem.

2. Funktor RY^∗. Fiksiruem X = Y i rassmotrim kakoæ-nibud~ kovariantnyæ funktor R_Y , sopostavlØ¸wiæ kaßdomu topologiqeskomu prostranstvu Z nekotoroe topologiqeskoe prostranstvo

C(Y, Z) tak, qto nepreryvnym otobraßeniØm h : Z −→ Z^′ sootvet-

stvu¸t nepreryvnye ße otobraßeniØ R_Y h : C(Y, Z) −→ C(Y, Z^′),

((R_Y h)(f))(y) = h(f(y)).

Fiksiruem nekotoryæ funktor R_Y . Pust~ Z – proizvol~- noe topologiqeskoe prostranstvo, τ – topologiqeskaØ struktura prostranstva R_Y (Z), τ^∗ – topologiqeskaØ struktura na Y × Y , soprØßennaØ τ . V koneqnom sqete my poluqim sootvetstvie R^∗_Y meßdu topologiqeskimi prostranstvami Z i topologiqeskimi prostranstvami (Y × Y )_τ ∗ .

KaßdaØ para sootvetstvu¸wih drug drugu otobraßeniæ F : Y × Y −→ Z, G : Y −→ C(Y, Z), gde F (x, y) = G(x)(y), x, y ∈ Y, perehodit v analogiqnu¸ paru F^′, G^′, priqem, esli F ili ße G nepreryvno, to i F^′, sootvetstvenno G^′, nepreryvno.

V kaqestve primerov takih funktorov moßno privesti sledu- ¸wie:

Primer 1. Kaßdomu topologiqeskomu prostranstvu Z sopostavlØem prostranstvo R_Y (Z) = C(Y, Z) s topologieæ potoqeqnoæ shodimosti. Esli h : Z −→ Z^′ – nepreryvnoe otobraßenie, to i R_Y (h) : R_Y (Z) −→ R_Y (Z^′) – nepreryvnoe otobraßenie. Deæstvitel~no, pust~ (f_ξ|ξ ∈ Ξ) −→ f, to est~ (f_ξ (y)|ξ ∈ Ξ) −→ f(y) dlØ kaßdoæ toqki y ∈ Y . Togda, v silu nepreryvnosti otobraßeniØ h, (hf_ξ(y)|ξ ∈ Ξ) −→ hf(y) dlØ kaßdoæ toqki y ∈ Y , to est~ (hf_ξ |ξ ∈ Ξ) −→ hf. Primer 2. Kaßdomu topologiqeskomu prostranstvu Z sopostavlØem prostranstvo R_Y (Z) = C(Y, Z) s kompaktno otkrytoæ topologieæ shodimosti. Esli h : Z −→ Z^′ – nepreryvnoe otobraßenie, to i R_Y (h) : R_Y (Z) −→ R_Y (Z^′) – nepreryvnoe otobraßenie. Deæstvitel~no, pust~ U(C, U^′) – bazisnoe otkrytoe mnoßestvo kompaktno-otkrytoæ topologiqeskoæ struktury na C(Y, Z^′).

86 A. A. IVANOV Togda h^{−1}(U(C, U^′)) = {f|hf ∈ U(C, U^′)} = {f|hf(C) ⊂ U^′} = {f|f(C) ⊂ h^{−1}(U^′) = U(C, h^{−1}(U^′)).

3. Sluqaæ X = Y i Z = D. V fftom sluqae my izuqaem svØz~ meßdu dopustimymi topologiqeskimi strukturami na Y × Y , to est~ dopustimymi bitopologiqeskimi strukturami na Y , i topologiqeskimi strukturami na P_{cl}Y . V fftom sluqae imeetsØ edinstvennyæ parametr teorii – proizvol~no fiksirovannoe topologiqeskoe prostranstvo Y . Kaßdomu topologiqeskomu prostranstvu Y my moßem sopostavit~ topologiqeskoe prostranstvo BY = Y × Y s dopustimoæ no ne odnoznaqno opredelennoæ topologiqeskoæ strukturoæ. S drugoæ storony topologiqeskomu prostranstvu Y my moßem sopostavit~ prostranstvo P_{cl}Y , toqkami kotorogo ØvlØ¸tsØ zamknutye v Y mnoßestva. TopologiqeskaØ struktura prostranstva P_{cl}Y takße opredelena neodnoznaqno.

DlØ l¸bogo nepreryvnogo otobraßeniØ f : Y −→ Y^′ odnoznaqno opredeleny otobraßeniØ f × f : Y × Y −→ Y^′ × Y^′,

(f × f)(x, y) = (f(x), f(y)), i P f : P_{cl}Y^′ −→ P_{cl}Y , P_{cl}(C^′) = f^{−1}(C).

KaßdaØ para (F^′, G^′), F^′ : Y^′ × Y^′ −→ D, G^′ : Y^′ −→−→ P_{cl}Y^′,

otobraßeniæ perehodit pri fftom v paru (F, G), F : Y × Y −→ D, G : Y −→ P_{cl}Y, gde F = F^′(f × f), G = (P f)G^′f.

Zametim, qto esli F^′, G^′ sootvetstvu¸t drug drugu, to i F, G sootvetstvu¸t drug drugu. Deæstvitel~no, F (x, y) = 1 ⇐⇒ F^′f(x, y) = 1 ⇐⇒ F^′(f(x), f(y)) = 1 ⇐⇒ ⇐⇒ f(y) ∈ G^′(f(x)) ⇐⇒ y ∈ f^{−1}(G^′(f(x))) ⇐⇒ y ∈ G(x). My moßem teper~ rassmatrivat~ funktory B i P , opredelØemye sledu¸wim obrazom. Funktor B sopostavlØet kaßdomu topologiqeskomu prostranstvu Y nekotoroe topologiqeskoe prostranstvo Y × Y s dopustimoæ topologiqeskoæ strukturoæ i kaßdomu nepreryvnomu otobraßeni¸ f : Y −→ Y^′ sopostavlØet nepreryvnoe otobraßenie Bf = (f × f) : BY −→ BY^′. Funktor P

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 87 sopostavlØet kaßdomu topologiqeskomu prostranstvu Y nekotoroe dopustimoe prostranstvo P_{cl}Y zamknutyh podmnoßestv prostranstva Y i kaßdomu nepreryvnomu otobraßeni¸ f : Y −→ Y^′ sopostavlØet nepreryvnoe otobraßenie P f : P_{cl}Y^′ −→ P_{cl}Y ,

(P f)(C^′) = f^{−1}(C^′). Zametim, qto funktor B kovarianten, a funk-

tor P kontravarianten. Zametim takße, qto pri opisannom vyxe perehode ot pary (F^′, G^′) k pare (F, G), opredelennom nepreryvnym otobraßeniem f : Y −→ Y^′, iz nepreryvnosti otobraßeniØ

F^′ sleduet nepreryvnost~ otobraßeniØ F , a iz nepreryvnosti

otobraßeniØ G^′ sleduet nepreryvnost~ otobraßeniØ G.

V rassmatrivaemom zdes~ sluqae my imeem delo s topologiqeskimi strukturami na mnoßestve Y × Y i s topologiqeskimi strukturami na mnoßestve C(Y, Y ). Struktury pervogo tipa my nazyvali bitopologiqeskimi strukturami na Y , struktury vtorogo tipa my budem nazyvat~ strukturami otnoxeniæ na Y . Takim obrazom, voznikaet problema izuqeniØ svØzi meßdu razliqnymi tipami struktur, opredelennyh na proizvol~no fiksirovannom mnoßestve Y .

4. Sluqaæ X = Y = Z. V fftom sluqae rassmatrivaetsØ svØz~ meßdu topologiqeskim prostranstvom (X × X)_τ ili, inaqe govorØ, bitopologiqeskim prostranstvom (X, τ ) i prostranstvom otobraßeniæ C(X, X)_τ dlØ proizvol~no fiksirovannogo topologiqeskogo prostranstva X i nekotoryh dvoæstvennyh topologiqeskih struktur τ i τ .

DlØ otobraßeniØ F : X ×X −→ X rassmotrim dva prosteæxih varianta, a imenno F_1(x, y) = y i F_2(x, y) = x. V pervom variante G_1(x) – toßdestvennoe otobraßenie dlØ kaßdogo x ∈ X, vo vtorom variante G_2(x)(y) = x dlØ kaßdogo y ∈ X.

V pervom variante na C(X, X) dopustima diskretnaØ topologiqeskaØ struktura, otobraßenie G_1 : X −→ C(X, X) nepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono perevodit kaßdu¸ shodØwu¸- sØ napravlennost~ v stacionarnu¸ napravlennost~. V qastnosti, esli X – svØznoe topologiqeskoe prostranstvo, to G nepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono postoØnno i pofftomu dolßny byt~ nepreryvnymi vse otobraßeniØ F , dlØ kotoryh

F (x, y) = f(y) dlØ vseh x, gde f – nepreryvnoe otobraßenie X

v sebØ. Ots¸da dlØ svØznogo X sleduet, qto τ – proizvedenie kodiskretnoæ topologii na topologi¸ prostranstva X, a τ – diskretnaØ topologiqeskaØ struktura.

88 A. A. IVANOV

Vo vtorom variante otobraßenie G_2 vkladyvaet X v C(X, X) i maksimal~noæ dopustimoæ topologiqeskoæ strukturoæ na C(X, X) ØvlØetsØ struktura, poluqaemaØ perenosom struktury prostranstva X na mnoßestvo G_2(X) i diskretnaØ vne G_2(X). DlØ svØznogo X nepreryvnymi otobraßeniØmi G : X −→ C(X, X) otnositel~no takoæ topologiqeskoæ struktury na C(X, X) okazyva¸tsØ vse postoØnnye otobraßeniØ i nepreryvnye otobraßeniØ X v G_2(X). Im sootvetstvu¸t otobraßeniØ F , dlØ kotoryh

F (x, y) = f(y) dlØ kaßdogo x ∈ X, figuriru¸wie v pervom vari-

ante, i otobraßeniØ F postoØnnye na vertikal~nyh mnoßestvah, nepreryvno zavisØwie ot x ∈ X. Ots¸da sleduet, qto proizvedeniØ X na otkrytye v X mnoßestva i, sledovatel~no, minimal~noæ topologiqeskoæ strukturoæ na X × X ØvlØetsØ obyqnoe proizvedenie prostranstva X na sebØ.

5. Sluqaæ X = Y = Z = R. Rassmotrim nekotorye dvoæstvennosti v sluqae, kogda X = Y = Z = R.

1. Pust~ τ – proizvedenie diskretnoæ topologiqeskoæ struktury na R i obyqnoæ topologiqeskoæ struktury qislovoæ prØmoæ, τ – kodiskretnaØ topologiqeskaØ struktura na C(R, R). Togda ffti topologiqeskie struktury dvoæstvenny drug drugu. �to qastnyæ sluqaæ obwego utverßdeniØ otnositel~no proizvol~- nyh topologiqeskih prostranstv X, Y, Z.

2. Pust~ τ opredelena na R× RshodimostØmi, stacionarnymi po odnoæ koordinate, τ opredelena potoqeqnoæ shodimost~¸ na

C(R, R). Togda ffti topologiqeskie struktury dvoæstvenny drug

drugu. �to qastnyæ sluqaæ obwego utverßdeniØ otnositel~no proizvol~nyh topologiqeskih prostranstv X, Y, Z.

3. Pust~ τ – obyqnaØ topologiqeskaØ struktura vewestvennoæ ploskosti, τ-kompaktno otkrytaØ topologiqeskaØ struktura na

C(R, R). Togda ffti topologiqeskie struktury dvoæstvenny drug

drugu. �to qastnyæ sluqaæ obwego utverßdeniØ otnositel~no proizvol~nyh topologiqeskih prostranstv X, Z i hausdorfova lokal~no kompaktnogo topologiqeskogo prostranstva Y . 6. Sluqaæ X = Y = Z = D. Netrudno dokazat~, qto v fftom sluqae topologiØ prØmogo proizvedeniØ na D×D i pokoordinatnogo proizvedeniØ, sovpada¸t.

V sluqae prØmogo proizvedeniØ D × D zamknutymi ØvlØ¸tsØ sledu¸wie mnoßestva: ∅, {1} × D = {(1, 0), (1, 1)}, {1} × {1} =

{(1, 1)}, D × D, D × {1} = {(0, 1), (1, 1)}, {(0,1),(1,0),(1,1)}.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 89 V sluqae pokoordinatnogo proizvedeniØ, topologiqeskaØ struktura opredelØetsØ shodimostØmi: (0, 0) −→ (0, 1), (0, 0) −→

(1, 0), (0, 1) −→ (1, 1), (1, 0) −→ (1, 1). Takim obrazom, zamknutymi

mnoßestvami zdes~ budut mnoßestva C, dlØ kotoryh

(0, 0) ∈ C =⇒ (0, 1) ∈ C,

(0, 0) ∈ C =⇒ (1, 0) ∈ C, (0, 1) ∈ C =⇒ (1, 1) ∈ C, (1, 0) ∈ C =⇒ (1, 1) ∈ C.

Netrudno, teper~, ubedit~sØ v tom, qto opredelØemye fftimi usloviØmi zamknutye mnoßestva sovpada¸t s zamknutymi mnoßestvami obyqnogo proizvedeniØ D × D.

Rassmotrim teper~ kompaktno otkrytu¸ topologi¸ na D/D. Netrudno zametit~, qto D/D sostoit iz treh toqek, a imenno iz

f_{0,0}, f_{0,1}, f_{1,1}, gde f_{i,j} = { i, dlØ x = 0 j, dlØ x = 1,

i = 0, 1, j = 0, 1.

Kompaktno otkrytaØ topologiØ opredelØetsØ mnoßestvami

U (C, O), gde, v rassmatrivaemom situacii, C = {0}, {1}, {0, 1} –

kompaktnye mnoßestva i O = {0}, {0, 1} – otkrytye mnoßestva. Itak my imeem xest~ variantov dlØ U (C, O): U ({0}, {0}) = {f_{0,0}, f_{0,1}}, U ({1}, {0}) = {f_{0,0}}, U ({0, 1}, {0}) = {f_{0,0}}, U ({0}, {0, 1}) = U ({1}, {0, 1}) = U ({0, 1}, {0, 1}) = D/D. Takim obrazom, kompaktno otkrytaØ topologiØ na D/D sostoit iz qetyreh mnoßestv: ∅, D/D, {f_{0,0}, f_{0,1}}, {f_{0,0}} i opredelØet tri netrivial~nye shodimosti: f_{0,0} −→ f_{0,1}, f_{0,0} −→ f_{1,1}, f_{0,1} −→ f_{1,1}, sovpada¸wie s netrivial~nymi potoqeqnymi shodimostØmi.

90 A. A. IVANOV

7. Δ – kontaktnye bitopologii.

Pust~ Y – proizvol~noe metriqeskoe prostranstvo. Budem govorit~, qto posledovatel~nost~ ((x_n, y_n)|n ∈ N) kasaetsØ diagonali Δ = {(y, y)|y ∈ Y } v toqke (x, x), esli posledovatel~nosti (x_n|n ∈ N), (y_n|n ∈ N), shodØtsØ v Y k x i d(y_n, x_n) < δ_nd(x, x_n), gde δ_n −→ 0, to est~ ((d(x, x_n)|n ∈ N) i (d(x, y_n)|n ∈ N) – ffkvivalent-

nye beskoneqno malye posledovatel~nosti. Netrudno zametit~, qto ffto uslovie ffkvivalento uslovi¸

d(x_n, y_n) 6 δ_n(d × d)((x_n, y_n), (x, x)) dlØ vseh n ∈ N , (d × d)((x_n, y_n), (x, x)) −→ 0, δ_n −→ 0. Opredelenie. TopologiqeskaØ struktura (bitopologiqeskaØ struktura) τ na Y × Y (na Y ) nazyvaetsØ Δ – kontaktnoæ, esli ona opredelØetsØ vsemi shodimostØmi, stacionarnymi po odnoæ iz koordinat, a takße vsemi shodimostØmi k toqke kasaniØ, kasa¸wihsØ diagonali.

TopologiqeskaØ struktura τ_∗ na C(Y, Y ), soprØßennaØ Δ – kontaktnoæ topologiqeskoæ strukture τ na Y × Y , opredelØetsØ potoqeqnymi shodimostØmi, udovletvorØ¸wimi sledu¸wemu dopolnitel~nomu uslovi¸:

esli (f_n|n ∈ N) −→ f, gde f_n = G(x_n), f = G(x), (x_n|n ∈ N) −→ x, G sootvetstvuet nepreryvnomu otobraßeni¸ F : Y × Y −→ Y , to (f_n(y_n)|n ∈ N) −→ f(x) dlØ (y_n|n ∈ N) −→ x pri uslovii, qto d(x_n, y_n) 6 δ_nd(x_n, x), δ_n −→ 0.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 91

Glava III

Nekotorye primeneniØ prostranstvennyh struktur

V fftoæ glave budut rassmotreny nekotorye primeneniØ teorii prostranstvennyh struktur k mnogoobraziØm i gruppam.

§1. Bitopologiqeskie mnogoobraziØ 1. Postanovka problemy. Pod bitopologiqeskim mnogoobraziem my budem ponimat~ zdes~ topologiqeskoe mnogoobrazie, rassmatrivaemoe vmeste s nekotoroæ zadannoæ na nem bitopologiqeskoæ strukturoæ. Tak kak topologiqeskoe mnogoobrazie harakterizuetsØ svoim lokal~nym stroeniem, imeØ okrestnosti toqek gomeomorfnye nekotoromu evklidovomu prostranstvu, estestvenno predpolagat~, qto i bitopologiqeskoe mnogoobrazie harakterizuetsØ zadaniem na fftih evklidovyh okrestnostØh sootvetstvu¸wih bitopologiqeskih struktur. Odnako zdes~ voznikaet suwestvennaØ trudnost~. Evklidovy okrestnosti U_ξ topologiqeskogo mnogoobraziØ X obrazu¸t pokrytie (U_ξ |ξ ∈ Ξ) fftogo topologiqeskogo mnogoobraziØ, qto pozvolØet pereæti ot lokal~- noæ topologiqeskoæ struktury k ego topologiqeskoæ strukture v celom. Bitopologiqeskie ße okrestnosti U_ξ hotØ i obrazu- ¸t pokrytie mnoßestva X, no ih bitopologiqeskie struktury ØvlØ¸tsØ topologiqeskimi strukturami na U_ξ × U_ξ , a takie mnoßestva ne obrazu¸t pokrytiØ mnoßestva X × X – oni nakryva- ¸t tol~ko nekotoru¸ okrestnost~ diagonali Δ = {(x, x)|x ∈ X}. Sledovatel~no, zadanie bitopologiqeskih struktur na evklidovyh okrestnostØh ne opredelØet v obwem sluqae bitopologiqesku¸ strukturu v celom. Odnako v nekotoryh special~nyh sluqaØh zadanie bitopologiqeskoæ struktury na vsem topologiqeskom mnogoobrazii po bitopologiqeskim strukturam na ego evklidovyh okrestnostØh okazyvaetsØ vozmoßnym. V pervoæ qasti knigi bylo pokazano, qto ffto vozmoßno v klasse lokal~nyh bitopologiqeskih struktur i v klasse tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur. Napomnim sootvetstvu¸wie opredeleniØ.

Opredelenie. BitopologiqeskaØ struktura β, opredelennaØ na mnoßestve X, to est~ topologiqeskaØ struktura na mnoßestve

X × X, nazyvaetsØ lokal~noæ bitopologiqeskoæ strukturoæ, esli (X × X) \ Δ ØvlØetsØ β-otkrytym mnoßestvom, na kotorom β in-

duciruet diskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu.

92 A. A. IVANOV

Zameqanie V terminah shodimosti lokal~nost~ bitopologiqeskoæ struktury oznaqaet, qto shodØtsØ tol~ko vse stacionarnye napravlennye sistemy i nekotorye sistemy, shodØwiesØ k toqkam diagonali.

Opredelenie. BitopologiqeskaØ struktura β, opredelennaØ na mnoßestve X, to est~ topologiqeskaØ struktura na mnoßestve

X × X, nazyvaetsØ tranzitivnoæ bitopologiqeskoæ strukturoæ,

esli iz shodimosteæ ((x_λ, y_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, y) ((y_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (y, z) sleduet shodimost~ (x_λ, z_λ)|λ ∈ Λ) −→_β (x, z) Zameqanie Termin tranzitivnost~ predstavlØetsØ estestvennym, esli vvesti otnoxenie perenosa napravlennyh sistem.

Opredelenie. Budem govorit~, qto napravlennost~ (xλ|λ ∈ Λ)

perenosima na (X, β) v (y_λ|λ ∈ Λ) iz toqki x v toqku y, esli (x_λ, y_λ) −→_β (x, y). �to otnoxenie perenosa zapisyvaetsØ sle-

du¸wim obrazom: (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ) Tranzitivnost~ bitopologiqeskoæ struktury oznaqaet prosto tranzitivnost~ perenosov, a imenno iz (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,y} (y_λ|λ ∈ Λ) i (y_λ|λ ∈ Λ) →_{y,z} (z_λ|λ ∈ Λ) sleduet (x_λ|λ ∈ Λ) →_{x,z} (z_λ|λ ∈ Λ).

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 93

Opredelenie. Pust~ X – nekotoroe mnoßestvo i {Xξ|ξ ∈ Ξ}- nekotoroe ego pokrytie, na fflementah kotorogo opredeleny kakie-to bitopologiqeskie struktury β_ξ . Ob¨edineniem bitopologiqeskih struktur β_ξ nazyvaetsØ takaØ bitopologiqeskaØ struktura β na X, qto β_ξ = β|X_ξ × X_ξ dlØ kaßdogo ξ ∈ Ξ (ograniqenie β na kaßdoe X_ξ sovpadaet s β_ξ).

Tak kak bitopologiqeskie struktury na mnoßestvah ØvlØ- ¸tsØ topologiqeskimi strukturami na ih kvadratah, problema ob¨edineniØ bitopologiqeskih struktur moßet byt~ sformulirovana kak topologiqeskaØ problema. V fftoæ formulirovke rassmatriva¸tsØ topologiqeskie struktury β_ξ na mnoßestvah

X_ξ × X_ξ i ih ob¨edinenie budet topologiqeskoæ strukturoæ na X × X. Netrudno ponØt~, qto takoe ob¨edinenie ne vsegda suwestvuet, a esli i suwestvuet, to v obwem sluqae opredeleno neodnoznaqno. DlØ suwestvovaniØ ob¨edineniØ neobhodimo, koneqno, soglasovanie topologiqeskih struktur β_ξ drug s drugom v tom smysle, qto l¸bye β_ξ i β_η opredelØ¸t na (X_ξ × X_ξ ) ∩ (X_η × X_η ) odnu i tu ße topologiqesku¸ strukturu. Esli takoe topologiqeskoe ob¨edinenie suwestvuet, to naibol~xee iz nih opredeleno odnoznaqno. Ono sostoit iz vseh mnoßestv G ⊂ X × X, pereseqenie kotoryh s kaßdym X_ξ × X_ξ prinadleßit β_ξ . Esli rassmatriva¸tsØ ob¨edineniØ lokal~nyh bitopologiqeskih struktur, soglasovannyh drug s drugom, to oni vsegda suwestvu¸t i naibol~xee iz nih ØvlØetsØ lokal~noæ bitopologiqeskoæ strukturoæ. Deæstvitel~no, kak bylo uße otmeqeno, naibol~xee ob¨- edinenie sostoit iz vseh mnoßestv G ⊂ X × X, pereseqenie kotoryh s kaßdym X_ξ × X_ξ prinadleßit β_ξ . Takovym ØvlØetsØ kaßdoe odnotoqeqnoe mnoßestvo {(x, y)} dlØ x ≠ y, tak kak esli daße (x, y), x ≠ y, prinadleßit X_ξ × X_ξ , to {(x, y)} ∈ β_ξ , v silu lokal~nosti β_ξ . Takim obrazom v klasse lokal~nyh bitopologiqeskih struktur problema ob¨edineniØ soglasovannyh struktur rexaetsØ odnoznaqno.

DrugaØ situaciØ voznikaet pri ob¨edinenii tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur. V pervoæ glave knigi problema ob¨edineniØ v klasse tranzitivnyh bitopologiqeskih struktur rassmotrena dovol~no detal~no. Okazalos~, qto ih soglasovannost~ okazyvaetsØ zdes~ nedostatoqnoæ. PotrebovalsØ celyæ rØd dopolnitel~nyh usloviæ, obespeqiva¸wih poloßitel~-

94 A. A. IVANOV noe rexenie problemy. My ne budem povtorØt~ zdes~ dovol~- no sloßnye postroeniØ i dokazatel~stva, otnosØwiesØ k fftomu, ograniqivxis~ lix~ nekotorymi kl¸qevymi momentami.

Trudnost~ postroeniØ tranzitivnoæ bitopologiqeskoæ struktury β na vsem X po bitopologiqeskim strukturam β_ξ na X_ξ sostoit v tom, qto v otliqie ot lokal~noæ situacii trebuetsØ vvodit~ ne obØzatel~no trivial~nye shodimosti k toqkam (x, y), ne prinadleßawim ni k odnomu mnoßestvu X_ξ × X_ξ . �to, v principe, moßno osuwestvit~, perenosØ napravlennosti iz toqki x posledovatel~no v toqki x = x_1, x_2, . . . , x_n = y, gde kaßdaØ para

x_i, x_{i+1} toqek prinadleßit kakomu to mnoßestvu X_ξ – perenosom vdol~ cepi x_1, x_2, . . . , x_n. No takoæ perenos vozmoßen tol~ko togda, kogda l¸bye dve toqki soedinimy kakoæ-nibud~ cep~¸ - sistema β_ξ – cepno svØzna. Dalee neobhodimo, qtoby takoæ perenos ne zavisel ot vybora cepi (a takih cepeæ moßet byt~ oqen~ mnogo) – ffta nezavisimost~ byla sformulirovana kak predvaritel~noe uslovie, naloßennoe na sistemu β_ξ . Iz fftogo usloviØ sleduet, v qastnosti, soglasovannost~ postroennoæ tak bitopologiqeskoæ struktury β so vsemi β_ξ . V dal~neæxem my budem rassmatrivat~ bitopologiqeskie mnogoobraziØ, kak topologiqeskie mnogoobraziØ rassmatrivaemye s nekotoroæ sistemoæ bitopologiqeskih struktur β_ξ , opredelennyh na evklidovyh okrestnostØh X_ξ , obrazu¸wih lokal~no koneqnoe pokrytie.

2. Bitopologiqeskie struktury na R. KaßdaØ bitopologiqeskaØ struktura β, opredelennaØ na qislovoæ prØmoæ R, induciruet na neæ sootvetstvu¸wu¸ topologiqesku¸ strukturu

τ = β|R. My ostanovimsØ na sluqae, kogda β|R – obyqnaØ to-

pologiqeskaØ struktura qislovoæ prØmoæ. FiksiruØ taku¸ bitopologiqesku¸ strukturu β na R, my fiksiruem, tem samym, mnoßestvo nepreryvnyh otobraßeniæ f : (R, τ) −→ (R, τ ), dlØ kotoryh f : (R, β) −→ (R, β) ØvlØ¸tsØ binepreryvnymi otobraßeniØmi. Sama struktura β budet v fftom sluqae bitopologiqeskim predstavleniem fftogo mnoßestva.

Pri postroenii struktury β my moßem ishodit~ iz obyqnoæ topologiqeskoæ struktury ploskosti R×R, oslablØØ ee ili usilivaØ vne diagonali Δ = {(x, x)|x ∈ R}.

Zameqanie Napomnim, qto oslableniem ishodnoæ topologiqeskoæ struktury τ topologiqeskogo prostranstva X po nekotoroæ sisteme G ego podmnoßestv nazyvaetsØ topologiqeskaØ struktu-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 95 ra, sostoØwaØ iz mnoßestv, pereseqeniØ kotoryh s kaßdym mnoßestvom G ∈ G prinadleßit τ |G. Takim ße usloviem opredelØ- ¸tsØ zamknutye mnoßestva oslableniØ.

Teorema. Pust~ lokal~naØ bitopologiqeskaØ struktura β na R

(topologiqeskaØ struktura na R^2) ØvlØetsØ oslableniem obyqnoæ lokal~noæ struktury posredstvom sistemy vseh prØmyh y − a = λ(x − a) v R^2 dlØ vseh a ∈ R i vseh λ > 0. Togda otobraßenie f : (R, β) −→ (R, β) binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono kusoqno lineæno.

Dokazatel~stvo. Pust~ β – lokal~naØ topologiqeskaØ struktura na R^2, poluqennaØ oslableniem obyqnoæ lokal~noæ topologiqeskoæ struktury posredstvom ukazannoæ sistemy prØmyh. �to znaqit, qto posledovatel~nost~ ((x_i, y_i)|i ∈ N) −→_β (x, y) ⇐⇒ x =

y, y_i − x = λ(x_i − x) dlØ nekotorogo λ > 0, priqem posledovatel~-

nosti (x_i) i (y_i) shodØtsØ k x. Srazu zametim, qto β induciruet diskretnu¸ topologi¸ na kaßdoæ gorizontal~noæ i na kaßdoæ vertikal~noæ prØmoæ.

Rassmotrim proizvol~noe binepreryvnoe otobraßenie f :

(R, β) −→ (R, β) i dokaßem, qto ono ØvlØetsØ kusoqno lineænym

otobraßeniem. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto f lineæno na otrezkah [x, x + ϵ] i [x − ϵ, x] dlØ kaßdogo x ∈ R, gde ϵ > 0 zavisit ot x. Zametim, qto moßno ograniqit~sØ tol~ko sluqaem

x = 0, f(0) = 0, kombiniruØ f, v sluqae neobhodimosti s paral-

lel~nymi perenosami na R. Bolee togo my moßem ograniqit~sØ otrezkami [0, ϵ], ϵ > 0, tak kak β i, odnovremenno, ponØtie kusoqnoæ lineænosti invariantny otnositel~no perehoda ot (x, y) k

(−x, −y). Naxa blißaæxaØ cel~ dokazat~, qto f libo ne obra-

waetsØ v nol~ ni v odnoæ toqke vnutri nekotorogo otrezka [0, ϵ] libo toßdestvenno ravno nul¸ na nem.

Dopustim, qto f ne toßdestvenno ravna nul¸ na vseh otrezkah [0, ϵ], no suwestvuet takaØ shodØwaØsØ k nul¸ posledovatel~- nost~ (x_n|n ∈ N), qto f(x_n) = 0 dlØ kaßdogo n ∈ N. Oboznaqim qerez A mnoßestvo vseh toqek R_+ = {x|x > 0}, dlØ kotoryh f(x) = 0. Toqka 0 budet togda predel~noæ toqkoæ kak mnoßestva A tak i mnoßestva CA = R_+\A v obyqnoæ topologii na R. Mnoßestvo CA ØvlØetsØ otkrytym v R mnoßestvom i pofftomu ono predstavimo v vide ob¨edineniØ intervalov s koncami v A (budem nazyvat~ ih special~nymi) i, vozmoßno, nekotorogo beskoneqnogo intervala (c, ∞). Nas interesu¸t koneqnye special~nye intervaly,

96 A. A. IVANOV neograniqenno priblißa¸wiesØ k nul¸.

Pust~ (y_i, y_{i+1}) – l¸boæ iz takih intervalov, raspoloßennyæ na vertikal~nom luqe x = 0, y ≥ 0, y_i = λx_i, y_{i+1} = λx_{i+1}, gde

λ > 0. Esli v intervale (x_i, x_{i+1}) soderßitsØ kakaØ-nibud~ toq-

ka iz A, naprimer strogo soderßitsØ kakoæ-nibud~ special~- nyæ interval i, sledovatel~no, kakaØ-nibud~ toqka x^′_i mnoßestva A, to toqka (f(x^′_i), f(λx^′_i)) nahoditsØ na vertikal~nom luqe x = 0, y ≥ 0. Dopustim, qto na fftom luqe suwestvu¸t skol~ ugodno blizkie k nul¸ special~nye intervaly s ukazannym vyxe svoæstvom. Togda posledovatel~nost~ toqek (x^′_i, λx^′_i) na luqe

L_λ = {(x, λx) shoditsØ k toqke (0, 0) i, sledovatel~no, posledo-

vatel~nost~ (f(x^′_i), f(λx^′_i)) takße dolßna shodit~sØ k toqke (0, 0). No ffta posledovatel~nost~ leßit na vertikal~noæ prØmoæ s diskretnoæ na neæ topologieæ i potomu dolßna byt~ stacionarnoæ, to est~ f(λx^′_i) = 0 dlØ vseh dostatoqno bol~xih i, qto protivoreqit uslovi¸ y^′_i = λx^′_i /∈ A.

Nam ostalos~ rassmotret~ sluqaæ kogda v l¸bom intervale

(x_i, x_{i+1}) dostatoqno blizkom k nul¸ net toqek iz A i pofftomu

on soderßitsØ (ne obØzatel~no strogo soderßitsØ) v nekotorom special~nom intervale (x^′_i, x^′_{i+1}). V fftoæ situacii opØt~ ße vozmoßny dva sluqaØ, a imenno:

1. (λx^′_i, λx^′_{i+1}) strogo soderßit special~nyæ interval, qto opØt~ pozvolØet poluqit~ protivoreqie, pol~zuØs~ teper~ diskretnost~¸ topologii na gorizontal~noæ prØmoæ y = 0.

2. DlØ kaßdogo λ > 0 vse dostatoqno blizkie k nul¸ special~- nye intervaly perevodØtsØ preobrazovaniem x → λx v special~- nye intervaly. Netrudno dokazat~, qto fftot sluqaæ nevozmoßen. Deæstvitel~no, otkrytoe v obyqnoæ topologii mnoßestvo CA sostoit iz sqetnogo koliqestva nepereseka¸wihsØ special~nyh intervalov, pofftomu naædetsØ tol~ko sqetnoe koliqestvo special~nyh qisel ϵ, dlØ kotoryh special~noe mnoßestvo CA ∩ (0, ϵ) sostoit iz special~nyh intervalov. Ots¸da sleduet, qto suwestvuet tol~ko sqetnoe koliqestvo par ϵ_1, ϵ_2 special~nyh qisel i, sledovatel~no, tol~ko sqetnoe koliqestvo qisel λ, dlØ kotoryh sootvetstvie x → λx perevodit kakoe-nibud~ special~noe mnoßestvo v special~noe mnoßestvo, qto protivoreqit proizvol~nosti λ > 0.

My dokazali, takim obrazom, qto suwestvuet nekotoryæ otrezok [0, ϵ], na kotorom funkciØ f libo toßdestvenno ravna nul¸

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 97 libo v nol~ ne obrawaetsØ. V pervom sluqae f lineæna na fftom otrezke, dokaßem ee lineænost~ vo vtorom sluqae.

Bez naruxeniØ obwnosti moßno predpolagat~, qto f(x) > 0 na (0, 1]. Zametim, preßde vsego, qto dlØ kaßdogo λ > 0 suwestvu¸t λ^′ > 0 i ϵ > 0 takie, qto f(λx) = λ^′x dlØ vseh x ∈ [0, ϵ]. Deæstvitel~no, esli ffto ne tak, to naædetsØ shodØwaØsØ k nul¸ posledovatel~nost~ (x_n), dlØ kotoroæ f(λx_n) = λ^′_nf(x_n), priqem posledovatel~nost~ (λ^′_n) ne stabiliziruetsØ. Tak kak^{f(λx)}_{f(x)} ØvlØetsØ nepreryvnoæ funkcieæ na (0, ϵ], to slegka izmeniv znaqeniØ x_n my smoßem pereæti k posledovatel~nosti (x_n) −→ 0, dlØ kotoroæ f(λx_n) = λ^′_nf(x_n) i vse λ^′_n razliqny. No togda

(x_n, λx_n) −→_β (0, 0) i v to ße vremØ (f(x_n), f(λx_n)) −̸→_β (0, 0),

qto protivoreqit binepreryvnosti f. Takim obrazom my moßem sqitat~, qto f(λx) = λ^′f(x) dlØ x ∈ (0, ϵ].

Issleduem teper~ funkci¸ λ^′ = λ^′(λ), to est~ otmeqennu¸ tol~ko qto zavisimost~ λ^′ ot λ. Fiksiruem nekotoroe λ > 0, Pust~ α ≠ 0 takoe qislo, qto λ^{′α} = λ. Vvedem novu¸ funkci¸

g(x), poloßiv g(x) = f^α(x) dlØ vseh x ∈ [0, ϵ]. DlØ fftoæ funkcii g(λx) = (f(λx))^α = (λ^′)^αf^α(x) = λg(x). Takim obrazom g(λx) = λg(x). Ots¸da koneqno ne sleduet lineænost~ funkcii g(x), tak kak ravenstvo g(λx) = λg(x) dokazano tol~ko dlØ nekotorogo fiksirovannogo λ. DlØ drugogo qisla λ_1 my budem imet~, vozmoßno, drugu¸ funkci¸ g_1 i, sootvetstvenno, drugoe sootnoxenie

g_1(λ_1x) = λ_1g_1(x).

Fiksiruem dva qisla λ < 1, λ_1 < 1 i, sootvetstvenno, dve funkcii g(x) i g_1(x). Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto oni zadany na [0, ϵ]. Rassmotrim toqki ϵ, λϵ, . . . , λ^nϵ, . . . i otrezki [λ^{n+1}ϵ, λ^nϵ], n = 0, 1, . . ., k, . . .. �ti otrezki perehodØt drug v druga pri λ-sßatii. Toqki (ϵ, g(ϵ)), (λϵ, λg(ϵ)), . . . , (λ^nϵ, λ^ng(ϵ)), . . . nahodØtsØ na grafike funkcii g(x) i takße perehodØt drug v druga pri λ-sßatii. Takim obrazom grafik funkcii g(x) moßno poluqit~ posledovatel~nym λ-sßatiem ee grafika nad otrezkom

[λϵ, ϵ]. Ots¸da sleduet, qto grafik funkcii g(x) leßit meßdu

prØmymi y = kx i y = k^′x, k > k^′. Analogiqno, grafik funkcii

g_1(x) leßit meßdu prØmymi y = k_1x y = k^′_1x. PereædØ k funkcii

98 A. A. IVANOV

f(x), my poluqim neravenstva

kx 6 f^α(x) 6 k^′x

k_1x 6 f^α_1 (x) 6 k^′_1x

ili, qto to ße samoe,

(kx)^{1α} 6 f(x) 6 (k^′x)^{1α}

(k_1x)^{1α}1 6 f(x) 6 (k^′_1x)^{1α}1 .

Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto α 6 α_1 ili^1_α ¿^1_{α1} . Esli ffto neravenstvo strogoe, to dlØ dostatoqno malyh x imeet mesto neravenstvo (k^′x)^1α < (k_1x)^{1α}1 i my prihodim k protivore- qi¸ f(x) 6 (k^′x)^{1α} < (k_1x)^{1α1} 6 f(x)

dlØ dostatoqno malyh x. Tem samym dokazano, qto α = α^′. Takim obrazom funkcii g(x) i g_1(x) sovpada¸t, sootnoxenie

g(λx) = λg(x) spravedlivo dlØ vseh λ < 1 i pofftomu funkciØ g(x) = ax ØvlØetsØ lineænoæ funkcieæ a f(x) = (ax)^{1α} . Esli my

teper~ pereædem k drugoæ toqke x_0, to vmesto funkcii f(x) my dolßny budem rassmatrivat~ funkci¸ f^′(x^′) = f(x^′ + x_0) − f(x_0). Po dokazannomu ranee dolßno imet~ mesto sledu¸wee ravenstvo:

f(x^′ + x_0) − f(x_0) = (cx^′)^{1γ} dlØ kakih-to c i γ, qto vozmoßno tol~-

ko dlØ α = 1. Tem samym dokazano, qto f(x) = ax, to est~ f – lineænaØ funkciØ na [0, ϵ].

Moßno dokazat~, qto otmena v predyduweæ teoreme usloviØ

λ > 0 (dobavlenie vseh gorizontal~nyh prØmyh) ne menØet ee re-

zul~tativnu¸ qast~. S drugoæ storony, esli my ewe bolee rasxirim sistemu prØmyh, prisoediniv i vertikal~nye prØmye, to teorema okaßetsØ nevernoæ. Esli ße uslovie λ > 0 zamenit~ na uslovie λ < 0, to f : (R, β) −→ (R, β) binepreryvno togda i tol~ko togda, kogda ono kusoqno lineæno i libo strogo monotonno libo postoØnno. Takim obrazom, menØØ sistemu prØmyh, po kotoroæ osuwestvlØetsØ oslablenie standartnoæ lokal~noæ topologiqeskoæ struktury na R^2, my poluqaem bitopologiqeskie predstavleniØ razliqnyh mnoßestv nepreryvnyh vewestvennyh funkciæ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 99

3. Bitopologiqeskie struktury na R^n. Sluqaæ R^n, n > 1 v obwem analogiqen sluqa¸ R, rassmotrennomu v predyduwem razdele, tol~ko tehnika dokazatel~stva neskol~ko sloßnee.

Teorema. Pust~ dlØ kaßdogo n ∈ N topologiqeskaØ struktura βn

ØvlØetsØ oslableniem obyqnoæ lokal~noæ topologiqeskoæ struktury na R^{2n} otnositel~no diagonali Δ = {(x, x)|x ∈ R^n} posredstvom sistemy n-mernyh giperploskosteæ y − a = λ(x − a), gde

a ∈ R^n, λ > 0. Togda otobraßenie f : (R^p, βp) −→ (R^q, βq ) binepre-

ryvno togda i tol~ko togda, kogda ono kusoqno lineæno.

Dokazatel~stvo. Sluqaæ p = q = 1 uße rassmotren v predyduwem razdele. Rassmotrim teper~ sluqaæ p = 1, q > 1.

Pust~ f : (R, β_1) −→ (R^q, β_q) – binepreryvnoe otobraßenie. Togda f = (f_1, f_2, . . . , f_q), gde kaßdoe f_i otobraßaet bitopologiqeskoe prostranstvo (R, β) v sebØ. V sootvetstvii s zakl¸qitel~- noæ qast~¸ sootvetstvu¸weæ teoremy, vse f_i ØvlØ¸tsØ kusoqno lineænymi otobraßeniØmi i pofftomu f – kusoqno lineænoe otobraßenie. Dal~neæxee rassußdenie ispol~zuet indukci¸ po p pri proizvol~nom q.

Rassmotrim proizvol~no fiksirovannoe binepreryvnoe otobraßenie f : (R^{p+1}, β_{p+1}) −→ (R^q, β_q). Naxa cel~ dokazat~, qto ffto otobraßenie budet kusoqno lineænym v predpoloßenii kusoqno lineænosti l¸bogo binepreryvnogo otobraßeniØ

g : (R^p, β_p) −→ (R^q, β_q). DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto f-

kusoqno lineæno v nekotoroæ okrestnosti l¸boæ toqki x ∈ R^{p+1}. Bez naruxeniØ obwnosti moßno ograniqit~sØ izuqeniem otobraßeniØ f v okrestnosti toqki O, vse koordinaty kotoroæ ravny nul¸, i sqitat~ pri fftom, qto f(O) = O. Po predpoloßeni¸ f – kusoqno lineæno na kaßdom luqe L s naqal~noæ toqkoæ O i pofftomu lineæno na nekotorom otrezke [O, l] fftogo luqa. Budem sqitat~ pri fftom, qto ffto maksimal~nyæ otrezok lineænosti otobraßeniØ f na luqe L (v qastnosti moßet okazat~sØ, qto f lineæno na vsem luqe L). Budem nazyvat~ ego pervym otrezkom lineænosti na luqe L. My dokaßem, preßde vsego, qto sovokupnost~ toqek pervyh otrezkov lineænosti, vzØtyh po vsem luqam iz O, ØvlØetsØ okrestnost~¸ toqki O v R^{p+1}.

Deæstvitel~no, dopustim, qto suwestvu¸t pervye otrezki lineænosti skol~ ugodno maloæ dliny. Rassmotrim togda posledovatel~nost~ [O, l_k] takih otrezkov na luqah L_k, dlØ kotoryh

100 A. A. IVANOV

(l_k) −→ O. Pust~ [l_k, l_k^′] – vtoroæ otrezok lineænosti otobra-

ßeniØ f na luqe L_k. Fiksiruem nekotoroe qislo λ, 0 < λ < 1. Na kaßdom luqe L_k fiksiruem zatem taku¸ toqku x_k ∈ [l_k, l_k^′], qto λx_k ∈ [O, l_k]. ˚sno, qto (λx_k, x_k) −→_{βp+1} (O, O). S drugoæ storony dokaßem, qto ffti toqki x_k, λx_k moßno vybrat~ tak, qto

(f(λx_k), f(x_k)) −̸→_{βq} (O, O). DlØ dokazatel~stva fftogo nam pri-

detsØ rassmotret~ neskol~ko sluqaev:

1) f(l_k ) = O dlØ vseh k ∈ N. V fftom sluqae f(l^′_k ) ≠ O, tak kak [O, l_k] – maksimal~nyæ otrezok lineænosti otobraßeniØ f na luqe L_k. Togda f(x_k) ≠ O, no f(λx_k) = O, pofftomu (f(λx_k), f(x_k)) −̸→_{βq} (O, O). 2) f(l_k) ≠ O, toqki O, f(l_k), f(l^′_k) ne leßat na odnoæ prØmoæ i pofftomu ne suwestvuet λ^′, dlØ kotorogo f(λx_k ) = λ^′f(x_k).

3) f(l_k ) ≠ O, toqki O, f(l_k), f(l^′_k ) leßat na odnoæ prØmoæ. Bez naruxeniØ obwnosti moßno sqitat~, qto ffti toqki leßat na luqe L_k, f(l_k) = μ_kl_k, μ_k > 0, f(l^′_k) − f(l_k) = μ^′(l_k − l^′_k), priqem μ^′_k ≠ μ_k, tak kak [O, l_k] – maksimal~nyæ otrezok lineænosti otobraßeniØ f. Togda f(x_k) − f(l_k ) = μ^′_k(x_k − l_k), f(λx_k) = μλx_k, f(λx_k ) f(x_k) = λμ_k x_k f(l_k) + μ^′(x_k − l_k) = λμ_k x_k μ_kl_k + μ^′_k(x_k − l_k) . Esli x_k blizko k l_k (x_k s l_k), to λ^′_k =^{f(λxk)}_{f(xk)} s^λ_{lk} x_k, pofftomu my moßem var~irovat~ veliqinu λ^′_k slegka menØØ x_k. Takim obrazom i v fftom sluqae my naædem posledovatel~nost~ x_k taku¸, qto (λx_k, x_k) −→_{βp+1} (O, O), no (f(λx_k), f(x_k)) −̸→_{βq} (O, O). ˚sno, qto dlØ l¸boæ posledovatel~nosti (l_k) −→ O my budem imet~ odin iz fftih treh sluqaev, perehodØ, esli ffto neobhodimo, k ee podposledovatel~nosti, poztomu suwestvovanie takoæ posledovatel~nosti privodit nas k protivoreqi¸. Tem samym dokazano, qto toqki vseh otrezkov lineænosti [O, l] obrazu¸t okrestnost~ toqki O. V fftoæ okrestnosti moßno vzØt~ (p + 1)- mernyæ simpleks, soderßawiæ vnutri toqku O. Togda, po induktivnomu predpoloßeni¸, otobraßenie f kusoqno lineæno na granice fftogo simpleksa, a na otrezkah, soedinØ¸wih toqku O s toqkami granicy simpleksa, ffto otobraßenie, po dokazannomu vyxe, lineæno. Ots¸da sleduet, qto f – kusoqno lineæno na vsem simplekse, to est~ kusoqno lineæno na nekotoroæ okrestnosti toqki O.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 101 My dokazali, qto iz binepreryvnosti otobraßeniØ f :

(R^p, βp) −→ (Rq, βq) sleduet kusoqno lineænost~ otobraßeniØ f : R^p −→ R^q. Dokaßem teper~ obratnoe utverßdenie. Pust~ f : R^p −→ R^q – kusoqno lineænoe otobraßenie dokaßem, qto v

fftom sluqae otobraßenie f : (R^p, β_p) −→ (R_q, β_q) budet binepreryvnym otobraßeniem. Bez naruxeniØ obwnosti moßno predpolagat~, qto f(O) = O. Pust~ (λx_k, x_k) −→_{βp} (O, O), dokaßem, qto

(f(λx_k), f(x_k)) −→_{βq} (O, O). OpØt~ ße bez naruxeniØ obwnosti

moßno predpolagat~, qto vsØ posledovatel~nost~ (λx_k, x_k) celikom soderßitsØ v nekotorom simplekse soderßawemsØ v R^q i f otobraßaet fftot simpleks lineæno na nekotoryæ simpleks soderßawiæsØ v R^q. No togda l¸baØ para toqek λx_k, x_k perehodit pri otobraßenii f v paru toqek f(λx_k) = λf(x_k ), f(x_k) i, takim obrazom, (f(λx_k ), f(x_k)) −→_{βq} (O, O), qto i trebovalos~ dokazat~. 4. Bitopologiqeskie struktury na topologiqeskih mnogoobraziØh. Lokal~naØ struktura l¸bogo topologiqeskogo mnogoobraziØ prosta – ffto topologiqeskaØ struktura evklidova prostranstva sootvetstvu¸weæ razmernosti. Global~naØ ße ego struktura (topologiqeskaØ struktura na vsem mnogoobrazii) estestvenno opredelena lokal~nymi strukturami, kak ih ob¨- edinenie. Toqno takaØ ße situaciØ imeet mesto, kak my zametili v razdele 1, v klasse lokal~nyh bitopologiqeskih struktur. Tak kak standartnye bitopologiqeskie struktury β_n, opredelennye nami na evklidovyh prostranstvah R^n, ØvlØ¸tsØ lokal~nymi strukturami, to v sluqae ih soglasovannosti budet opredeleno ih ob¨edinenie, ØvlØ¸weesØ nekotoroæ lokal~noæ bitopologiqeskoæ strukturoæ na vsem mnogoobrazii.

Pod kusoqno lineænoæ strukturoæ, opredelennoæ na nekotorom n-mernom topologiqeskom mnogoobrazii W^n bez granicy, my budem ponimat~ ego lokal~no koneqnoe pokrytie oblastØmi

G_i snabßennymi vzaimno odnoznaqnymi i vzaimno nepreryvny-

mi otobraßenimi φ_i oblasti G_i na evklidovo prostranstvo R^n s standartnoæ lineænoæ strukturoæ. Pri fftom trebuetsØ qtoby ffti otobraßeniØ byli soglasovany v tom smysle, qto dlØ kaßdogo G_{ij} = G_i ∩ G_j sootvetstvie φ_i(x) → φ_j (x) dlØ vseh x ∈ G_{ij} bylo kusoqno lineænym otobraßeniem.

Teorema. Kaßdoe kusoqno lineænaØ struktura na topologiqe-

skom mnogoobrazii bez granicy moßet byt~ predstavlena nekotoroæ lokal~noæ bitopologiqeskoæ strukturoæ (na fftom mnogo-

102 A. A. IVANOV obrazii).

Dokazatel~stvo. OtobraßeniØ φi : Gi −→ R^n pozvolØ¸t perenesti na vse oblasti G_i standartnu¸ lokal~nu¸ bitopologiqesku¸ strukturu β, opredelennu¸ na R. �ti lokal~nye bitopologiqeskie struktury β_i okazyva¸tsØ poparno soglasovannymi. Deæstvitel~no, pust~ β_{ij} - bitopologiqeskaØ struktura, inducirovannaØ na G_{ij} bitopologiqeskoæ strukturoæ β_i. Nam nado dokazat~, qto β_{ij} = β_{ji} dlØ vseh i, j. Zametim v svØzi s fftim, qto sootvetstvie x → φ_i(x) → φ_j(x)φ^{−1}_j (x) = x ØvlØetsØ binepreryvnym otobraßeniem (G_{ij}, β_{ij}) na (G_{ji}, β_{j,i}), i obratnoe emu otobraßenie. Ots¸da sleduet sovpadenie β_{ij} s β_{ji}. Takim obrazom opredeleno ob¨edinenie vseh β_i, predstavlØ¸wee zadannu¸ kusoqno lineænu¸ strukturu.

§2. Infinitezimal~nye struktury na R^n 1. Struktura beskoneqno malyh. My videli, qto kusoqno lineænye mnogoobraziØ W mogut byt~ predstavleny lokal~nymi bitopologiqeskimi strukturami, opredelennymi sootvetstvu¸wimi shodimostØmi posledovatel~nosteæ toqek mnoßestva

W × W k toqkam diagonali fftogo kvadrata. V svo¸ oqered~ ffti

shodimosti v W × W mogut byt~ predstavleny nekotorymi parami shodimosteæ v W . Ot shodimosteæ v W , v qastnosti v R^n, posledovatel~nosteæ (x_k|k ∈ N) −→ 0 my moßem pereæti k ih rostkam, to est~ k klassam shodimosteæ sovpada¸wih na skol~ ugodno malyh ih nositelØh, no gorazdo udobnee so mnogih toqek zreniØ rassmatrivat~ ne rostki takih posledovatel~nosteæ, a sootvetstvu¸wie im beskoneqno blizkie k nul¸ v (R^∗)^n (beskoneqno malye) toqki nestandartnogo analiza. Takoe sootvetstvie moßet byt~ osuwestvleno sledu¸wim obrazom.

Fiksiruem v N nekotoryæ nepustoæ isqeza¸wiæ ul~trafil~tr γ. Takoæ ul~trafil~tr obladaet sledu¸wimi svoæstva- mi: A ∪ B ∈ γ ⇐⇒ A ∈ γ ili B ∈ γ, A ∩ B ∈ γ ⇐⇒ A ∈ γ i B ∈ γ. Fiksirovannyæ nami ul~trafil~tr γ pozvolØet vvesti otnoxenie ffkvivalentnosti dlØ shodØwihsØ k nul¸ v R^n posledovatel~-

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 103 nosteæ toqek. Budem sqitat~, qto posledovatel~nosti

(x_k|k ∈ N) i (x^′_k|k ∈ N)

γ-ffkvivalentny, esli x_k = x^′_k dlØ vseh k prinadleßawih nekotoromu mnoßestvu A ∈ γ. Vvedennoe takim obrazom otnoxenie ØvlØetsØ otnoxeniem ffkvivalentnosti. Ego refleksivnost~ i simmetriqnost~ oqevidny, tranzitivnost~ ße dokazyvaetsØ sledu¸wim rassußdeniem. Pust~ γ-ffkvivaletny posledovatel~nosti (x_k|k ∈ N) i (x^′_k|k ∈ N), a takße posledovatel~nosti (x^′_k|k ∈ N) i (x^{′′}_k|k ∈ N). Zto znaqit, qto x_k = x^′_k dlØ vseh k prinadleßawih nekotoromu mnoßestvu A ∈ γ, a takße x^′_k = x^{′′}_k dlØ vseh k, prinadleßawih nekotoromu mnoßestvu B ∈ γ. No togda x_k = x^{′′}_k dlØ vseh k, prinadleßawih mnoßestvu A ∩ B ∈ γ, to est~ posledovatel~nosti (x_k|k ∈ N) i (x^{′′}_k|k ∈ N) budut takße γ-ffkvivalentny. Zameqanie My govorili o klassah γ-ffkvivalentnosti shodØwihsØ k nul¸ posledovatel~nosteæ. Odnako takim posledovatel~nostØm mogut okazat~sØ γ-ffkvivalentnymi i posledovatel~- nosti vewestvennyh qisel ne shodØwiesØ k nul¸. Naprimer, esli ul~trafil~tru γ prinadleßit mnoßestvo vseh qetnyh natural~nyh qisel, to emu ne budet prinadleßat~ mnoßestvo vseh neqetnyh natural~nyh qisel i pofftomu posledovatel~nost~

(x^′_k|k ∈ N), sovpada¸waØ s posledovatel~nost~¸ (x_k =^1_k |n ∈ N)

dlØ vseh qetnyh k i ravnaØ 1 dlØ vseh neqetnyh k ne budet shodit~sØ k nul¸, no budet γ-ffkvivalentnoæ shodØweæsØ k nul¸ posledovatel~nosti. RassmatrivaØ beskoneqno malye qisla, kak klassy ffkvivalentnosti posledovatel~nosteæ, my budem vkl¸- qat~ v nih ne tol~ko shodØwiesØ k nul¸ posledovatel~nosti, no i γ-ffkvivalentnye im ne shodØwiesØ posledovatel~nosti.

Kaßdyæ klass γ-ffkvivalentnosti rassmatrivaetsØ, kak nestandartnaØ toqka iz (R^∗)^n beskoneqno blizkaØ k nul¸. Tak kak l¸bye posledovatel~nosti (x_k|k ∈ N) i (x^′_k|k ∈ N), prinadleßawie odnomu i tomu ße rostku, sovpada¸t poqti dlØ vseh k ∈ N, to kaßdomu rostku sootvetstvuet odnoznaqno opredelØemaØ im beskoneqno malaØ toqka. Bolee togo raznym rostkam moßet sootvetstvovat~ odna i ta ße beskoneqno malaØ toqka. Takim obrazom struktura beskoneqno malyh toqek grubee struktury rostkov. Mnoßestvo vseh beskoneqno malyh toqek moßno rassmatrivat~, kak lineænoe prostranstvo, perenosØ na posledovatel~nosti toqek i zatem na klassy ih γ-ffkvivalentnosti operacii sloßeniØ

104 A. A. IVANOV toqek lineænogo prostranstva R^n i umnoßeniØ ih na vewestvennye qisla (toqki lineænogo prostranstva R).

Rassmotrim snaqala beskoneqno malye qisla. Mnoßestvo vseh beskoneqno malyh qisel (klassov γ-ffkvivalentnosti posledovatel~nosteæ vewestvennyh qisel) oboznaqim qerez I^∗. �to mnoßestvo moßno prevratit~ v uporØdoqennoe kol~co, vvedØ na nem sootvetstvu¸wim obrazom sloßenie, umnoßenie i otnoxenie porØdka, soglasovannoe s fftimi operaciØmi.

Operacii sloßeniØ beskoneqno malyh qisel opredelØ¸tsØ sledu¸wim obrazom. Pust~

(x_k|n ∈ N) i (x^′_k|k ∈ N)

– proizvol~nye predstaviteli dvuh beskoneqno malyh qisel, to est~ klassov γ-ffkvivalentnosti α i α^′. Togda v kaqestve summy

α + α^′, beretsØ klass γ-ffkvivalentnosti, soderßawiæ posledova-

tel~nost~ (x_k + x^′_k|k ∈ N). Netrudno dokazat~, qto klass α + α^′ ne zavisit ot vybora predstaviteleæ klassov α i α^′. Analogiqno vvoditsØ umnoßenie beskoneqno malyh qisel i ih umnoßenie na vewestvennye qisla.

Rassmotrim teper~ otnoxenie porØdka na I^∗, pri kotorom l¸bye dva beskoneqno malyh qisla okazyva¸tsØ sravnimymi. Pust~

(x_k|k ∈ N) i (x^′_k|k ∈ N)

– proizvol~nye predstaviteli dvuh beskoneqno malyh qisel α i α^′. Poloßim v I^∗ (x_k|k ∈ N) < (x^′_k|k ∈ N), esli x_k < x^′_k dlØ vseh k prinadleßawih nekotoromu mnoßestvu

A ∈ γ. Oboznaqim qerez A_<, A_=, A_> – mnoßestva teh k ∈ N, dlØ

kotoryh my imeem, sootvetstvenno, x_k < x^′_k, x_k = x^′_k, x_k > x^′_k �ti mnoßestva, oqevidno, poparno ne pereseka¸tsØ i A_< ∪

A_= ∪ A_> = N ∈ γ. Pofftomu odno i tol~ko odno iz fftih mnoßestv

prinadleßit γ i v sootvetstvii s fftim my imeem odin i tol~ko odin iz sluqaev:

(x_k|n ∈ N) < (x^′_k|k ∈ N) to est~ α < α^′,

(x_k|k ∈ N) = (x^′_k|k ∈ N) to est~ α = α^′,

(x_k|k ∈ N) > (x^′_k|k ∈ N) to est~ α > α^′.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 105 Netrudno dokazat~, qto takoe sravnenie ne zavisit ot vybora predstaviteleæ klassov ffkvivalentnosti.

Mnoßestvo vseh beskoneqno malyh toqek moßno rassmatrivat~ teper~, kak (I^∗)^n, operacii sloßeniØ ego fflementov i operaciØ umnoßeniØ na vewestvennye qisla pokomponentny. Udobnee, odnako, rassmatrivat~ neposredstvenno klassy γffkvivalentnosti posledovatel~nosteæ toqek prostranstva R^n i operirovat~ s fftimi klassami podobno tomu, kak my operirovali s klassami posledovatel~nosteæ vewestvennyh qisel.

BitopologiqeskaØ struktura β_n na R^n opredelØlas~ tak, qtoby klass vseh binepreryvnyh otobraßeniæ (R^n, β_n) v sebØ sovpadal s klassom vseh kusoqno lineænyh otobraßeniæ R^n v sebØ. �to sovpadenie obespeqivaetsØ sohraneniem pri takih otobraßeniØh struktury shodimosti, opredelØemoæ shodimostØmi

((x_k, λx_k)|k ∈ N) −→ (0, 0). Izuqenie fftoæ struktury shodimosti

predstavlØet bol~xie trudnosti daße posle perehoda ot posledovatel~nosteæ k ih rostkam, pofftomu perehod k nestandartnomu analizu predstavlØet znaqitel~nyæ interes.

2. Struktura infinitezimal~nyß luqeæ. Rassmotrim novu¸ strukturu, sostoØwu¸ iz tak nazyvaemyh infinitezimal~nyh luqeæ.

Opredelenie. Infinitezimal~nym luqem toqki a budem nazyvat~ l¸boe mnoßestvo {λx + a|λ ∈ R, λ > 0}, gde x – proizvol~no fiksirovannaØ nenulevaØ toqka iz (I^∗)^n, a – proizvol~naØ toqka

iz R^n.

V sootvetstvii s fftim opredeleniem kaßdoe mnoßestvo {x +

a|x ∈ (I^∗)^n} \ {a} razbivaetsØ na nepereseka¸wiesØ infinitezi-

mal~nye luqi.

Opredelenie. Sovokupnost~ vseh infinitezimal~nyh luqeæ budem nazyvat~ standartnoæ infinitezimal~noæ strukturoæ na

R^n.

Opredelenie. Budem govorit~, qto otobraßenie f : R^n −→ R^n sohranØet infinitezimal~nu¸ strukturu, esli ego estestvennoe prodolßenie f^∗ : (R^∗)^n −→ (R^∗)^n perevodit infinitezimal~nye luqi v infinitezimal~nye luqi.

OkazyvaetsØ vernym sledu¸wee utverßdenie.

106 A. A. IVANOV

Teorema. L¸boe otobraßenie f : R^n −→ R^n ØvlØetsØ kusoqno li-

neænym otobraßeniem togda i tol~ko togda, kogda ono sohranØet standartnu¸ infinitezimal~nu¸ strukturu.

Dokazatel~stvo. Pust~ f – kusoqno lineænoe otobraßenie. Dokaßem, qto ono sohranØet standartnu¸ infinitezimal~nu¸ strukturu. Dostatoqno dokazat~ ffto tol~ko dlØ sluqaØ kogda a i f(a) – nulevye toqki, kombiniruØ f v sluqae neobhodimosti s sootvetstvu¸wimi lineænymi otobraßeniØmi. Tak kak f – kusoqno lineænoe otobraßenie, to ono sohranØet β_n-shodimost~ v

R^{2n}. Rassmotrim x ∈ (I^∗)^n, λ > 0, λ ∈ R. Togda x i λx prinad-

leßat nekotoromu infinitezimal~nomu luqu. Toqka x ØvlØetsØ klassom posledovatel~nosteæ, pust~ (x_n|n ∈ N) – proizvol~naØ posledovatel~nost~ iz fftogo klassa. Togda posledovatel~nost~

(λx_k|k ∈ N) ØvlØetsØ predstavitelem klassa λx. Tak kak otobra-

ßenie f kusoqno lineæno na kaßdom luqe v R^n, to f^∗(λx) = λf^∗(x) i, tem samym, otobraßenie f sohranØet standartnu¸ infinitezimal~nu¸ strukturu. Pust~ teper~ izvestno, qto f sohranØet standartnu¸ infinitezimal~nu¸ strukturu. Dokaßem, qto v fftom sluqae f ØvlØetsØ kusoqno lineænym otobraßeniem, to est~ sohranØet β_n-shodimost~ v R^{2n}.

Dopustim, qto ffto ne tak i naædetsØ posledovatel~nost~

(x_k|k ∈ N), dlØ kotoroæ ((x_k, λx_k)|n ∈ N) −→_{βn} O, no ((f(x_k ), f(λx_k))|n ∈ N) −̸→_{βn} O, gde O – nulevaØ toqka v R^{2n} (my opØt~ moßem svesti obwiæ sluqaæ shodimosti v R^{2n} k sluqa¸ shodimosti k nulevoæ toqke). Rassmotrim togda posledovatel~nosti (f(x_k)|k ∈ N) i

(f(λx_k)|k ∈ N). DlØ kaßdogo k ∈ N libo naædetsØ takoe μ_k > 0,

qto f(λx_k ) = μ_kf(x_k), libo takogo qisla ne naædetsØ, to est~

f(λx_k) ≠ μf(x_k) dlØ kaßdogo μ ∈ R. Zametim teper~, qto v silu

naxego predpoloßeniØ otnositel~no f-obraza posledovatel~nosti opØt~ moßem predpoloßit~, qto f perevodit nulevu¸ toqku v sebØ). Rassmotrim togda posledovatel~nosti (f(x_k)|k ∈ N) i

(f(λx_k)|k ∈ N). DlØ kaßdogo k ∈ N libo naædetsØ takoe μ_k > 0,

qto f(λx_k ) = μ_kf(x_k), libo takogo qisla ne naædetsØ, to est~

f(λx_k) ≠ μf(x_k) dlØ vseh μ ∈ R, μ > 0. Zametim, teper~, qto

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 107 v silu naxego predpoloßeniØ otnositel~no f-obraza posledovatel~nosti ((x_k, λx_k)|k ∈ N), libo mnoßestvo {μ_k|f(λx_k) = μ_kf(x_k)} libo mnoßestvo teh k, dlØ kotoryh {μ|f(λx_k) = μf(x_k)} = ∅, beskoneqno. Deæstvitel~no, esli oba ffti mnoßestva koneqny, to posledovatel~nost~ ((f(x_k ), f(λx_k))|k ∈ N) budet ob¨edineniem koneqnogo qisla, β_n-shodØwihsØ k nulevoæ toqke posledovatel~- nosteæ i, sledovatel~no, sama budet shodit~sØ k nulevoæ toqke.

Nam ostalos~ rassmotret~ otdel~no dva fftih sluqaØ. V pervom sluqae moßno bez naruxeniØ obwnosti sqitat~, rassmatrivaØ, esli nado, sootvetstvu¸wu¸ podposledovatel~nost~, qto vse μ_k razliqny. PerehodØ ot posledovatel~nosteæ k sootvetstvu¸wim im klassam γ-ffkvivalentnosti my poluqaem beskoneqno malye toqki x, λx, f(x), f(λx) = λ^′x, priqem λ^′ ∉ R, qto protivoreqit sohraneni¸ otobraßeniem f standartnoæ infinitezimal~noæ struktury. Vo vtorom sluqae moßno sqitat~, qto

f(λx) = λ^′x+y, gde λ^′ moßet, voobwe govorØ, prinadleßat~ R^∗, no y ≠ μx ni dlØ kakogo μ ∈ R, qto opØt~ protivoreqit sohraneni¸

otobraßeniem f standartnoæ infinitezimal~noæ struktury.

3. Kusoqno lineænye mnogoobraziØ. Pust~ M^n – nekotoroe n-mernoe kusoqno lineænoe mnogoobrazie. �to znaqit, qto na sootvetstvu¸wem topologiqeskom mnogoobrazii zadany karty atlasov, opredelØ¸wie ffto kusoqno lineænoe mnogoobrazie. Pri fftom, kak netrudno zametit~, my moßem ograniqit~sØ atlasami, karty kotoryh ØvlØ¸tsØ oblastØmi gomeomorfnymi R^n, s fiksirovannym na nih gomeomorfizmami g_i : G_i −→ R^n. Rassmotrim proizvol~no fiksirovannu¸ toqku a iz M^n , proizvol~nu¸ kartu G, soderßawu¸ fftu toqku, i g : G −→ R^n – fiksirovannyæ dlØ fftoæ karty gomeomorfizm. �tot gomeomorfizm perevodit toqku a v toqku g(a) ∈ R^n. On perevodit takße klassy γffkvivalentnosti shodØwihsØ k a posledovatel~nosteæ toqek iz G v klassy γ-ffkvivalentnosti shodØwihsØ k g(a) posledovatel~- nosteæ toqek iz R^n. Obratnoe otobraßenie g^{−1}, naoborot, perevodit klassy γ-ffkvivalentnosti shodØwihsØ k g(a) posledovatel~nosteæ toqek iz R^n v klassy γ-ffkvivalentnosti shodØwihsØ k a posledovatel~nosteæ toqek iz G. Pri fftom otobraßenie g^{−1} perevodit infinitezimal~nye luqi toqki g(a) v sovokupnosti beskoneqno blizkih k a toqek, kotorye my budem takße nazyvat~ infinitezimal~nymi luqami toqki a. Moßno dokazat~, qto razbienie mnoßestva vseh beskoneqno blizkih k a toqek na in-

108 A. A. IVANOV finitezimal~nye luqi ne zavisit ot karty kusoqno lineænogo mnogoobraziØ. Deæstvitel~no, pust~ G^′ – drugaØ karta rassmatrivaemogo kusoqno lineænogo mnogoobraziØ, soderßawaØ toqku a, i g^′ – fiksirovannoe dlØ fftoæ karty otobraßenie na R^n. Togda qastiqnoe otobraßenie g^′g^{−1}, ØvlØ¸weesØ kusoqno lineænym otobraßeniem, perevodit toqku g(a) v toqku g^′(a) i kaßdyæ infinitezimal~nyæ luq v toqke g(a) perevodit v infinitezimal~- nyæ luq v toqke g^′(a). Ots¸da neposredstvenno sleduet nezavisimost~ razbieniØ vsego mnoßestva toqek beskoneqno blizkih k toqke a na infinitezimal~nye luqi.

Tem samym dokazano, qto na kusoqno lineænom mnogoobrazii

M odnoznaqno opredelena infinitezimal~naØ struktura, opre-

delØ¸waØ, v svo¸ oqered~, ego kusoqno lineænu¸ strukturu, kak sootvetstvu¸wu¸ sovokupnost~ vseh ee atlasov.

4. PredstavleniØ infinitezimal~noæ struktury. My opredelili infinitezimal~nu¸ strukturu kusoqno lineænogo mnogoobraziØ, kak razbienie kaßdogo mnoßestva toqek beskoneqno blizkih k toqke iz M na infinitezimal~nye luqi. Seæqas my utoqnim ffto ponØtie. Pust~ M^n – mnoßestvo toqek kusoqno lineænogo mnogoobraziØ M^n . Kak nam izvestno, ffto kusoqno lineænoe mnogoobrazie moßno predstavit~ nekotorym bitopologiqeskim prostranstvom (M^n, β). Rassmotrim topologiqeskoe prostranstvo (M^n, τ ), ØvlØ¸weesØ topologiqeskim mnogoobraziem (budem oboznaqat~ ego prosto qerez M^n) i proizvedenie

M^n × I^{∗n}. Mnoßestvo M^n × (I^∗)^n, moßno rassmatrivat~ kak ras-

sloennoe prostranstvo s bazoæ M^n i sloØmi {a} × (I^∗)^n, a ∈ M^n. Na kaßdyæ takoæ sloæ {a} × (I^∗)^n moßno perenesti standartnu¸ infinitezimal~nu¸ strukturu. DlØ fftogo, kak my tol~- ko qto ubedilis~, dostatoqno fiksirovat~ nekotoryæ kusoqno lineænyæ gomeomorfizm g prostranstva R^n na kaku¸-nibud~ okrestnost~ toqki a. Takim obrazom my poluqaem interpretaci¸ kusoqno lineænoæ struktury na topologiqeskom mnogoobrazii (M^n, τ ) rassloennym prostranstvom s bazoæ M^n, sloØmi {a}×(I^∗)^n, a ∈ M^n i sootvetstvu¸wimi infinitezimal~nymi strukturami na sloØh.

Vozmoßna i drugaØ interpretaciØ. V neæ my rassmatrivaem nestandartnoe n-mernoe topologiqeskoe mnogoobrazie (M^∗ )^n i vydelØem v nem koneqnu¸ qast~, sostoØwu¸ iz vseh koneqnyh toqek fftogo prostranstvo, to est~ vseh toqek, kaßdaØ iz kotoryh

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 109 beskoneqno blizka kakoæ- nibud~ toqke iz M^n . Kak mnoßestvo, ffto ni qto inoe kak M^n × (I^∗)^n, no sloi {a} × (I^∗)^n “povernuty” po drugomu.

§3. P -topologiqeskie mnogoobraziØ

P -topologiqesim prostranstvom my nazyvali proizvol~noe mnoßestvo X, rassmatrivaemoe vmeste s fiksirovannoæ topologiqeskoæ strukturoæ ζ, opredelennoæ na vsem mnoßestve P X ego nepustyh podmnoßestv ili ße na nekotoroæ ego qasti. P - topologiqeskim mnogoobraziem my budem nazyvat~ topologiqeskoe mnogoobrazie W , rassmatrivaemoe vmeste s fiksirovannoæ topologiqeskoæ strukturoæ ζ na P W . Zdes~, kak i dlØ bitopologiqeskih mnogoobraziæ, voznikaet problema zadaniØ P - topologii na vsem W posredstvom zadaniØ P -topologiæ na nekotoryh evklidovyh oblastØh G_i ⊂ W . I rexaetsØ ffta problema v oboih sluqaØh legqe vsego dlØ lokal~nyh struktur.

Kak obyqno my budem otoßdestvlØt~ toqki s odnotoqeqnymi mnoßestvami, pofftomu budem sqitat~, qto X ⊂ P X. Pri fftom, P -topologiqeskaØ struktura ζ, zadannaØ na X, induciruet na X topologiqesku¸ strukturu τ = ζ|X, igra¸wu¸ suwestvennu¸ rol~ v opredelenii lokal~noæ P -topologiqeskoæ struktury. Opredelenie. Budem govorit~, qto nekotoraØ P -topologiqeskaØ struktura ζ lokal~na (ØvlØetsØ lokal~noæ P -topologiqeskoæ strukturoæ), esli mnoßestvo P X \ X i vse ego podmnoßestva prinadleßat ζ, a shodimosti napravlennyh sistem mnoßestv k toqkam opredelØ¸tsØ ih shodimostØmi v proizvol~nyh ζ|XokrestnostØh fftih toqek.

Zameqanie DlØ zadaniØ lokal~noæ P -topologiqeskoæ struktury na topologiqeskom mnogoobrazii W , dostatoqno vvesti poparno soglasovannye P -topologiqeskie struktury ζ_i na vseh fflementah G_i nekotorogo lokal~no koneqnogo pokrytiØ W evklidovymi oblastØmi. Pofftomu sleduet, preßde vsego, rassmotret~ razliqnye P -topologiqeskie struktury na evklidovyh prostranstvah.

1. P -topologiqeskie struktury na R^n. V pervoæ glave (razdel 8 i razdel 9) byli opredeleny i, do nekotoroæ stepeni izuqeny, dve lokal~nye P -topologiqeskie struktury na R. Seæqas my rassmotrim nekotorye shodimosti v P R^n.

110 A. A. IVANOV

1. Budem sqitat~, qto napravlennaØ sistema (A_λ|λ ∈ Λ) podmnoßestv evklidova prostranstva R^n shoditsØ k toqke x ∈ R^n, esli dlØ l¸boæ okrestnosti U fftoæ toqki naædetsØ takoe λ_0, qto dlØ λ ≥ λ_0 vse A_λ ⊂ U .

2. Budem sqitat~, qto napravlennaØ sistema (A_λ|λ ∈ Λ) podmnoßestv evklidova prostranstva R^n shoditsØ k toqke x ∈ R^n, esli dlØ l¸boæ okrestnosti U fftoæ toqki naædetsØ takoe λ_0, qto dlØ λ ≥ λ_0 vse A_λ ⊂ U i vse oni poparno podobny.

3. Budem sqitat~, qto napravlennaØ sistema (A_λ|λ ∈ Λ) podmnoßestv evklidova prostranstva R^n shoditsØ k toqke x ∈ R^n, esli dlØ l¸boæ okrestnosti U fftoæ toqki naædetsØ takoe λ_0, qto dlØ λ ≥ λ_0 vse A_λ ⊂ U i vse oni podobny A_{λ0} s centrom podobiØ v toqke x.

Vse ffti shodimosti poroßda¸t struktury (kvazitopologiqeskoæ, slabo topologiqeskoæ, topologiqeskoæ) shodimosti v

R^n. Pri fftom pervye dve opredelØ¸t obyqnu¸ topologiqe-

sku¸ strukturu na R^n, a tret~Ø – bolee tonku¸ topologiqesku¸ strukturu.

Deæstvitel~no, v pervom sluqae po opredeleni¸ shodimosti dlØ

A_λ = x_λ napravlennost~ (x_λ|λ ∈ Λ) −→ x togda i tol~ko togda,

kogda dlØ l¸boæ okrestnosti U fftoæ toqki naædetsØ takoe λ_0, qto dlØ λ ≥ λ_0 vse x_λ ⊂ U . No ffto i est~ opredelenie shodimosti posledovatel~nosteæ toqek v R^n.

Vo vtorom sluqae dobavlØetsØ uslovie poparnogo podobiØ mnoßestv A_λ, no vse odnotoqeqnye mnoßestva poparno podobny, pofftomu shodimosti odnotoqeqnyh mnoßestv v pervom sluqae i vo vtorom sluqae sovpada¸t.

V tret~em sluqae v opredelenie shodimosti (A_λ|λ ∈ Λ) −→ x dobavlØetsØ uslovie podobiØ mnoßestv A_λ s centrom podobiØ v toqke x. No ffto oznaqaet, qto dlØ odnotoqeqnyh mnoßestv

A_λ = x_λ shodimost~ imeet mesto, esli dlØ λ ≥ λ_0 toqki x_λ leßat

na odnom i tom ße luqe, vyhodØwem iz toqki x. �to suwestvennoe ograniqenie pri n > 1 na shodimost~ posledovatel~nosteæ toqek i pofftomu takaØ shodimost~ opredelØet na R^n, n > 1 bolee tonku¸ topologiqecku¸ strukturu, qem standartnaØ. Na R vse tri shodimosti opredelØ¸t odnu i tu ße standartnu¸ topologiqesku¸ strukturu.

P -topologiqeskaØ struktura opredelennaØ v pervom variante (pervogo tipa) moßet byt~ vvedena ne tol~ko na R^n, no voobwe

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 111 na l¸bom topologiqeskom prostranstve (X, τ ). Zadanie takih P - topologiqeskih struktur na topologiqeskih prostranstvah ne vvodit ograniqeniØ na ih nepreryvnye otobraßeniØ. Deæstvitel~no, pust~ ζ i ζ^′ - P -topologiqeskie struktury na mnoßestvah X i X^′, a τ = ζ|X i τ^′ = ζ^′|X^′ topologiqeskie struktur na fftih mnoßestvah. Pust~ f : (X.τ ) −→ (X^′, τ^′) nepreryvnoe otobraßenie i (A_λ|λ ∈ Λ) −→ x, to est~ dlØ l¸boæ τ -okrestnosti U toqki x naædetsØ takoe λ_0, qto A_λ ⊂ U dlØ vseh λ ≥ λ_0. Pust~, dalee, U^′ – proizvol~naØ τ^′- okrestnost~ toqki f(x). Tak kak f - nepreryvnoe otobraßenie, naædetsØ takoe U , qto f(U ) ⊂ U^′ i pofftomu f(A_λ) ⊂ U^′ dlØ vseh

λ ≥ λ_0. ots¸da sleduet, qto (f(A_λ)|λ ∈ Λ) −→ f(x). i pofftomu P f : (P X, ζ) −→ (P X^′, ζ^′) – nepreryvnoe otobraßenie.

P -topologiqeskaØ struktura opredelennaØ vo vtorom variante na proizvol~nom evklidovom prostranstve R^n koneqno nakladyvaet nekotorye ograniqeniØ na nepreryvnye otobraßeniØ

f : R^n −→ R^n, no harakter fftih ograniqeniæ poka ne poddaetsØ

opisani¸.

P -topologiqeskaØ struktura opredelennaØ v tret~em variante na proizvol~nom evklidovom prostranstve R^n vydelØet prostoæ klass nepreryvnyh otobraßeniæ f : R^n −→ R^n, a imenno klass preobrazovaniæ podobiØ.

§4. Bitopologiqeskie gruppy 1. Postanovka problemy. IstoriØ sozdaniØ prodvinutoæ teorii bitopologiqeskih grupp, estestvenno obobwa¸weæ teori¸ topologiqeskih grupp, byla dostatoqno polno opisana v knige ”Bitopologiqeskie prostranstva” (Zapiski nauqnyh seminarov POMI, tom 242, 1997g.) i zdes~ my ne budem k neæ vozvrawat~- sØ, pereædØ srazu k obwemu ponØti¸ bitopologiqeskoæ gruppy. Dal~neæxee izloßenie zdes~ teorii bitopologiqeskih grupp v osnovnom povtorØet soderßanie fftoæ knigi s nekotorymi sokraweniØmi.

112 A. A. IVANOV

Opredelenie. Bitopologiqeskoæ gruppoæ budem nazyvat~ paru

(G, β), gde G – nekotoraØ gruppa, β – bitopologiqeskaØ struktu-

ra na mnoßestve G, takie, qto otobraßeniØ p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), p(x, y) = xy, q : (G, β) −→ (G, β), q(x) = x^{−1} binepreryvny, to est~ otobraßeniØ p = p × p i q = q × q ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi otobraßeniØmi sootvetstvu¸wih topologiqeskih prostranstv, p((x, y), (x^′, y^′)) = (xx^′, yy^′), q(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}). Pust~ (G, τ_1) i (G, τ_2) – topologiqeskie gruppy. Netrudno dokazat~, qto (G, τ_1 × τ_2) – bitopologiqeskaØ gruppa v tol~ko qto opredelennom ponimanii. Deæstvitel~no, v fftom sluqae

(G, β)×(G, β) = (G, τ_1 × τ_2)×(G, τ_1 × τ_2) = (G × G, τ_1 × τ_1, τ_2 × τ_2). So-

otvetstvu¸wee topologiqeskoe prostranstvo est~ ne qto inoe, kak (G × G, τ_1 × τ_1) × (G × G, τ_2 × τ_2) i p otobraßaet (G × G, τ_1 ×

τ_1) × (G × G, τ_2 × τ_2) v topogiqeskoe prostranstvo (G × G, τ_1 × τ_2) = (G, τ_1) × (G, τ_2). �to otobraßenie p = (p_1, p_2) nepreryvno, tak kak

nepreryvny ego sostavlØ¸wie

p_1 : (G × G, τ_1 × τ_1) −→ (G, τ_1)

p_2 : (G × G, τ_2 × τ_2) −→ (G, τ_2).

Analogiqno, okazyvaetsØ nepreryvnym i otobraßenie q =

(q_1, q_2), tak kak nepreryvny ego sostavlØ¸wie

q_1 : (G, τ_1) −→ (G, τ_1), q_1(x) = x^{−1}

q_2 : (G, τ_2) −→ (G, τ_2), q_2(y) = y^{−1}.

Takim obrazom, esli (G, τ_1) i (G, τ_2) – topologiqeskie gruppy, to (G, τ_1 × τ_2) – bitopologiqeskaØ gruppa, oqevidno i obratnoe utverßdenie. V kaqestve τ_1 moßno vzØt~ dlØ l¸boæ gruppy G diskretnu¸ topologiqesku¸ strukturu, a v kaqestve τ_2 – trivial~nu¸. �to dokazyvaet suwestvovanie razloßimoæ bitopologiqeskoæ gruppy (G, τ_1 × τ_2) s τ_1 ≠ τ_2 dlØ l¸boæ gruppy G krome, koneqno, odnofflementnoæ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 113 S drugoæ storony, esli τ_1 = τ_2 = τ , to (G, τ ) – topologiqeskaØ gruppa togda i tol~ko togda, kogda (G, τ × τ ) – bitopologiqeskaØ gruppa. Takim obrazom rassmatrivaemoe nami seæqas ponØtie bitopologiqeskoæ gruppy ØvlØetsØ estestvennym obobweniem ponØtiØ topologiqeskoæ gruppy. S drugoæ storony, ffto suwestvenno bitopologiqeskoe ponØtie, tak kak suwestvu¸t nerazloßimye bitopologiqeskie v fftom smysle gruppy. Primer. Pust~ G – proizvol~naØ ne odnofflementnaØ kommutativnaØ gruppa. Rassmotrim mnoßestva U_z = {(x, y)|xy^{−1} = z}, dlØ vseh z ∈ G. Esli z_1 ≠ z_2, to U_{z1} ∩U_{z2} = ∅. Takie mnoßetva, v sovokupnosti, obrazu¸t bazu nekotoroæ topologiqeskoæ struktury β na G × G. Dokaßem, qto (G, β) ØvlØetsØ bitopologiqeskoæ gruppoæ, to est~ otobraßeniØ p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), q : (G, β) −→ (G, β) nepreryvny. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~ spravedlivost~ sledu¸wih sootnoxeniæ:

p^{−1}(U_z ) = ⋃ U_{z1} × U_{z2} |z_1z_2 = z q−1(U_z) = U_z−1 , kotorye, v svo¸ oqered~, sledu¸t iz sledu¸wih ffkvivalentnosteæ:

((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ∈ p^{−1}(U_z ) ⇐⇒ p((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ∈ U_z ⇐⇒

(x_1x_2, y_1y_2) ∈ U_z ⇐⇒ (x_1x_2)(y_1y_2)^{−1} = z ⇐⇒ (x_1y^{−1}_1 )(x_2y^{−1}_2 ) = z

⇐⇒ x_1y^{−1}_1 = z_1, x_2y^{−1}_2 = z_2, z_1z_2 = z ⇐⇒

(x_1, y_1) ∈ U_{z1} , (x_2, y_2) ∈ U_{z2} , z_1z_2 = z ⇐⇒

((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ∈ U_{z1} × U_{z2} , z_1z_2 = z ⇐⇒

((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ∈ ⋃ (U_{z1} × U_{z2} |z_1z_2 = z (x, y) ∈ q^{−1}(U_z ) ⇐⇒ q(x, y) ∈ U_z ⇐⇒ (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U_z ⇐⇒ x^{−1}y = z ⇐⇒ xy^{−1} = z^{−1} ⇐⇒ (x, y) ∈ U_z−1 .

114 A. A. IVANOV

TakaØ bitopologiqeskaØ gruppa (G, β) budet nerazloßimoæ bitopologiqeskoæ gruppoæ, ona ne budet daße lokal~no razloßimoæ bitopologiqeskoæ gruppoæ. Naprimer, otkrytoe v

(G, β) mnoßestvo Δ ne predstavimo ob¨edineniem prØmougol~-

nyh okrestnosteæ ego toqek v (G, β).

DlØ nekommutativnyh grupp, kommutant kotoryh ne sovpadaet so vseæ gruppoæ, bylo predloßeno svoe postroenie nerazloßimoæ bitopologiqeskoæ gruppy. Pust~ G^′ – kommutant gruppy G. Rassmotrim mnoßestva U_z = {(x, y)|xy^{−1} ∈ zG^′}. L¸bye dva iz takih mnoßestv libo sovpada¸t libo ne ime¸t obwih toqek. �to sleduet iz togo, qto z_1G^′ i z_2G^′, ØvlØØs~ smeßnymi klassami razloßeniØ gruppy G po ee normal~nomu delitel¸ G^′, libo sovpada¸t (v tom sluqae kogda z_1z^{−1}_2 ∈ G^′) libo ne ime¸t obwih fflementov. Mnoßestva U_z , vzØtye po vsem z ∈ G obrazu¸t bazu topologiqeskoæ struktury β^′ na G × G. Dokazatel~stvo binepreryvnosti otobraßeniæ p i q pri takom opredelenii bitopologiqeskoæ gruppy (G, β^′) osuwestvlØetsØ po toæ ße sheme, qto i v kommutativnom sluqae. razliqie budet sostoØt~ lix~ v tom, qto vmesto usloviæ tipa u = z rassmatriva¸tsØ usloviØ tipa

u ∈ zG^′. Pri fftom ispol~zuetsØ tot fakt, qto faktorgruppa G/G^′

ØvlØetsØ kommutativnoæ gruppoæ.

2. PrØmye i kosye bitopologiqeskie gruppy. PonØtie bitopologiqeskoæ gruppy, kak gruppy G s fiksirovannoæ na neæ bitopologiqeskoæ strukturoæ β, to est~ pary (G, β), pri uslovii binepreryvnosti otobraßeniæ p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), p(x, y) = xy, q : (G, β) −→ (G, β), q(x) = x^{−1} predstavlØetsØ, na pervyæ vzglØd, edinstvennoæ osnovoæ teorii bitopologiqeskih grupp. Ono vygodno otliqaetsØ ot drugih, ime¸wihsØ v literature, variantov i svobodno ot ih nedostatkov. Odnako, kak moßno zametit~, vozmoßen i drugoæ, ne menee interesnyæ variant, otliqa¸wiæsØ ot uße opisannogo. On poluqaetsØ zamenoæ usloviØ nepreryvnosti otobraßeniØ q (binepreryvnosti otobraßeniØ q) na uslovie nepreryvnosti otobraßeniØ r : (G × G, β) −→ (G × G, β), r(x, y) = (y^{−1}, x^{−1}).

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 115 �to novoe uslovie moßet byt~ zapisano, kak uslovie binepreryvnosti otobraßeniØ q : (G, β) −→ (G, β^{−1}), gde β^{−1} = {U^{−1}|U ∈ β}, U^{−1} = {(x, y)|(y, x) ∈ U }. Bitopologiqesku¸ gruppu v takom ponimanii budem nazyvat~ kosoæ bitopologiqeskoæ gruppoæ. Primerom kosoæ bitopologiqeskoæ gruppy ØvlØetsØ bitopologiqeskaØ prØmaØ (R, τ_r, τ_l), rassmatrivaemaØ, kak gruppa otnositel~no sloßeniØ vewestvennyh qisel. Zdes~ τ_r = {∅, R, (x, ∞)|x ∈ R}, τ_l = {∅, R, (−∞, x)|x ∈ R}. Mnoßestva U_{x,y} = (x, ∞) × (−∞, y), {x, y} ⊂ R} obrazu¸t, v sovokupnosti, bazu topologiqeskoæ struktury β na R × R. Sootvetstvenno, mnoßestva U^{−1}_{x,y} = (−∞, y) × (x, ∞) obrazu¸t, v sovokupnosti, bazu bitopologiqeskoæ struktury β^{−1}. Proverim nepreryvnost~ otobraßeniæ p i r.

p^{−1}(U_{x0,y0} ) = {((x_1, y_1), (x_2, y_2))|x_1 + x_2 > x_0, y_1 + y_2 < y_0} = {((x_1, y_1), (x_2.y_2))|x_1 + x_2 > x_0} ∩ {((x_1, y_1), (x_2.y_2))|y_1 + y_2 < y_0} = ( ⋃ [(x_1, ∞) × R × (x_2, ∞) × R]|x_1 + x_2 > x_0) ∩ ( ⋃ [R × (−∞, y_1) × R × (−∞, y_2)]|y_1 + y_2 < y_0) ∈ τ_r × τ_l × τ_r × τ_l q^{−1}(U^{−1}_{x0,y0} ) = {(x, y)|(−y, −x) ∈ U_{x0,y0} } = {(x, y)| − y ∈ (x_0, ∞), −x ∈ (−∞, y_0} = {(x, y)|x ∈ (−y_0, ∞), y ∈ (−∞, −x_0 = U_{−y0,−x0} ∈ τ_r × τ_l Esli β – simmetriqnaØ bitopologiqeskaØ struktura, to ponØtiØ bitopologiqeskoæ gruppy (G, β) i kosoæ bitopologiqeskoæ gruppy (G, β) dlØ nee sovpada¸t, tak kak v fftom sluqae β = β^{−1}.

Na pervyæ vzglØd predstavlØetsØ vozmoßnym ispol~zovat~ ide¸ skaxivaniØ bitopologiqeskih grupp i posredstvom izmeneniØ osnovnogo usloviØ binepreryvnosti p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), kotoroe my nazovem usloviem 1. �to oznaqaet perehod k uslovi¸ binepreryvnosti odnogo iz sledu¸wih otobraßeniæ: 2) p : (G, β) × (G, β^{−1}) −→ (G, β) 3) p : (G, β^{−1}) × (G, β) −→ (G, β) 4) p : (G, β^{−1}) × (G, β^{−1}) −→ (G, β) 5) p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β^{−1})

116 A. A. IVANOV 6) p : (G, β) × (G, β^{−1}) −→ (G, β^{−1}) 7) p : (G, β^{−1}) × (G, β) −→ (G, β^{−1}) 8) p : (G, β^{−1}) × (G, β^{−1}) −→ (G, β^{−1})

– vsego vosem~ razliqnyh usloviæ.

Odnako, kak bylo dokazano v upomØnutoæ vyxe knige, drugih variantov net. Deæstvitel~no, kaßdoe iz usloviæ 1–8 vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda vypolnØetsØ dvoæstvennoe emu uslovie, poluqaemoe iz ishodnogo zamenoæ β na β^{−1}. Delo v tom, qto perehod ot β k β^{−1} sootvetstvuet perestanovke koordinat v

G × G, to est~ perehodu ot toqek (x, y) k toqkam (y, x). Tak kak (p × p) ((y, x), (y^′, x^′)) = (yy^′, xx^′), to nepreryvnost~ ishodnogo otobraßeniØ v toqke ((y, x), (y^′, x^′)) oznaqaet nepreryvnost~ dvoæstvennogo otobraßeniØ v toqke

((y, x), (y^′, x^′)). Pofftomu dostatoqno rassmotret~ usloviØ 2–4.

My dokaßem, qto vypolnenie l¸bogo iz usloviæ 2–4 vleqet simmetriqnost~ bitopologiqeskoæ struktury β.

Deæstvitel~no, v fftoæ situacii odno iz otobraßeniæ p : {(1, 1)} × (G, β^{−1}) −→ (G, β), p : (G, β) × {(1, 1)} −→ (G, β) binepreryvno, sledovatel~no β ⊂ β^{−1}, ots¸da, zamenØØ β na β^{−1}, poluqaem β^{−1} ⊂ β i pofftomu β = β^{−1}.

Takim obrazom my dokazali, qto usloviØ 2–4 sil~nee usloviØ 1, qto i oznaqaet nevozmoßnost~ “skaxivaniØ” za sqet izmeneniØ usloviæ 1 ili 8.

§5. Nekotorye opredeleniØ i konstrukcii

V fftom paragrafe budut izloßeny nekotorye fflementarnye ponØtiØ i konstrukcii obweæ teorii bitopologiqeskih grupp. Pod bitopologiqeskoæ gruppoæ budet ponimat~sØ para (G, β), udovletvorØ¸waØ uslovi¸ nepreryvnosti otobraßeniØ p, p : (G × G, β) × (G × G, β) −→ (G × G, β), p((x_1, y_2), (x_2, y_2)) = = (x_1x_2, y_1y_2)

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 117 i otobraßeniØ q, q : (G × G, β) −→ (G × G, β), q(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}) ili ße (v kosom variante) otobraßeniØ r, r : (G × G, β) −→ (G × G, β), r(x, y) = (y^{−1}, x^{−1}) 1. Bitopologiqeskie podgruppy i faktorgruppy.

Opredelenie. Pust~ (G, β) – bitopologiqeskaØ gruppa i G^′ podgruppa gruppy G. Tak kak G^′ × G^′ ⊂ G × G, to topologiqeskaØ struktura β opredelØet na G^′ × G^′ topologiqesku¸ strukturu

β^′ podprostranstva (G^′ × G^′, β^′) topologiqeskogo prostranstva (G × G, β). Bitopologiqeskoe prostranstvo (G^′, β^′), udovletvorØ-

¸wee sootvetstvu¸wim usloviØm v prØmom i kosom variantah budem nazyvat~ bitopologiqeskoæ podgruppoæ bitopologiqeskoæ gruppy (G, β).

Zameqanie. OtobraßeniØ p i q (ili r) sopostavlØ¸t toqkam prostranstv (G^′ × G^′, β^′) × (G^′ × G^′, β^′) i (G^′ × G^′, β^′) toqki prostranstva (G^′ × G^′, β^′). S drugoæ storony, ffti topologiqeskie prostranstva ØvlØ¸tsØ podprostranstvami topologiqeskih prostranstv (G × G, β)×(G × G, β) i (G × G, β), sotvetstvenno. V silu fftogo ograniqeniØ p^′, q^′ (ili r^′) otobraßeniæ p, q (ili r) na ffti podprostranstva budut nepreryvnymi otobraßeniØmi. Takim obrazom, to qto my nazvali bitopologiqeskoæ podgruppoæ duæstvitel~no ØvlØetsØ biitopologiqeskoæ gruppoæ.

Pust~ (G, β) – bitopologiqeskaØ gruppa i G^′ – normal~nyæ delitel~ gruppy G. Razloßeni¸ gruppy G na smeßnye klassy normal~nogo delitelØ G^′ sootvetstvuet razbienie mnoßestva G × G na poparno nepereseka¸wiesØ mnoßestva aG^′ × bG^′,

a ∈ G, b ∈ G. �to razbienie opredelØet faktorprostranstvo (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}). Zdes~ G^{′′} – faktorgruppa gruppy G po normal~-

nomu delitel¸ G^′, a β^{′′} – topologiqeskaØ struktura faktorprostranstva prostranstva (G×G, β) po ukazannomu razbieni¸ mnoßestva G × G. Otobraßenie u : (G × G, β) −→ (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}), gde

u(x, y) = xG^′ × yG^′ budet, oqevidno, nepreryvnym otobraßeniem.

Estestvenno opredelØ¸tsØ otobraßeniØ p^{′′} i q^{′′} (ili r^{′′}), pri

118 A. A. IVANOV fftom diagrammy (G × G, β) × (G × G, β)^p−−−−→ (G × G, β) u×u u (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}) × (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′})^{p′′}−−−−→ (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}) (1)

(G × G, β)^q−−−−→ (G × G, β) u u (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′})^{q′′}−−−−→ (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}) (2)

ili ße (v kosom variante) (G × G, β)^r−−−−→ (G × G, β) u u (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′})^{r′′}−−−−→ (G^{′′} × G^{′′}, β^{′′}) (3)

budut kommutativny.

Iz nepreryvnosti otobraßeniæ p, q (ili r), u, i kommutativnosti diagramm sleduet nepreryvnost~ otobraßeniæ p, q (ili r). Ots¸da sleduet, qto (G^{′′}, β^{′′}) moßno nazyvat~ bitopologiqeskoæ faktorgruppoæ (v oboih variantah) bitopologiqeskoæ gruppy

(G, β) po normal~nomu delitel¸ G^′ ⊂ G, G^{′′} = G/G^′.

2. PrØmye proizvedeniØ i svobodnye ob¨edineniØ bitopologiqeskih grupp. Pust~ ((Gλ, βλ)|λ ∈ Λ) – semeæstvo bitopologiqeskih grupp, (G, β) – prØmoe proizvedenie bitopologiqeskih prostranstv (G_λ, β_λ), vzØtoe po vsem λ ∈ Λ. Zdes~ G = ∏ G_λ|λ ∈ Λ – gruppa, ØvlØ¸waØsØ prØmym proizvedeniem

vseh grupp G_λ, λ ∈ Λ, a topologiqeskaØ struktura β na G × G postroena sledu¸wim obrazom:

Rassmatriva¸tsØ koordinatnye proekcii

pr_λ : G −→ G_λ, λ ∈ Λ, pr_μ(x_λ|λ ∈ Λ) = x_μ,

i otobraßeniØ

pr_λ × pr_λ : G × G −→ G_λ × G_λ.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 119 TopologiqeskaØ struktura β poroßdaetsØ mnoßestvami (pr_λ ×

pr_λ)^{−1}(U ), vzØtymi po vsem λ ∈ Λ i po vsem U ∈ β_λ. Inaqe govorØ,

β est~ naimen~xaØ iz topologiqeskih struktur β^′ na mnoßestve

G × G, dlØ kotoryh vse pr_λ × pr_λ : (G × G, β^′) −→ (G_λ × G_λ, β_λ)

nepreryvny.

Dokaßem tepep~, qto (G, β) ØvlØetsØ bitopologiqeskoæ gruppoæ. Zametim, preßde vsego, qto diagramma (G, β) × (G, β))^p−−−−→ (G, β) pr_λ ×pr_λ pr^λ (G_λ, β_λ) × (G_λ, β_λ)^{pλ}−−−−→ (G_λ, β_λ) kommutativna dlØ kaßdogo λ ∈ Λ.

Deæstvitel~no,

(pr_λ)p((x, y), (x^′, y^′)) = pr_λ(xx^′, yy^′) = ((xx^′)_λ, (yy^′)_λ) = (x_λx^′_λ, y_λy^′_λ)

p_λ(pr_λ × pr_λ)((x, y), (x^′, y^′)) = p_λ((x_λ, y_λ), (x^′_λ, y^′_λ)) = (x_λx^′_λ, y_λy^′_λ)

qto dokazyvaet kommutativnost~ diagrammy. S drugoæ storony, mnoßestva pr^{−1}_λ (U ), vzØtye po vsem λ ∈ Λ i U ∈ β_λ poroßda¸t topologiqesku¸ strukturu β na mnoßestve G × G, pofftomu nepreryvnost~ p budet dokazana, esli vse p^{−1}(pr^{−1}_λ (U )) – otkrytye mnoßestva. No poslednee utverßdenie sleduet iz kommutativnosti toæ ße diagrammy i binepreryvnosti otobraßeniæ p_λ i

pr_λ dlØ vseh λ ∈ Λ.

Pust~ (G, β) – nekotoraØ bitopologiqeskaØ gruppa, prØmaØ ili kosaØ. Rassmotrim otobraßeniØ p : (G, β^{−1}) × (G, β^{−1}) −→ (G, β^{−1}) q : (G, β^{−1}) −→ (G, β^{−1}) r : (G, β^{−1}) −→ (G, β) – dlØ kosogo varianta.

Netrudno dokazat~, qto ffti otobraßeni binepreryvny, esli binepreryvny otobraßeniØ p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β) q : (G, β) −→ (G, β)

120 A. A. IVANOV r : (G, β) −→ (G, β^{−1}) – dlØ kosogo varianta.

Tem samym okazyvaetsØ spravedlivym sledu¸wee utverßdenie:

Esli (G, β) – bitopologiqeskaØ gruppa, to i (G, β^{−1}) – bitopologiqeskaØ gruppa, sootvetstvenno prØmaØ ili kosaØ.

§6. Bitopologiqeskie i topologiqeskie gruppy 1. Diagonal~naØ topologiqeskaØ gruppa.

Opredelenie. Pust~ (G, β) – proizvol~no fiksirovannaØ bitopologiqeskaØ gruppa (prØmaØ ili kosaØ) s umnoßeniem p : (G, β) × (G, β) −→ (G, β), p(x, y) = xy, i obraweniem fflementov q : (G, β) −→ (G, β), q(x) = x^{−1} ili, (v kosom variante), r : (G, β) −→ (G, β^{−1}), q(x) = x^{−1}. OtobraßeniØ p : (G × G, β) × (G × G, β) −→ (G × G, β), p((x_1, y_2), (x_2, y_2)) = (x_1x_2, y_1y_2)

i otobraßeniØ q, q : (G × G, β) −→ (G × G, β), q(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}), dlØ prØmoæ bitopologiqeskoæ gruppy, r : (G × G, β) −→ (G × G, β), r(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}), dlØ kosoæ bitopologiqeskoæ gruppy, budut nepreryvnymi otobraßeniØmi.

Togda opredeleno otobraßenie j : G −→ G × G, kotoroe my budem nazyvat~ diagonal~nym vloßeniem, j(x) = (x, x) dlØ kaßdogo x ∈ G. Zameqanie. Pust~ τ = β|G – topologiqeskaØ struktura na G, induciruemaØ topologiqeskoæ strukturoæ β pri vloßenii j : G −→

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 121 G×G. Netrudno zametit~, qto (G, τ ) budet topologiqeskoæ gruppoæ pri umnoßenii i obrawenii fflementov, inducirovannymi umnoßeniem i obraweniem na bitopologiqeskoæ gruppe (G, β).

Budem, dlØ prostoty izloßeniØ, otoßdestvlØt~ x s (x, x) dlØ kaßdogo x ∈ G. Togda gruppa G budet podmnoßestvom mnoßestva

G × G, (G, τ ) budet podprostranstvom topologiqeskogo prostran-

stva (G × G, β), (G, τ ) × (G, τ ) budet podprostranstvom topologiqeskogo prostranstva (G × G, β) × (G × G, β).

Umnoßenie p na (G × G, β) induciruet na (G, τ ) umnoßenie p, a imenno p(x, y) = p((x, x), (y, y)) = (xy, xy) = xy. Analogiqno, obrawenie fflementov na (G × G, β) induciruet na

(G, τ ) obrawenie fflementov, a imenno

q(x) = q(x, x) = (x^{−1}, x^{−1}) = x^{−1},

kak dlØ kosoæ tak i dlØ prØmoæ bitopologiqeskoæ gruppy (Gβ). Nepreryvnost~ takogo umnoßeniØ i takogo obraweniØ fflementov v (G, τ ) sleduet iz togo, qto oni ØvlØ¸tsØ prosto ograniqeniØmi na sootvetstvu¸wie podprostranstva operaciæ umnoßeniØ i obraweniØ fflementov v bitopologiqeskoæ gruppe (G, β), nevaßno prØmoæ ili kosoæ.

2. Diagonal~nyæ funktor. Opredelennoe vyxe sopostavlenie kaßdoæ bitopologiqeskoæ gruppe (G, β) topologiqeskoæ gruppy

(G, τ ), gde τ = β|G, imeet funktornyæ harakter, to est~ kaßdyæ

binepreryvnyæ gomomorfizm perehodit pri fftom v nepreryvnyæ gomomorfizm, sootvetstvu¸wih topologiqeskih grupp.

Deæstvitel~no, pust~ φ : (G, β) −→ (G^′, β^′) – binepreryvnyæ gomomorfizm bitopologiqeskih grupp. Togda moßno sqitat~, qto to ße samoe otobraßenie φ ØvlØetsØ nepreryvnym gomomorfizmom gruppy (G, τ ) v gruppu (G^′, β^′), tak kak, v silu prinØtogo ranee soglaxeniØ, G ⊂ G × G, a potomu otobraßeniØ p i q, sootvetstvenno r, ØvlØ¸tsØ ograniqeniØmi otobraßeniæ p i q, sootvetstvenno r.

Netrudno proverit~, qto tem samym opredelen kovariantnyæ funktor P, opredelennyæ na kategorii T G_+ i kategorii T G_− vseh bitopologiqeskih grupp (prØmyh i, sootvetstvenno, kosyh)

122 A. A. IVANOV i ih binepreryvnyh gomomorfizmov v kategori¸ T G topologiqeskih grupp i ih nepreryvnyh gomomorfizmov. S drugoæ storony kaßdoæ topologiqeskoæ gruppe (G, τ ) moßno odnoznaqno sopostavit~ bitopologiqesku¸ gruppu (G, τ ×τ ), dlØ kotoroæ p = p×p i q = q × q. L¸boæ nepreryvnyæ gomomorfizm φ perehodit pri fftom v binepreryvnyæ gomomorfizm φ × φ.

Netrudno proverit~, qto tem samym opredelen kovariantnyæ funktor I, opredelennyæ na kategorii vseh topologiqeskih grupp i ih nepreryvnyh gomomorfizmov, v kategori¸ vseh bitopologiqeskih grupp (prØmyh ili, sootvetstvenno, kosyh) i ih binepreryvnyh gomomorfizmov. Netrudno takße zametit~, qto kompoziciØ fftih funktorov PI ØvlØetsØ toßdestvennym funktorom. Takim obrazom kaßdu¸ iz kategoriæ bitopologiqeskih grupp (prØmyh i, sootvetstvenno, kosyh) moßno rassmatrivat~, kak detalizacii kategorii topologiqeskih grupp.

Funktor I vkladyvaet kategori¸ T G v obwu¸ qast~ kategoriæ T G_+ i T G_−. Moßno sqitat~, uslovivxis~ o sootvetstvu¸- wih otoßdestvleniØh, qto T G prosto soderßitsØ v fftih kategoriØh. Pri takom predpoloßenii moßno sqitat~, qto funktor P ØvlØetsØ retrakcieæ kategoriæ T G_+ i T G_− na ih podkategori¸ T G. 3. Gorizontal~nye i vertikal~nye vloßeniØ. Ograniqenie struktury bitopologiqeskoæ gruppy (G, β) na diagonal~

Δ ⊂ G × G opredelØet, kak my ubedilis~, topologiqesku¸ grup-

pu (G, β|G). Pri fftom topologiqeskaØ gruppa (G, β|G) ne zavisit ot togo byla li bitopologiqeskaØ gruppa (G, β) prØmoæ ili kosoæ (na diagonali raznica meßdu nimi stiraetsØ). RassmatrivaØ ograniqeniØ struktury bitopologiqeskoæ gruppy na gorizontal~nye i vertikal~nye mnoßestva my prihodim k drugoæ situacii.

Pust~ h_b : G −→ G × {b}, h_b(x) = (x, b) v_a : G −→ {a} × G, v_a(y) = (a, y). �ti otobraßeniØ ØvlØ¸tsØ vloßeniØmi G v (G × G, β), oni pozvolØ¸t inducirovat~ na G topologiqeskie struktury h^{−1}_b (β) i v^{−1}_a (β), h_b i v_a stanovØtsØ topologiqeskimi vloßeniØmi

(G, h^{−1}_b (β)) i (G, v^{−1}_a ) v (G × G, β) – gorizontal~nym i, sootvet-

stvenno, vertikal~nym vloßeniØmi.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 123 V qastnosti, my imeem vloßeniØ

h_1 : G −→ G × {1_G}, h_1(x) = (x, 1_G),

v_1 : G −→ {1_G} × G, v_1(y) = (1_G, y).

�ti vloßeniØ my budem nazyvat~ standartnymi.

Rasmotrim takße sledu¸wie vloßeniØ G v (G×G.β)×(G×G.β): h_{c,d;1} : G −→ (G × G.β) × (G × G.β), h_{c,d;1}(x) = (c, d, x, 1_G), h_{1;c.d} : G −→ (G × G.β) × (G × G.β), h_{1;c,d}(x) = (x, 1_G; c, d). Netrudno zametit~, qto topologiqeskaØ struktura β × β induciruet na G posredstvom h_{c,d;1} i h_{1;c.d} odnu i tu ße topologiqesku¸ strukturu τ_1 dlØ vseh c i d iz G. Inaqe govorØ, dlØ l¸byh c i d iz G ffti otobraßeniØ ØvlØ¸tsØ topologiqeskimi vloßeniØmi (G, τ_1) v (G × G, β) × (G × G, β). Nas budut interesovat~, glavnym obrazom, vloßeniØ h_{c,1;1} i h_{1;c.1}, ih my budem nazyvat~ standartnymi dlØ l¸bogo c ∈ G. Obrazuem teper~ kompozici¸ h^{−1}_1 ph_{c,1;1}, ØvlØ¸wu¸sØ nepreryvnym otobraßeniem (G, τ_1) v sebØ, h^{−1}_1 ph_{c,1;1}(x) = cx – levyæ sdvig na G. Otobraßenie h^{−1}_1 ph_c−1_{,1;1} dast nam obratnyæ levyæ sdvig, tak kak h^{−1}_1 ph_c−1_{,1;1}(cx) = x. Sledovatel~no h^{−1}_1 ph_{c,1;1} topologiqeskoe otobraßenie (G, τ_1) na sebØ dlØ kaßdogo c ∈ G. Pravye sdvigi my poluqaem kompozicieæ h^{−1}_1 ph_{1;c,1}. Takim obrazom, bitopologiqeskoæ gruppe (G, β) sootvetstvuet gruppa (G, τ_1) s nepreryvnymi levymi i pravymi sdvigami. Esli (G, β) – prØmaØ bitopologiqeskaØ gruppa, to v (G, τ_1) nepreryvno i obrawenie fflementov.

AnalogiqnaØ situaciØ voznikaet pri perehode ot gorizontal~nyh vloßeniæ h_{c,d;1} i h_{1;c,d} k vertikal~nym vloßeniØm v_{c,d;1} i v_{1;c,d}, a imenno: v_{c,d;1} : G −→ (G × G.β) × (G × G.β), v_{c,d;1}(y) = (c, d, 1_G, y), v_{1;c,d} : G −→ (G × G.β) × (G × G.β), v_{1;c,d}(y) = (1_G, y, c, d). TopologiqeskaØ struktura β ×β induciruet na G posredstvom vloßeniæ v_{c,d;1} i v_{1;c,d} odnu i tu ße topologiqesku¸ strukturu τ_2 dlØ vseh c i d iz G. VvedØ standartnye vloßeniØ v_{c,1;1} i v_{1;c,1} i obrazovav kompozicii v^{−1}_1 pv_{c,1;1} i v^{−1}_1 pv_{1;c,1} my poluqaem nepreryvnye levye i pravye sdvigi na (G, τ_2).

124 A. A. IVANOV

Esli (G, β) prØmaØ bitopologiqeskaØ gruppa, to v (G, τ_1) nepreryvno i obrawenie fflementov. DlØ kosoæ bitopologiqeskoæ gruppy operaciØ obraweniØ fflementov opredelØet topologiqeskiæ izomorfizm grupp (G, τ_1) i (G, τ_2). V otliqie ot diagonal~- nogo vloßeniØ, gorizontal~nye i vertikal~nye vloßeniØ otliqa¸t prØmye bitopologiqeskie gruppy ot kosyh.

§7. Koneqnye bitopologiqeskie gruppy 1. Opisanie koneqnyh prØmyh bitopologiqeskih grupp. Rassmotrim proizvol~nu¸ koneqnu¸ prØmu¸ bitopologiqesku¸ gruppu (G, β). Pust~ U – naimen~xee otkrytoe v (G × G, β) mnoßestvo, soderßawee toqku (1, 1), gde 1 – edinica gruppy G. Samo mnoßestvo G × G moßno rassmatrivat~, kak prØmoe proizvedenie gruppy G na sebØ, fflement (1, 1), kak edinicu gruppy G × G, umnoßenie fflementov gruppy G × G pokomponentnoe. Lemma 1. Esli (x, y) ∈ U to (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U .

Dokazatel~stvo. Pust~ (x, y) ∈ U , togda mnoßestvo (x^{−1}, y^{−1})U soderßit (1, 1), tak kak (x^{−1}, y^{−1})(x, y) = (1, 1). Mnoßestvo U ∩

(x^{−1}, y^{−1})U takße soderßit edinicu gruppy G × G i potomu U ∩ (x^{−1}, y^{−1})U = U , v silu minimal~nosti U . Bolee togo (x^{−1}, y^{−1})U = U , v silu koneqnosti U , sledovatel~no (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U . Lemma 2. Esli (x1, y1) ∈ U i (x2, y2) ∈ U , to

(x_1x_2, y_1y_2) = (x_1, y_1)(x_2, y_2) ∈ U.

Dokazatel~stvo. Pust~ (x1, y1) ∈ U i (x2, y2) ∈ U , togda, v silu lemmy 1, (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U i, sledovatel~no, (1, 1) ∈ U . Pofftomu U ∩ (x_1, y_1)U = U , v silu minimal~nosti U . Bolee togo,

(x_1, y_1)U = U , v silu koneqnosti U . No tak kak i (x_2, y_2) ∈ U , to

i (x_1, y_1)(x_2, y_2) = (x_1x_2, y_1y_2) ∈ U .

Sledstvie. Naimen~xee otkrytoe v (G × G, β) mnoßestvo, so-

derßawee (1, 1), ØvlØetsØ podgruppoæ gruppy G × G.

Lemma 3. Naimen~xee otkrytoe v (G × G, β) mnoßestvo, soder-

ßawee (1, 1), ØvlØetsØ normal~nym delitelem gruppy G × G.

Dokazatel~stvo. Kak uße dokazano, naimen~xee otkrytoe v (G×

G, β), soderßawee edinicu, ØvlØetsØ podgruppoæ gruppy G × G.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 125 Rassmotrim teper~ proizvol~nyæ fflement (x, y) v G i mnoßestvo

(x, y)U (x^{−1}, y^{−1}). �to mnoßestvo otkryto v (G × G, β) i soderßit (1, 1) gruppy (G × G) i potomu U ∩ (x, y)U (x^{−1}, y^{−1}) = U , v silu

minimal~nosti U . Bolee togo(x, y)U (x^{−1}, y^{−1}) = U , v silu koneqnosti U . Poslednee oznaqaet, qto U – normal~nyæ delitel~. Lemma 4. Kaßdyæ klass smeßnosti minimal~nogo otkrytogo v

(G × G, β), soderßawego (1, 1), ØvlØetsØ minimal~nym otkrytym v (G × G, β) mnoßestvom.

Dokazatel~stvo. Oqevidno.

Lemma 5. BitopologiqeskaØ struktura β sostoit iz vsevozmoß-

nyh ob¨edineniæ klassov smeßnosti minimal~nogo otkrytogo v (G × G, β) mnoßestva U , soderßawego (1, 1).

Dokazatel~stvo. Oqevidno.

Teorema. Pust~ G – proizvol~naØ koneqnaØ gruppa. Togda suwe-

stvuet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu vsemi normal~nymi delitelØmi gruppy G × G i vsemi prØmymi bitopologiqeskimi gruppami na G.

Dokazatel~stvo. Pust~ G – proizvol~naØ koneqnaØ gruppa i U – nekotoryæ normal~nyæ delitel~ gruppy G × G, β – topologiqeskaØ struktura na G × G, sostoØwaØ iz vsevozmoßnyh ob¨edineniæ smeßnyh klassov normal~nogo delitelØ U v gruppe G × G. Poloßim p((x, y), (x^′, y^′)) = (xx^′, yy^′), q(x, y) = (x^{−1}, y^{−1}) i dokaßem, qto otobraßeniØ p : (G × G, β) × (G × G, β) −→ (G × G, β), q : (G × G, β) −→ (G × G, β), nepreryvny. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto p^{−1}((x, y)U ) ∈ β × β, q^{−1}((x, y)U ) ∈ β. No p((x_1, y_1)U × (x_2, y_2)U ) = p((x_1, y_1)(x_2, y_2)U × U ) =

= (x_1x_2, y_1y_2)U = (x, y)U

dlØ x = x_1x_2, y = y_1y_2. S drugoæ storony, esli

p((x_1, y_1), (x_2, y_2)) ∈ (x, y)U,

126 A. A. IVANOV to x_1x_2 = xv, y_1y_2 = yw, gde (v, w) ∈ U i pofftomu

(x_1, y_1) ∈ (x_1, y_1)U, (x_2y_2) ∈ (x_2v^{−1}, y_2w^{−1})U,

to est~

((x_1, y_1)(x_2, y_2)) ∈ (x_1, y_1)U × (x_2v^{−1}),

y_2w^{−1}U , priqem x_1x_2v^{−1} = x, y_1y_2w^{−1} = y. Ots¸da sleduet, qto p((x, y)U ) = ⋃ (x_1, y_1)U × (x_2, y_2)U |x_1x_2 = x, y_1y_2 = y,

qto i dokazyvaet nepreryvnost~ otobraßeniØ p.

Nepreryvnost~ otobraßeniØ q sleduet iz ravenstva

q^{−1}((x, y)U ) = (x^{−1}, y^{−1})U.

Obratnoe zakl¸qenie teoremy sleduet iz lemm 1–5.

Zameqanie. Minimal~noe otkrytoe v (G × G, β), mnoßestvo U , soderßawee (1, 1), imeet vid N_1 × N_2, gde N_1 i N_2 ØvlØ¸tsØ normal~nymi delitelØmi gruppy G. Zdes~ N_1 = {x|(x, y) ∈ U }, N_2 = {y|(x, y) ∈ U }. 2. Opisanie koneqnyh kosyh bitopologiqeskih grupp. Rassmotrim proizvol~nu¸ koneqnu¸ kosu¸ bitopologiqesku¸ gruppu (G, β). Pust~ U – naimen~xee otkrytoe v (G, β) mnoßestvo, soderßawee toqku (1, 1), gde 1 – edinica gruppy G. Samo mnoßestvo G × G moßno rassmatrivat~, kak prØmoe proizvedenie gruppy G na sebØ, fflement (1, 1), kak edinicu gruppy G × G, umnoßenie fflementov gruppy G × G pokomponentnoe.

Tak kak dokazatel~stva lemm 1–5 predyduwego razdela ispol~zu¸t tol~ko nepreryvnost~ otobraßeniØ p : (G × G, β) × (G × G, β) −→ (G × G, β), to ffti lemmy budut spravedlivy i dlØ kosogo varianta. Odnako nepreryvnost~ otobraßeniØ r : (G × G, β) −→ (G × G, β), r(x, y) = (y^{−1}, x^{−1}) pozvolØet dokazat~ ewe odnu lemmu, ne ime¸wu¸ mesta v prØmom variante.

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 127

Lemma 6. Esli (x, y) ∈ U , to (y, x) ∈ U . Dokazatel~stvo. V silu lemmy 1 (x, y) ∈ U ⇐⇒ (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U. Pust~ U^′ = {(y^{−1}, x^{−1})|(x, y) ∈ U . V silu nepreryvnosti otobraßeniØ r mnoßestvo U^′ ØvlØetsØ otkrytym v (G × G, β) mnoßestvom, soderßawim k tomu ße (1, 1). Pofftomu mnoßestvo U ∩ U^′ takße ØvlØetsØ otkrytym v (G × G, β), soderßawim (1, 1). V silu minimal~nosti U U ∩ U^′ = U, a v silu koneqnosti U , U^′ = U . Takim obrazom (x^{−1}, y^{−1}) ∈ U ⇐⇒ (y, x) ∈ U. Iz dvuh dokazannyh nami ffkvivalentnosteæ sleduet (x, y) ∈ U ⇐⇒ (y, x) ∈ U. Teorema. Pust~ G koneqnaØ gruppa. Togda suwestvuet vzaimno

odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu vsemi normal~nymi delitelØmi gruppy G i vsemi kosymi bitopologiqeskimi gruppami na G.

Dokazatel~stvo. Pust~ U = N × N , gde N – normal~nyæ delitel~ gruppy G. OtobraßeniØ p i r opredelØ¸tsØ, kak obyqno. Nepreryvnost~ otobraßeniØ p dokazyvaetsØ, kak dlØ predyduweæ teoremy, a nepreryvnost~ otobraßeniØ r sleduet iz sootnoxeniØ

r^{−1}((x, y)U ) = U (y^{−1}, x^{−1}).

Tem samym dokazano, qto kaßdomu normal~nomu delitel¸ N gruppy G sopostavlØetsØ kosaØ bitopologiqeskaØ gruppa na G. Obratnoe sootvetstvie sleduet iz lemm 1–6 i iz togo, qto l¸boæ simmetriqnyæ otnositel~no diagonali normal~nyæ delitel~ U gruppy G × G imeet vid N × N , gde N – normal~nyæ delitel~ gruppy G. Poslednee sleduet iz zameqaniØ k predyduweæ teore- me. Zameqanie. Iz dokazatel~stva teoremy vidno, qto kaßdaØ koneqnaØ kosaØ bitopologiqeskaØ gruppa (G, β) ØvlØetsØ odnovremenno prØmoæ bitopologiqeskoæ gruppoæ, dlØ kotoroæ minimal~noe otkrytoe v (G × G, β) mnoßestvo U , soderßawee (1, 1), simmetriqno otnositel~no diagonali.

128 A. A. IVANOV

§8. P -topologiqeskie gruppy 1. Osnovnye opredeleniØ. Opredelenie P -topologiqeskoæ gruppy analogiqno opredeleni¸ bitopologiqeskoæ gruppy s toæ razniceæ, qto bitopologiqeskie struktury zamenØ¸tsØ na P - topologiqeskie struktury. Nam neobhodimo, preßde vsego, vvesti nekotorye opredeleniØ, otnosØwiesØ k P -topologiqeskim gruppam.

Opredelenie. P -topologiqeskoæ gruppoæ budem nazyvat~ paru

(G, ζ), gde G – nekotoraØ gruppa, ζ – P -topologiqeskaØ struk-

tura na mnoßestve G, takie, qto otobraßeniØ p : (G, ζ) × (G, ζ) −→ (G, ζ), p(x, y) = xy, q : (G, ζ) −→ (G, ζ), q(x) = x^{−1} P -nepreryvny, to est~ otobraßeniØ p = P p i q = P q ØvlØ¸tsØ nepreryvnymi otobraßeniØmi sootvetstvu¸wih topologiqeskih prostranstv.

Primer. Rassmotrim prosteæxu¸ gruppu D, sostoØwu¸ iz dvuh fflementov, D = {0, 1} s operacieæ sloßeniØ, pri kotoroæ

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0. Moßno dokazat~, qto ime¸t-

sØ tol~ko trivial~nye topologizacii i bitopologizacii fftoæ gruppy. Rassmotrim ee vozmoßnye P -topologizacii. Mnoßestvo P D sostoit iz treh toqek a = {0}, b = {1}, c = {0, 1} (rassmatriva¸tsØ tol~ko nepustye podmnoßestva), mnoßestvo P D × P D sostoit iz devØti toqek: (a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c, a), (c, b), (c, c). Otobraßenie P p : P D × P D −→ P D perevodit ffti toqki v a, b, c, b, a, c, c, c, c. Takim obrazom (P p)^{−1}(a) = {(a, a), (b, b)},

PROSTRANSTVENNYE STRUKTURY 129 (P p)^{−1}(b) = {(a, b), (b, a)}, (P p)^{−1}(c) = {(a, c), (b, c), (c, a), (c, b), (c, c)}. Netrudno pokazat~, qto suwestvu¸t tri netrivial~nye P - topologiqeskie struktury na rassmatrivaemoæ gruppe, to est~ topologiqeskie struktury na mnoßestve P D. Ih netrivial~nymi otkrytymi mnoßestvami ØvlØ¸tsØ mnoßestva {a, b} i {c} v treh razliqnyh kombinaciØh: {a, b}, {c}, {a, b} i {c}.

Opredelenie. Podgruppoæ P -topologiqeskoæ gruppy (G, ζ) budem nazyvat~ P -topologiqesku¸ gruppu (G^′, ζ^′), gde G^′ – podgruppa gruppy G, a struktura ζ^′ inducirovana na G strukturoæ ζ.

Teorema. Pust~ (G, ζ) – proizvol~naØ P -topologiqeskaØ gruppa,

G^′ – podgruppa gruppy G, ζ^′ = ζ|G^′. Togda (G^′, ζ^′) ØvlØetsØ P - topologiqeskoæ gruppoæ.

Dokazatel~stvo. Tak kak otobraßeniØ p^′ : (G^′, ζ^′) × (G^′, ζ^′) −→ (G^′, ζ^′), p^′(x, y) = xy, q^′ : (G^′, ζ^′) −→ (G^′, ζ^′), q^′(x) = x^{−1}

ØvlØ¸tsØ ograniqeniØmi otobraßeniæ p : (G, ζ) × (G, ζ) −→ (G, ζ), p(x, y) = xy, q : (G, ζ) −→ (G, ζ), q(x) = x^{−1} a ffti otobraßeniØ P -nepreryvny, to P -nepreryvny i otobraßeniØ p^′, q^′.

S P -faktorgruppami delo sloßnee. My znaem, qto P -faktoprostranstva ne vsegda suwestvu¸t, no otnositel~no P - faktorgrupp fftogo utverßdat~ my ne moßem.

2. Dopolnenie. Na grupppah G moßno rassmatrivat~ i bolee sloßnye struktury, naprimer topologiqeskie struktury na P^2G (P^2-topologiqeskie struktury na G), topologiqeskie struktury na P (G × G) (P -bitopologiqeskie struktury na G), i tak dalee. Netrudno zametit~, qto daße dlØ dvuhfflementnoæ gruppy G suwestvu¸t netrivial~nye P^2-topologiqeskie i P - bitopologiqeskie struktury. Deæstvitel~no, tak kak P G ⊂ P^2G, to my moßem rassmotret~ P^2-topologiqesku¸ strukturu na G,

130 A. A. IVANOV ØvlØ¸wu¸sØ trivial~nym prodolßeniem na P^2G netrivial~noæ P -topologiqeskoæ struktury na dvuhfflementnoæ gruppe G. TakaØ P^2-topologiqeskaØ struktura na G budet, oqevidno, netrivial~noæ.

Analogiqno, tak kak P G ⊂ P (G × G), my moßem rassmotret~ P -bitopologiqesku¸ strukturu na G, ØvlØ¸wu¸sØ trivial~- nym prodolßeniem na P (G × G netrivial~noæ P -topologiqeskoæ struktury na dvuhfflementnoæ gruppe G (diagonali v G × G). TakaØ P -bitopologiqeskaØ struktura na G budet, oqevidno, netrivial~noæ.

Prostranstva i gruppy s takimi strukturami budut izuqat~- sØ v tret~eæ glave knigi.

Ivanov A. A. Space structures, their theory and application. 2.

The paper is the second part of a book ”Spaces structures, their theory and application”. This part consists of introduction and three chapters: P -topological structures, product structures and function spaces, some applications of space structures.

Postupilo 20 fevralØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN