Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 310, 2004 g.

S. I. Repin, M. E. Frolov

OB OCENKE OTKLONENI` OT TOQNOGO REXENI˚ ZADAQI O PLASTINE RE`SSNERA–MINDLINA

1. Vvedenie

TeoriØ plastin Reæssnera–Mindlina ØvlØetsØ obobweniem klassiqeskoæ teorii tonkih plastin Kirhgoffa–LØva. V ramkah fftoæ teorii deformaciØ plastiny tolwiny t, sredinnaØ ploskost~ kotoroæ zanimaet oblast~ Ω ⊂ R^2, opisyvaetsØ pri pomowi dvuh peremennyh: skalØrnoæ funkcii w(x) (progib sredinnoæ ploskosti v toqke x) i vektornoæ funkcii η(x) (povorot normali k sredinnoæ ploskosti v toqke x). Funkcional ffnergii dlØ fftoæ zadaqi imeet sledu¸wiæ vid: I(w, η) = ∫ Ω ( 1 2 C ε(η) : ε(η) + 1 2α |∇w − η|^2 − fw ) dx, gde C – poloßitel~no opredelennyæ tenzor qetvertogo ranga, ε(η) =^{∇η+(∇η)T}_2 , α – poloßitel~nyæ parametr, proporcional~- nyæ t^2, a veliqina ft^3 sootvetstvuet raspredelennoæ nagruzke, deæstvu¸weæ na plastinu. Suwestvovanie pary funkciæ (u, ϕ), kotorye udovletvorØ¸t zadannym kraevym usloviØm i minimiziru¸t I(w, η) na^∘W^1_2(Ω) ×^∘W^1_2(Ω, R^2), sleduet iz izvestnyh rezul~tatov variacionnogo isqisleniØ dlØ vypuklyh koffrcitivnyh funkcionalov (sm., naprimer, [1]). Moßno pokazat~, qto pri α → 0 minimaæzery fftoæ variacionnoæ zadaqi stremØtsØ k rexeni¸ sootvetstvu¸weæ variacionnoæ zadaqi dlØ plastiny Kirhgoffa–LØva (sm., naprimer, [7]).

V poslednie desØtiletiØ rassmatrivaemaØ model~ vyzyvaet bol~xoæ interes kak u mehanikov tak i u matematikov. �to svØzano s tem, qto ona moßet byt~ ispol~zovana dlØ opisaniØ povedeniØ plastin ne tol~ko maloæ, no i sredneæ tolwiny i imeet

Rabota podderßana grantom Minvuz E02-1.0-55. 145

146 S. I. REPIN, M. E. FROLOV

bolee xiroku¸ oblast~ primeneniØ (sm., naprimer, [3, 4, 6, 7] i citiruemu¸ tam literaturu). Drugim dostoinstvom dannoæ modeli ØvlØetsØ to, qto ee qislennoe rexenie ne trebuet postroeniØ vnutrennih approksimaciæ v prostranstve W^2_2 .

Odnoæ iz pervyh rabot, v kotoryh issledovalis~ svoæstva approksimaciæ rassmatrivaemoæ zadaqi, ØvlØetsØ rabota [7]. V neæ ustanovleny ocenki regulØrnosti rexeniØ (u, ϕ) dlØ sluqaØ, kogda Ω – vypuklaØ poligonal~naØ oblast~. Pri pomowi fftih ocenok dalee poluqeny asimptotiqeskie ocenki skorosti shodimosti koneqnomernyh approksimaciæ. Predlagaemyæ v rabote [7] podhod osnovan na formulirovke ishodnoæ zadaqi, kotoraØ vkl¸qaet v sebØ troæku neizvestnyh (u, ϕ, γ). PoslednØØ iz nih igraet rol~ nezavisimoæ approksimacii veliqiny^{∇u−ϕ}_α . Ispol~zuØ ortogonal~noe razloßenie Gel~mgol~ca dlØ fflementov prostranstva L_2(Ω, R^2), avtory predloßili metod rexeniØ, osnovannyæ na rasweplenii ishodnoæ zadaqi na bolee prostye. V dal~neæxem, ideØ ispol~zovaniØ razloßeniØ Gel~mgol~ca xiroko primenØlas~ drugimi avtorami pri postroenii celoæ gruppy tak nazyvaemyh nekonformnyh metodov (sm., v qastnosti, [3]).

Aposteriornye ocenki toqnosti approksimaciæ, poluqennyh dlØ rassmatrivaemoæ modeli pri pomowi metoda koneqnyh fflementov, byli predloßeny v rabotah [8–10]. Dannye ocenki postroeny v ramkah tak nazyvaemogo “metoda nevØzok”, kotoryæ poslednie desØtiletiØ xiroko ispol~zovalsØ dlØ poluqeniØ indikatorov pogrexnosti v razliqnyh zadaqah (sm., naprimer, [5]). �ti ocenki vkl¸qa¸t v sebØ postoØnnye, zavisØwie ot struktury razbieniØ oblasti Ω i prigodny tol~ko dlØ approksimaciæ special~nogo vida (galerkinskih approksimaciæ).

V dannoæ rabote postroena vyqislØemaØ maßoranta normy raznosti meßdu priblißennym i toqnym rexeniem zadaqi o plastine Reæssnera–Mindlina. Pri poluqenii fftoæ ocenki ispol~zovalis~ iskl¸qitel~no metody variacionnogo isqisleniØ i funkcional~nogo analiza. Pofftomu ona prigodna dlØ l¸byh vnutrennih (konformnyh) approksimaciæ toqnogo rexeniØ i soderßit tol~ko global~nye postoØnnye, zavisØwie ot formy oblasti Ω i drugih ishodnyh dannyh zadaqi. Ocenku takogo vida estestvenno nazvat~ aposteriornoæ ocenkoæ funkcional~nogo tipa. Otmetim, qto dlØ xirokogo klassa fflliptiqeskih kraevyh zadaq podobnye ocenki byli ranee poluqeny v rabotah [2, 11,

OB OCENKE OTKLONENI` 147

12] i rØde drugih rabot.

2. Poluqenie maßoranty normy otkloneniØ ot toqnogo rexeniØ zadaqi o plastine Reæssnera–Mindlina KlassiqeskaØ postanovka rassmatrivaemoæ zadaqi takova:

naæti paru fflementov (u, ϕ), udovletvorØ¸wu¸ sisteme differencial~nyh uravneniæ divergentnogo tipa { − div C ε(ϕ) − γ = 0 v Ω, − div γ = f v Ω, (1) gde γ =^{∇u−ϕ}_α . PredpolagaetsØ, qto Ω – svØznaØ ograniqennaØ oblast~ v R^2 s nepreryvnoæ po Lipxicu graniceæ ∂Ω, f ∈ L_2(Ω), a tenzor C obladaet svoæstvom simmetrii, t.e. C_{ijkl} = C_{jikl} = C_{klij}. Pust~ takße suwestvu¸t takie poloßitel~nye postoØnnye α_1, α_2, qto

α_1|–|^2 6 C – : – 6 α_2|–|^2 ∀– ∈ M^{2×2}_s , |–|^2 = – : –,

gde M^{2×2}_s oboznaqaet prostranstvo simmetriqnyh 2 × 2 matric.

DlØ prostoty izloßeniØ my rassmotrim sluqaæ, kogda funkcii u i ϕ udovletvorØ¸t odnorodnym kraevym usloviØm, t.e. { u = 0 na ∂Ω, ϕ = 0 na ∂Ω. (2)

Odnako, predlagaemyæ podhod takße moßet byt~ primenen v sluqae drugih kraevyh usloviæ.

Zadaqa (1)–(2) dopuskaet sledu¸wu¸ slabu¸ formulirovku: naæti (u, ϕ, γ) ∈ V_0 × Y_0 × Q takie, qto ∫ Ω Cε(ϕ) : ε(η) dx − ∫ Ω γ · η dx = 0 ∀η ∈ Y_0, ∫ Ω γ · ∇w dx = ∫ Ω fw dx ∀w ∈ V_0, ∫ Ω (αγ − (∇u − ϕ)) · q dx = 0 ∀q ∈ Q, (3)

gde V_0 =^∘W^1_2(Ω), Y_0 =^∘W^1_2(Ω, R^2), Q = L_2(Ω, R^2).

148 S. I. REPIN, M. E. FROLOV

L¸boe rexenie sistemy (3), oblada¸wee povyxennoæ gladkost~¸, udovletvorØet uravneniØm (1)–(2), i, sledovatel~no, ØvlØetsØ rexeniem v klassiqeskom smysle. Netrudno pokazat~, qto para funkciæ (u, ϕ) minimiziruet sledu¸wiæ funkcional ffnergii: I(w, η) = ∫ Ω ( 1 2 C ε(η) : ε(η) + 1 2α |∇w − η|^2 − fw ) dx na mnoßestve S = V_0 × Y_0, tak qto I(u, ϕ) = inf_{(w,η)∈S} I(w, η) = inf P. Dalee ffta variacionnaØ zadaqa budet nazyvat~sØ prØmoæ zadaqeæ.

Rassmotrim proizvol~nu¸ paru fflementov (v, ψ), da¸wih konformnu¸ approksimaci¸ toqnogo rexeniØ (u, ϕ) v S (pri fftom fflement γ =^{∇u−ϕ}_α approksimiruetsØ v L_2(Ω, R^2) vektorom y = ∇v−ψ α ). Vvedem sootvetstvu¸wie fftim fflementam otkloneniØ ot toqnyh znaqeniæ e_v = v − u, e_ψ = ψ − ϕ i e_y = y − γ. Togda spravedlivo utverßdenie 1.

Utverßdenie 1. DlØ l¸boæ approksimacii (v, ψ) ∈ S vypolnØet-

sØ sledu¸wee ravenstvo:

||| e_ψ |||^2 +α || e_y ||^2= 2 (I(v, ψ) − inf P) , (4) gde || e_y^2 ||= ∫ Ω |e_y|^2 dx i ||| e_ψ |||^2= ∫ Ω C ε(e_ψ ) : ε(e_ψ ) dx.

Dokazatel~stvo. Rassmotrim pravu¸ qast~ ravenstva (4) 2 (I(v, ψ) − I(u, ϕ)) = = ∫ Ω ( C ε(ψ) : ε(ψ) + 1 α |∇v − ψ|^2 − 2fv ) dx−

− ∫ Ω ( C ε(ϕ) : ε(ϕ) + 1 α |∇u − ϕ|^2 − 2fu ) dx.

OB OCENKE OTKLONENI` 149

Ispol~zuØ (3), poluqaem ∫ Ω C ε(ψ) : ε(ψ) dx − ∫ Ω C ε(ϕ) : ε(ϕ) dx =

= ∫ Ω C ε(ψ − ϕ) : ε(ψ − ϕ) dx + 2 ∫ Ω (C ε(ψ) : ε(ϕ) − C ε(ϕ) : ε(ϕ)) dx =

=||| e_ψ |||^2 +2 ∫ Ω C ε(e_ψ ) : ε(ϕ) dx =||| e_ψ |||^2 +2 ∫ Ω γ · e_ψ dx, i 1 α ( || ∇v − ψ ||^2 − || ∇u − ϕ ||^2 ) = α ( || y ||^2 − || γ ||^2 ) = = α || e_y ||^2 +2 ∫ Ω γ · (αe_y ) dx. OtkloneniØ e_v, e_ψ i e_y svØzany sootnoxeniem e_ψ + αe_y = ψ − ϕ + (∇v − ψ) − (∇u − ϕ) = ∇v − ∇u = ∇e_v, (5) uqityvaØ kotoroe, prihodim k ravenstvu 2 ∫ Ω (γ · (e_ψ + αe_y) − f(v − u)) dx = 2 ∫ Ω (γ · ∇e_v − fe_v ) dx = 0. Ots¸da sleduet, qto 2 (I(v, ψ) − I(u, ϕ)) = ∫ Ω C ε(ψ − ϕ) : ε(ψ − ϕ) dx + α || y − γ ||^2 .

�

Zametim, qto hotØ funkciØ γ i ee approksimaciØ y, vhodØwie v (4), vyraßa¸tsØ qerez osnovnye peremennye zadaqi, oni predstavlØ¸t soboæ tak nazyvaemyæ vektor naprØßeniæ sdviga (shear stresses), kotoryæ imeet samostoØtel~nyæ fiziqeskiæ smysl (sm., naprimer, [4]). Takim obrazom, levaØ qast~ ravenstva (4) – norma v prostranstve Y_0 × Q, kotoru¸ estestvenno ispol~zovat~ dlØ izmereniØ pogrexnosti priblißennogo rexeniØ v terminah otkloneniæ e_ψ i e_y. Kak pokazano v zakl¸qitel~noæ qasti raboty, ocenki fftih dvuh otkloneniæ i sootnoxenie (5)

150 S. I. REPIN, M. E. FROLOV

pozvolØ¸t kontrolirovat~ takße normu otkloneniØ e_v. Takim obrazom, toqnost~ l¸boæ approksimacii (v, ψ) moßet byt~ ocenena, esli izvestno znaqenie inf P. Ne smotrØ na to, qto v obwem sluqae toqnaØ nißnØØ gran~ rassmatrivaemoæ zadaqi neizvestna, dalee my pokaßem, qto pravaØ qast~ (4) ocenivaetsØ sverhu s privleqeniem tak nazyvaemoæ dvoæstvennoæ variacionnoæ formulirovki.

Rassmotrim sledu¸wiæ Lagranßian: L(w, η, q^∗) = ∫ Ω ( 1 2 C ε(η) : ε(η) − fw + q^∗ · (∇w − η) − α|q^∗|^2 2 ) dx, gde inf P = inf_{(w,η)∈S} sup_{q�∈Q�} L(w, η, q^∗),

i Q^∗ = L_2(Ω, R^2). DvoæstvennaØ zadaqa, poroßdennaØ Lagranßianom L, imeet vid: naæti fflement p^∗ ∈ Q^∗ takoæ, qto

I^∗(p^∗) = sup_{q�∈Q�} I^∗(q^∗) = sup P^∗, gde I^∗(q^∗) = inf_{(w,η)∈S} L(w, η, q^∗). Ispol~zuØ izvestnye rezul~taty vypuklogo analiza, moßno pokazat~, qto spravedlivo sootnoxenie inf P = sup P^∗ ili inf (w,η)∈S sup q�∈Q� L(w, η, q^∗) = sup_{q�∈Q�} inf_{(w,η)∈S} L(w, η, q^∗). (6) Pri pomowi sootnoxeniæ (4) i (6) poluqaem ocenku

||| e_ψ |||^2 +α || e_y ||^26 2 (I(v, ψ) − I^∗(q^∗)) , (7)

kotoraØ spravedliva dlØ l¸bogo fflementa q^∗ ∈ Q^∗.

Kak sleduet iz opredeleniØ dvoæstvennogo funkcionala I^∗(q^∗) = inf_{w∈V0,η∈Y0} L(w, η, q^∗) = = inf w∈V0,η∈Y0 ∫ Ω ( 1 2 C ε(η) : ε(η) − q^∗ · η − α|q^∗|^2 2 + q^∗ · ∇w − fw ) dx.

OB OCENKE OTKLONENI` 151

Esli fflement q^∗ ne prinadleßit mnoßestvu Q^∗_f , gde

Q^∗_f = q^∗ ∈ L_2(Ω, R^2) | ∫ Ω q^∗ · ∇w dx = ∫ Ω fw dx ∀w ∈ V_0 , to znaqenie I^∗(q^∗) ne ograniqeno snizu. Pofftomu funkcional faktiqeski opredelen dlØ q^∗ ∈ Q^∗_f i imeet vid

I^∗(q^∗) = inf_{η∈Y0} ∫ Ω ( 1 2 C ε(η) : ε(η) − q^∗ · η ) dx − ∫ Ω α|q^∗|^2 2 dx. Pervoe slagaemoe v dannom vyraßenii moßno predstavit~ sledu¸wim obrazom: inf_{η∈Y0} ∫ Ω ( 1 2 C ε(η) : ε(η) − q^∗ · η ) dx = sup_{τ�∈N�} q ∫ Ω ( − 1 2 C^{-1} τ^∗ : τ^∗ ) dx, gde N^∗_q = τ^∗ ∈ L_2(Ω, M^{2×2}_s ) | ∫ Ω τ^∗ : ε(η) dx = ∫ Ω q^∗ · η dx ∀η ∈ Y_0 . V rezul~tate my prihodim k vyraßeni¸

I^∗(q^∗) = sup_{τ�∈N�} q ∫ Ω ( − 1 2 C^{-1} τ^∗ : τ^∗ ) dx − ∫ Ω α|q^∗|^2 2 dx. PrinimaØ vo vnimanie neravenstvo I^∗(q^∗) > J^∗(q^∗, τ^∗), gde J^∗(q^∗, τ^∗) = − ∫ Ω ( 1 2 C^{-1} τ^∗ : τ^∗ + α|q^∗|^2 2 ) dx, i ispol~zuØ (7), poluqaem ocenku ||| e_ψ |||^2 +α || e_y ||^26 2 (I(v, ψ) − J^∗(q^∗, τ^∗)) , (8) kotoraØ verna dlØ l¸byh q^∗ ∈ Q^∗_f i τ^∗ ∈ N^∗_q .

152 S. I. REPIN, M. E. FROLOV

Pokaßem, qto neravenstvo (8) dopuskaet takße sledu¸wee predstavlenie: ||| e_ψ |||^2 +α || e_y ||^26 inf_{q�∈Q�f} { inf τ�∈N�_q D(ψ, τ^∗) + α || y − q^∗ ||^2 } , (9) gde D(ψ, τ^∗) = ∫ Ω (C ε(ψ) : ε(ψ) + C^{-1} τ^∗ : τ^∗ − 2τ^∗ : ε(ψ)) dx.

Deæstvitel~no,

2 (I(v, ψ) − J^∗(q^∗, τ^∗)) = = ∫ Ω ( C ε(ψ) : ε(ψ) + 1 α |∇v − ψ|^2 − 2fv + C^{-1} τ^∗ : τ^∗ + α|q^∗|^2 ) dx =

= D(ψ, τ^∗) + 2 ∫ Ω (τ^∗ : ε(ψ) − fv) dx + ∫ Ω α ( |y|^2 + |q^∗|^2 ) dx. Ispol~zuØ sootnoxeniØ ∫ Ω τ^∗ : ε(ψ) dx = ∫ Ω q^∗ · ψ dx,

ψ + αy = ∇v, i ∫ Ω q^∗ · ∇v dx = ∫ Ω fv dx, my prihodim k vyvodu, qto

2 (I(v, ψ) − J^∗(q^∗, τ^∗)) = D(ψ, τ^∗) + α || y − q^∗ ||^2 + + 2 ∫ Ω (q^∗ · (ψ + αy) − fv) dx = D(ψ, τ^∗) + α || y − q^∗ ||^2 . Odnako, praktiqeskoe primenenie ocenki (9) ser~ezno zatrudneno tem obstoØtel~stvom, qto pri vyqislenii verhnih granic otkloneniØ fflementy q^∗ i τ^∗ neobhodimo vybirat~ v sootvetstvu¸wih dopustimyh klassah Q^∗_f i N^∗_q . Postroenie vnutrennih

OB OCENKE OTKLONENI` 153

approksimaciæ v fftih klassah moßet okazat~sØ slixkom trudoemkoæ zadaqeæ. Po fftoæ priqine, naxeæ dal~neæxeæ cel~¸ ØvlØetsØ modifikaciØ poluqennogo neravenstva takim obrazom, qtoby vyqislenie ocenok pogrexnosti ne trebovalo ispol~zovaniØ sloßnyh approksimaciæ.

Postroim ocenku normy otkloneniØ, v kotoroæ pravaØ qast~ opredelena na Q^∗_{div} × N^∗_{div} vmesto Q^∗_f × N^∗_q , gde

N^∗_{div} =

{–^∗ ∈ L2(Ω, M^{2×2}_s ) | div –^∗ ∈ L2(Ω, R^2)^} i Q^∗_{div} = { y^∗ ∈ L_2(Ω, R^2) | div y^∗ ∈ L_2(Ω) } . Rassmotrim proizvol~nyæ fflement –^∗ ∈ N^∗_{div} i zapixem slagaemoe D(ψ, τ^∗) v sledu¸wem vide: D(ψ, τ^∗) = ∫ Ω C(ε(ψ) − C^{-1} τ^∗) : (ε(ψ) − C^{-1} τ^∗) dx.

Dalee, ispol~zuØ neravenstvo treugol~nika dlØ normy ( ∫ Ω C – : – dx^{) 12}, imeem

D(ψ, τ^∗)^{12} 6

6 D(ψ, –^∗)^12 +

∫ Ω C(C^{-1} τ^∗ − C^{-1} –^∗) : (C^{-1} τ^∗ − C^{-1} –^∗) dx 1 2 . PrimenØØ izvestnoe algebraiqeskoe neravenstvo ınga

2|ab| 6 β_1 a^2 + 1 β_1 b^2,

prihodim k ocenke

D(ψ, τ^∗) 6 (1 + β_1)D(ψ, –^∗) + ( 1 + 1 β_1 ) ∫ Ω C^{-1}(τ^∗ − –^∗) : (τ^∗ − –^∗) dx,

kotoraØ verna pri l¸bom poloßitel~nom znaqenii parametra β_1. Ots¸da my zakl¸qaem, qto inf τ�∈N�_q D(ψ, τ^∗) 6 (1 + β_1)D(ψ, –^∗) + ( 1 + 1 β_1 ) R(–^∗), (10)

154 S. I. REPIN, M. E. FROLOV gde R(–^∗) = inf_{τ�∈N�q}^∫ Ω C^{-1}(τ^∗ − –^∗) : (τ^∗ − –^∗) dx.

Utverßdenie 2. DlØ l¸bogo fflementa –^∗ ∈ N^∗_{div} imeet mesto

sledu¸waØ ocenka:

R(–^∗) 6 C^2_{1Ω} || q^∗ + div –^∗ ||^2, gde C 1Ω – postoØnnaØ, udovletvorØ¸waØ neravenstvu || η ||6 C_{1Ω} ||| η ||| ∀η ∈ Y_0. Dokazatel~stvo. Sdelaem zamenu peremennyh σ^∗ = τ^∗ − –^∗ v

opredelenii R(–^∗). S odnoæ storony, ∫ Ω τ^∗ : ε(η) dx = ∫ Ω q^∗ · η dx ∀η ∈ Y_0. S drugoæ storony, − ∫ Ω –^∗ : ε(η) dx =^∫ Ω div –^∗ · η dx ∀η ∈ Y0. Sledovatel~no, σ^∗ prinadleßit mnoßestvu N^∗_r , gde r^∗ = q^∗ + div –^∗ i N^∗_r = σ^∗ ∈ L_2(Ω, M^{2×2}_s ) | ∫ Ω σ^∗ : ε(η) dx = ∫ Ω r^∗ · η dx ∀η ∈ Y_0 . Ots¸da poluqaetsØ trebuemaØ ocenka. Deæstvitel~no,

R(–^∗) = inf_{σ�∈N�r}^∫_Ω C^{-1} σ^∗ : σ^∗ dx = − sup_{σ�∈N�r}^∫_Ω^(− C^{-1} σ^∗ : σ^{∗)} dx =

= − inf_{η∈Y0} ∫ Ω (C ε(η) : ε(η) − 2r^∗ · η) dx 6

6 − inf_{η∈Y0}(||| η |||^2 −2C 1Ω || r^∗ ||||| η |||) 6

OB OCENKE OTKLONENI` 155

     6 − inf_a¿_0(a^2 − 2C 1Ω || r^∗ || a) = C^2_{1Ω} || q^∗ + div –^∗ ||^2 .
�

Sledstviem neravenstv (9), (10) i utverßdeniØ 2 ØvlØetsØ ocenka

||| e_ψ |||^2 +α || e_y ||^26 (1 + β_1)D(ψ, –^∗)+

+ inf_{q�∈Q�f} {( 1 + 1 β_1 ) C^2_{1Ω} || q^∗ + div –^∗ ||^2 +α || y − q^∗ ||^{2}} ,

kotoraØ spravedliva dlØ l¸byh β_1 > 0, q^∗ ∈ Q^∗_f i –^∗ ∈ N^∗_{div} .

Dalee, sleduØ izloßennoæ sheme, fflement q^∗ ∈ Q^∗_f zamenØetsØ na proizvol~nyæ fflement y^∗ ∈ Q^∗_{div} , i my poluqaem

|| y − q^∗ ||^26 (1 + β_2) || y − y^∗ ||^2 + ( 1 + 1 β_2 ) || q^∗ − y^∗ ||^2,

|| q^∗ + div –^∗ ||^26 (1 + β_3) || y^∗ + div –^∗ ||^2 + ( 1 + 1 β_3 ) || q^∗ − y^∗ ||^2, gde β_2, β_3 - svobodnye poloßitel~nye parametry. Moßno pokazat~ (sm., naprimer, [11]), qto dlØ proizvol~nogo fflementa y^∗ ∈ Q^∗_{div} imeet mesto ocenka

inf_{q�∈Q�f} || q^∗ − y^∗ ||^26 C^2_Ω || div y^∗ + f ||^2,

gde C 2Ω – konstanta v neravenstve Fridrihsa || w ||6 C_{2Ω} || ∇w || ∀w ∈ V_0. Ispol~zuØ fftot fakt, my prihodim k dvoæstvennoæ maßorante dlØ plastin Reæssnera–Mindlina sledu¸wego vida: ||| e_ψ |||^2 +α || e_y ||^26 M_1(ψ, –^∗)+M_2(y, y^∗)+M_3(y^∗, –^∗)+M_4(y^∗), (11) gde M_1 = (1 + β_1)D(ψ, –^∗),

M_2 = α(1 + β_2) || y − y^∗ ||^2,

M_3 = ( 1 + 1 β_1 ) (1 + β_3)C^2_{1Ω} || y^∗ + div –^∗ ||^2,

156 S. I. REPIN, M. E. FROLOV

M_4 = {( 1 + 1 β_1 ) ( 1 + 1 β_3 ) C^2_{1Ω} + α^(1 +^1_{β2}^{)}} C^2_Ω || div y^∗ + f ||^2 .

PoØsnim smysl ocenki (11). S odnoæ storony, v nee vhodØt zadannye approksimacii ψ i y =^{∇v−ψ}_α , toqnost~ kotoryh my kontroliruem. S drugoæ storony, ona takße soderßit paru svobodnyh funkciæ y^∗,–^∗ i neskol~ko poloßitel~nyh parametrov. PravaØ qast~ (11) daet garantirovannu¸ ocenku sverhu normy otkloneniØ ot toqnogo rexeniØ pri l¸bom vybore y^∗, –^∗ i β_1, β_2, β_3 iz sootvetstvu¸wih dopustimyh klassov. Odnako, neudaqnyæ vybor fftih fflementov moßet privesti k suwestvennoæ pereocenke ee znaqeniØ. S drugoæ storony, legko videt~, qto pri pomowi maßoranty moßno poluqit~ skol~ ugodno toqnu¸ ocenku kontroliruemogo otkloneniØ. Deæstvitel~no, dlØ pary y^∗ = γ i

–^∗ = C ε(ϕ) slagaemye M3 i M4, s toqnost~¸ do konstanty pred-

stavlØ¸wie soboæ nevØzku differencial~nyh uravneniæ sistemy (1), obrawa¸tsØ v nol~. Sledovatel~no, moßno poloßit~ β_1, β_2, β_3 ravnymi nul¸, i neravenstvo perehodit v ravenstvo.

Legko videt~, qto iz poluqennoæ ocenki vytekaet takße ocenka dlØ otkloneniØ e_v = v − u. Ispol~zuØ sootnoxenie (5), poluqaem || ∇e_v || 6 || e_ψ || +α || e_y ||6 C_{1Ω} ||| e_ψ ||| +α || e_y || . Ots¸da sleduet, qto

|| ∇e_v ||^26 (1 + β)C^2_{1Ω} ||| e_ψ |||^2 + ( 1 + 1 β ) α^2 || e_y ||^2,

gde β - proizvol~noe poloßitel~noe qislo. Poloßiv β = αC^{−2}_{1Ω} , my prihodim k neravenstvu

|| ∇e_v ||^26 (α + C^2_{1Ω} ) ( ||| e_ψ |||^2 +α || e_y ||^2 ) 6 (α + C^2_{1Ω} ) (M1 + . . . + M4) .

Takim obrazom, predlagaemaØ dvoæstvennaØ maßoranta odnovremenno pozvolØet kontrolirovat~ vse rassmatrivaemye normy otkloneniæ.

Literatura

1. O. A. LadyßenskaØ, N. N. Ural~ceva, Lineænye i kvazilineænye uravneniØ fflliptiqeskogo tipa. Nauka, M. (1973).

2. S. I. Repin, Dvustoronnie ocenki otkloneniØ ot toqnogo rexeniØ dlØ ravnomerno fflliptiqeskih uravneniæ,. — Trudy Sankt-Peterburgskogo Matematiqeskogo obwestva 9 (2001), 148–179.

OB OCENKE OTKLONENI` 157

3. D. N. Arnold, R. S Falk, A uniformly accurate finite element method for the Reissner–Mindlin plate. — SIAM J. Numer. Anal. 26, No. 6 (1989), 1276–1290.

4. D. N. Arnold, A. L. Madureira, S. Zhang, On the range of applicability of the Reissner–Mindlin and Kirchhoff–Love plate bending models. — J. of Elasticity 67 (2002), 171–185.

5. I. Babuška, T. Strouboulis, The finite element method and its reliability. The Clarendon Press, Oxford University Press, Numerical Mathematics and Scientific Computation, New York (2001).

6. J. H. Bramble, T. Sun, A negative-norm least squares method for Reissner–Mindlin plates. — Math. Comp. 67, No. 223 (1998), 901–916.

7. F. Brezzi, M. Fortin, Numerical approximation of Mindlin–Reissner plates. — Math. Comp. 47, No. 175 (1986), 151–158.

8. C. Carstensen, Residual-based a posteriori error estimate for a nonconforming Reissner–Mindlin plate finite element. — SIAM J. Numer. Anal. 39, No. 6 (2002), 2034–2044 (electronic).

9. C. Carstensen, K. Weinberg, An adaptive non-conforming finite-element method for Reissner–Mindlin plates. — Inter. J. Numer. Methods Engrg. 56, No. 15 (2003), 2313–2330.

10. E. Liberman, A posteriori error estimator for a mixed finite element method for Reissner–Mindlin plate. — Math. Comp. 70, No. 236 (2001), 1383–1396 (electronic).

11. S. Repin, A posteriori error estimation for variational problems with uniformly convex functionals. — Math. Comp. 69, No. 230 (2000), 481–500.

12. S. Repin, A posteriori error estimation for nonlinear variational problems by duality theory. — Zap. Nauchn. Semin. POMI 243 (1997), 201–214.

Repin S. I., Frolov M. E. On the estimate of deviations from the exact solution of the Reissner-Mindlin plate problem.

In this paper, a majorant of the difference between the exact solution and any conforming approximate solution of the Reissner-Mindlin plate problem is derived. This majorant is explicitly computable and involves constants that depend only on given data of the problem. It provides the ability to compute guaranteed upper bounds of errors with any desired accuracy and vanishes if and only if an approximate solution coincides with the exact one.

Postupilo 27 maØ 2004 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN E-mail: repin@pdmi.ras.ru

S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ Politehniqeskiæ Universitet E-mail: fro@nm.ru