Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

A. V. Xutov

QISLO SLOV ZADANNO` DLINY V PLOSKIH KRISTALLOGRAFIQESKIH GRUPPAH

§1. Vvedenie

Odnoæ iz vaßnyh zadaq teorii grupp ØvlØetsØ zadaqa izuqeniØ rosta zadannoæ koneqnoporoßdennoæ gruppy G v vybrannoæ sisteme obrazu¸wih. Toqnee, trebuetsØ poluqit~ formuly dlØ koliqestva slov gruppy G zadannoæ dliny v vybrannoæ sisteme obrazu¸wih.

Vaßnost~ fftoæ zadaqi obuslovlena kak ee rol~¸ sobstvenno v teorii grupp, tak i priloßeniØmi k teorii sluqaænyh blußdaniæ. V qastnosti, izvestnaØ gipoteza Kestena glasit, qto sluqaænoe blußdanie na gruppe G vozvratno togda i tol~ko togda, kogda ona imeet polinomial~nyæ rost stepeni, bol~xeæ 2.

V nastoØweæ rabote issleduetsØ sluqaæ, kogda G – ploskaØ kristallografiqeskaØ gruppa. Unikal~nost~ kristallografiqeskih grupp sostoit v tom, qto dlØ nih udaetsØ poluqit~ toqnoe rexenie postavlennoæ zadaqi, togda kak dlØ drugih grupp obyqno udaetsØ dokazat~ lix~ asimptotiqeskie formuly. V rabote poluqeny toqnye formuly dlØ qisla slov zadannoæ dliny vseh 17 ploskih kristallografiqeskih grupp (teorema 2.2 ). Naprimer, dlØ gruppy pgg qislo slov dliny n ravno 4n − 4.

DlØ dokazatel~stva fftogo rezul~tata ispol~zuetsØ svØz~ kristallografiqeskih grupp s otkrytym V. G. ȷuravlevym processom rosta ih grafov [1]. Pri fftom problema poluqeniØ toqnyh formul dlØ qisla slov zadannoæ dliny v kristallografiqeskih gruppah okazyvaetsØ qastnym sluqaem gipotezy Sloffna o koordinacionnoæ posledovatel~nosti periodiqeskogo grafa [2]. Obwie metody teorii rosta periodiqeskih grafov pozvolØ¸t svesti zadaqu k podsqetu qisla rexeniæ nekotoryh diofantovyh uravneniæ i, v rezul~tate, poluqit~ iskomye formuly.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI, grant No. 02-01- 00368. 188

QISLO SLOV ZADANNO` DLINY 189 Avtor vyraßaet blagodarnost~ V. G. ȷuravlevu, A. V. Maleevu i V. G. Rau za to, qto oni privlekli ego vnimanie k fftomu krugu voprosov, a takße za mnogokratnye poleznye obsußdeniØ.

§2. Postanovka zadaqi i osnovnoæ rezul~tat

Pust~ G – poroßdennaØ gruppa, zadannaØ mnoßestvom obrazu- ¸wih {g_1, . . . , g_s} i mnoßestvom opredelØ¸wih sootnoxeniæ R. Kaßdyæ fflement g ∈ G imeet predstavlenie

g = g^{i1}_1 . . . g^{is}_s g^{is+1}_1 . . . g^{i2s}_s . . . g^{iks}_s , (1)

gde vse i_j ∈ Z.Qislo ∑_{ks} j=1 |i_j| budem nazyvat~ dlinoæ predstavle-

niØ. Predstavlenie g v vide (1), voobwe govorØ, ne edinstvenno. Opredelim dlinu l(g) fflementa g v zadannoæ sisteme obrazu- ¸wih kak naimen~xu¸ iz dlin vseh predstavleniæ g. Vvedem funkcii V_G(n) = card {g ∈ G : l(g) ≤ n}, S_G(n) = card {g ∈ G : l(g) = n}. ˚sno, qto znanie V_G(n) opredelØet S_G(n) i naoborot.

Podgruppa G gruppy izometriæ prostranstva R^d nazyvaetsØ d-mernoæ kristallografiqeskoæ gruppoæ, esli G-orbita l¸boæ toqki diskretna i suwestvuet kompaktnoe mnoßestvo M takoe, qto G(M ) = R^d.

Izvestno, qto vse kristallografiqeskie gruppy koneqno poroßdeny. Pofftomu funkcii V_G(n) i S_G(n) opredeleny dlØ nih korrektno.

V. G. ȷuravlevym v rabote [1] byla dokazana

Teorema 2.1. Pust~ G – ploskaØ kristallografiqeskaØ gruppa,

Δn → ∞ pri n → ∞. Togda suwestvuet postoØnnaØ c_G, zavisØwaØ ot vybora sistemy obrazu¸wih i takaØ, qto 1 Δn ∑ n≤k<n+Δn S_G(k) = c_Gn + O( n Δn ). Cel~ nastoØweæ raboty – poluqit~ toqnye formuly dlØ

S_G(n). Sformuliruem osnovnoæ rezul~tat.

190 A. V. XUTOV

Teorema 2.2. Pust~ G – ploskaØ kristallografiqeskaØ gruppa,

zadannaØ nekotoroæ sistemoæ obrazu¸wih i opredelØ¸wih sootnoxeniæ. Togda pri n ≥ n_0 znaqenie funkcii S_G(n) soderßitsØ v tablice 1.

Zameqanie. Obrazu¸wie fflementy i opredelØ¸wie sootnoxe-

niØ ploskih kristallografiqeskih grupp vypisany v sootvetstvii s rabotoæ [3].

Tablica 1

SingoniØ Gruppa OpredelØ¸wie cG SG(n) sootnoxeniØ ObwaØ p1 XY =Y X 1 n + 1 XY Z=ZY X=E 3 3n p2 T^2_1 =T^2_2 =T^2_3 3 3n =(T1T2T3)2=E T^2_1 =T^2_2 =T^2_3 =T^2_4 4 4n =T1T2T3T4=E PrØmougol~naØ pm R^2=R0^2=E, 2 2n + 1 RY =Y R, R0=Y R0 pg P^2=Q^2 1 n + 1 cm R^2=E, RP^2=P^2R 1 n + 1 pmm R^2_1=R^2=R^2_3=R^2_4

=(R1R2)2=(R2R3)2 4 4n =(R3R4)2=(R4R1)2=E pmg R^2=T^2_1 =T^2_2 , 3 3n T_1RT_1=T_2RT_2 pgg (P O)^2=(P �^1O)^2=E 4 4n � 4 R^2_1=R^2=T^2=^8n_3 , n ȷ 0(mod 3) cmm =(R_1R_2)^2=(R_1T R_2T )^{2 8}_3^8n^{+1}_3 , n ȷ 1(mod 3) =E 8n�13 , n ȷ 2(mod 3)

KvadratnaØ 2n � 1, n ȷ 0(mod 3)

p4 S^4=T^2=(St )^4=E^{16}_9^5n^{+1}_3 , n ȷ 1(mod 3)

5n+2_{3 , n} ȷ_{2(mod 3)}

QISLO SLOV ZADANNO` DLINY 191 SingoniØ Gruppa OpredelØ¸wie cG SG(n) sootnoxeniØ KvadratnaØ R^2_1=R^2=R^2_3=^8n_3 , n ȷ 0(mod 3)

p4m =(R_1R_2)^4=(R_2R_3)^{4 8}_3^8n^{+1}_3 , n ȷ 1(mod 3) =(R3R1)2=E 8n�13 , n ȷ 2(mod 3)

8n�12_{3 , n} ȷ_{0(mod 3)}

p4g R^2=S^4=(RS�^1RS)^2=E^{26}_9 3n � 7, n ȷ 1(mod 3)

3n � 6, n ȷ 2(mod 3)

Geksagonal~naØ p3 S^3_1=S^3_2=S^3=E 3 3n

S^3_1=S^3_2=(S_1S_2)^3=E 2 2n

3n�1_{2 , n} ȷ_{1(mod 4)}

p31m R^2=S^3=(RS�^1RS)^3=E^3_2^3n_2 , n ȷ 0, 2(mod 4)

3n+1_{2 , n} ȷ_{3(mod 4)}

R^2_1=R^2=R^2_3= p3m1 =(R_1R_2)^3=(R_2R_3)^3 3 3n

=(R3R1)3=E

8n�5_{5 , n}ȷ_{0(mod 5)} 7n+3_{5 , n}ȷ_{1(mod 5)}

p6 S^3=T^2=(St )^6=E^{36}_{25}^7n^{+6}_5 , nȷ 2(mod 5)

7n�1_{5 , n}ȷ_{3(mod 5)} 7n�3_{5 , n}ȷ_{4(mod 5)} 12n_{5 , n}ȷ_{0(mod 5)}

R^2=R^2_1=R^2=^{12}n^{+3}_5 , nȷ 1(mod 5) p6m =(R_1R_2)^3=(R_2R)^2=^{12}_5^{12}n^{+1}_5 , nȷ 2(mod 5) =(RR1)6 12n�15 , nȷ 3(mod 5)

12n�3_{5 , n}ȷ_{4(mod 5)}

§3. Shema dokazatel~stva Pust~ ⃗l_1, . . . , ⃗l_d – lineæno nezavisimye vektory v R^d. Mnoßestvo L = { ∑_d i=1 k_i⃗l_i : k_i ∈ Z} nazovem d-mernoæ rexetkoæ. Nam

ponadobit~sØ sledu¸wee utverßdenie o strukture kristallografiqeskih grupp [4].

Teorema 3.1. Pust~ G – d-mernaØ kristallografiqeskaØ gruppa.

Togda suwestvuet d-mernaØ rexetka L, ØvlØ¸waØsØ normal~noæ podgruppoæ G, priqem faktorgruppa G/L koneqna.

Kaßdoæ kristallografiqeskoæ gruppe G postavim v sootvetstvie ee graf Gr (G). DlØ fftogo vyberem proizvol~nu¸ toqku

192 A. V. XUTOV

O ∈ R^d i sistemu g1, . . . , gs obrazu¸wih gruppy G. Mnoßestvo

verxin grafa Gr (G) est~ {g(O) : g ∈ G}. Verxiny g i g^′ soedinØ¸tsØ rebrom, napravlennym iz g v g^′, esli g^′ = g_ig dlØ nekotoroæ obrazu¸weæ g_i.

Iz teoremy 3.1 sleduet, qto graf Gr (G) periodiqeskiæ s rexetkoæ periodov L. Krome togo, legko videt~, qto on ØvlØetsØ odnorodnym po verxinam, to est~ dlØ l¸byh dvuh ego verxin g^′ i g^{′′} suwestvuet avtomorfizm g grafa Gr (G), perevodØwiæ g^′ v g^{′′}. Na grafe Gr (G) estestvennym obrazom opredelena metrika

d(g^′, g^{′′}) – dlina kratqaæxeæ cepi, soedinØ¸weæ g^′ i g^{′′}. Opre-

delim mnoßestvo eq (g, n) = {g^′ ∈ G : d(g, g^′) = n}. V silu odnorodnosti grafa mownost~ mnoßestva eq (g, n) ne zavisit ot vybora naqal~noæ verxiny g. Posledovatel~nost~

{|eq (g, n)|} nazyvaetsØ koordinacionnoæ posledovatel~nost~ gra-

fa [2, 5, 6]. Legko videt~, qto

S_G(n) = eq (g, n).

Cep~ periodiqeskogo grafa Gr nazovem luqom, esli v neæ tol~ko kraænie verxiny sravnimy po modul¸ rexetki periodov. Pust~ St_{Gr} – mnoßestvo vseh luqeæ grafa Gr , Pol_{Gr} – vypuklaØ oboloqka mnoßestva vektorov {^{⃗p}_{d(p)} : p ∈ St_{Gr} }, pol_{Gr} – qast~ granicy Pol_{Gr} , ne soderßawaØ graneæ, prohodØwih qerez naqalo koordinat. Predpoloßim, qto graf Gr ploskiæ. Pust~

vst_{Gr} – mnoßestvo vektorov, veduwih v verxiny Pol_{Gr} . Sosed-

nie vektory ⃗v_1, ⃗v_2 ∈ vst_{Gr} opredelØ¸t sektor Sec ( ⃗v_1, ⃗v_2) – ugol na ploskosti s beskoneqnymi storonami. Sektor nazyvaetsØ sektorom rosta, esli ugol meßdu ego storonami men~xe π, i vyroßdennym sektorom v protivnom sluqae.

Graf Gr nazovem sektorno-svØznym, esli dlØ l¸byh dvuh verxin g^′ i g^{′′} grafa Gr takih, qto g^{′′} prinadleßit sektoru rosta mnogougol~nika Pol_{Gr} + g^′, suwestvuet cep~ iz g^′ v g^{′′}. Izvestno, qto grafy vseh kristallografiqeskih grupp sektorno-svØzny.

V.G.ȷuravlevym v rabote [1] byla dokazana

Teorema 3.2. Pust~ Gr – ploskiæ sektorno-svØznyæ periodiqe-

skiæ graf. Togda eq (g, n) ⊂ g + (n · pol_{Gr} )_c.

QISLO SLOV ZADANNO` DLINY 193

Esli Δn → ∞ pri n → ∞, to 1 Δn ∑ n≤k<n+Δn |eq (g, k)| = 2 |Pol_{Gr} |f |F | n + O( n Δn ),

gde F = R^2/L – fundamental~naØ oblast~ grafa Gr , f – qislo verxin v neæ.

Iz teoremy 3.2 srazu sleduet teorema 2.1 s c_G = 2^{|Pol Gr |f}_{|F |} . DlØ dokazatel~stva teoremy 2.2 trebuetsØ bolee toqnoe znanie struktury eq (g, n).

Pust~ Sec – sektor rosta grafa Gr , poroßdennyæ vektorami ⃗v_1, ⃗v_2 ∈ vst_{Gr} , p_1, p_2 – sootvetstvu¸wie luqi St_{Gr} . Pust~

Sec (g, n) = eq (g, n) ∩ Sec . DlØ vyqisleniØ |eq (g, n)| dostatoqno

umet~ vyqislØt~ |Sec (g, n)| dlØ vseh sektorov rosta grafa Gr . �to sleduet iz togo, qto mnoßestva Sec (g, n) mogut peresekat~- sØ tol~ko po koneqnomu mnoßestvu verxin, mownost~ kotorogo zavisit tol~ko ot klassa vyqetov n po nekotoromu modul¸.

Graf Gr nazovem sektorno-ustoæqivym, esli dlØ l¸bogo ego sektora rosta Sec suwestvuet verxina, iz kotoroæ vyhodØt poroßda¸wie fftot sektor luqi p_1, p_2. Moßno proverit~, qto grafy ploskih kristallografiqeskih grupp sektorno-ustoæqivy.

Bez ograniqeniØ obwnosti, moßno predpoloßit~, qto luqi

p_1, p_2 vyhodØt iz naqal~noæ verxiny g. Rassmotrim proizvol~-

nu¸ verxinu g^′ ∈ Sec (g, n). Moßno pokazat~, qto v g^′ vedet geodeziqeskaØ vida

n_1p_1 → n_2p_2 → Γ^′, (2)

gde dlina Γ^′ ograniqena konstantoæ, zavisØweæ tol~ko ot vybora sektora rosta Sec . Vse cepi vida n_1p_1 → n_2p_2 ØvlØ¸tsØ geodeziqeskimi, veduwimi v razliqnye verxiny Gr ∩ Sec . Pofftomu dlØ vyqisleniØ |Sec (g, n)| neobhodimo podsqitat~ koliqestvo razliqnyh geodeziqeskih vida (2), ime¸wih dlinu n. �to qislo ravno ∑_c i=0 γ_ir(d(p_1), d(p_2), n−i), gde c, γ_i – konstanty, zavi-

sØwie tol~ko ot Sec , a r(d(p_1), d(p_2), k) oznaqaet qislo rexeniæ uravneniØ xd(p_1) + yd(p_2) = k v celyh neotricatel~nyh qislah.

VyqislØØ znaqenie funkcii r, poluqaem formuly dlØ

|Sec (g, n)|, sledovatel~no, i dlØ |eq (g, n)| = S_G(n).

194 A. V. XUTOV §4. Primer. Gruppa pgg

V kaqestve primera rassmotrim plosku¸ kristallografiqesku¸ gruppu G = pgg. �ta gruppa poroßdena dvumØ vzaimno perpendikulØrnymi skol~zØwimi otraßeniØmi P i O i imeet kod

(P O)^2 = (P^{−1}O)^2 = E. Ee graf Gr izobraßen na ris. 1.

Ris. 1.

Neposredstvenno vyqislØetsØ, qto St_{Gr} sostoit iz 4 luqeæ

{±2 ⃗e_1, ±2 ⃗e_2}. Mnogougol~nik rosta pol_{Gr} – povernutyæ kvadrat

s verxinami (±1; 0) i (0; ±1). Ego plowad~ ravna 2. Dalee,

L = {2n_1 ⃗e_1 +2n_2 ⃗e_2 : n_1, n_2 ∈ Z} – rexetka periodov grafa Gr . Sle-

dovatel~no, fundamental~naØ oblast~ grafa Gr imeet plowad~ 4 i soderßit 4 verxiny grafa. Neposredstvennoe vyqislenie daet c_G = 4.

Graf Gr razbivaetsØ na 4 sektora Sec_1 = Sec ( ⃗e_1, ⃗e_2), Sec_2 =

Sec ( ⃗e_1, − ⃗e_2), Sec_3 = Sec (− ⃗e_1, − ⃗e_2), Sec_4 = Sec (− ⃗e_1 , ⃗e_2). IshodØ iz

usloviØ sektornoæ ustoæqivosti, polagaem, qto Sec_1 naqinaetsØ v verxine O(0; 0), Sec_2 v (1; 0),Sec_3 v (0; 1), Sec_4 v (1; 1). Legko videt~, qto pri n > 4 mnoßestva Sec_i(O, n) pereseka¸tsØ tol~ko po granicam sektorov. Sledovatel~no, dlØ n > 4 |eq (O, n)| = 4∑ i=1 |Sec_i(O, n)| − 4. Rassmotrim, dlØ opredelennosti, pervyæ sektor. V l¸bu¸ ego verxinu vedet geodeziqeskaØ vida

Γ : 2n_1 ⃗e_1 → 2n_2 ⃗e_2 → Γ^′, (3)

QISLO SLOV ZADANNO` DLINY 195 gde Γ^′ – odna iz cepeæ vida {∅, ⃗e_1, ⃗e_2, 2 ⃗e_1 → ⃗e_2 → − ⃗e_1}.

Obratno, l¸baØ cep~ vida (3), naqina¸waØsØ v O, ØvlØetsØ geodeziqeskoæ, veduweæ v verxinu pervogo sektora. Tak kak qislo cepeæ vida 2n_1 ⃗e_1 → 2n_2 ⃗e_2 dliny n ravno r(2, 2, n), poluqaem formulu

|Sec_1(O, n)| = r(2, 2, n) + 2r(2, 2, n − 1) + r(2, 2, n − 4). (4)

Zdes~ r(2, 2, n) – qislo rexeniæ uravneniØ 2x + 2y = n v celyh neotricatel~nyh qislah: r(2, 2, n) = {_{n+2} 2 , n ≡ 0 (mod 2),

0, n ≡ 1 (mod 2).

PodstavlØØ (5) v (4), poluqaem

|Sec_1(O, n)| = { n, n ≡ 0 (mod 2),

n + 1, n ≡ 1 (mod 2).

V silu vybora naqal~nyh verxin dlØ Sec_2 – Sec_4, imeem

|Sec_3(O, n)| = |Sec_1(O, n)|,

|Sec_2(O, n)| = |Sec_4(O, n)| = |Sec_1(O, n − 1)|.

SummiruØ poluqennye rezul~taty, poluqaem trebuemoe: S_G(n) = |eq (O, n)| = 4n − 4. §5. Zakl¸qitel~nye zameqaniØ i nerexennye problemy

1. Metod dannoæ raboty bez izmeneniæ perenositsØ na sluqaæ d-mernyh kristallografiqeskih grupp, tak kak ih grafy oblada¸t temi ße svoæstvami, qto i v ploskom sluqae. Pri fftom funkciØ S_G(n) ØvlØetsØ mnogoqlenom ot n stepeni d − 1, kofffficienty kotorogo zavisØt tol~ko ot klassa vyqetov n po nekotoromu modul¸. ˚vnomu vyqisleni¸ funkciæ S_G(n) prepØtstvuet tot fakt, qto daße v trehmernom sluqae neizvesten polnyæ spisok grafov, sootvetstvu¸wih kristallografiqeskim gruppam.

2. V sluqae G ≃ Z^n mnoßestvo verxin grafa Gr (G) ØvlØetsØ d-mernoæ rexetkoæ. Konvffæ i Sloffn v rabote [6] vveli klass

”horoxo raspoloßennyh rexetok,“ dlØ kotoryh vse verxiny

eq (O, n) leßat v toqnosti na mnogogrannike n · pol_{Gr} . V fftom

196 A. V. XUTOV sluqae rezul~tat o tom, qto S_G(n) – mnogoqlen, legko sleduet iz izvestnoæ teoremy o qisle celyh toqek vnutri mnogogrannika s verxinami v toqkah rexetki. Horoxo izvestno, qto v fftom sluqae kofffficienty mnogoqlena dopuska¸t interpretaci¸ v terminah toriqeskogo mnogoobraziØ, associirovannogo s mnogogrannikom pol_{Gr} . Bylo by interesno naæti podobnu¸ vzaimosvØz~ i v obwem sluqae.

3. Vyqislenie funkcii S_G(n) opiraetsØ, v pervu¸ oqered~, na svoæstva grafa Gr . IzvestnaØ gipoteza Sloffna [2] utverßdaet, qto dlØ l¸bogo periodiqeskogo grafa Gr s koneqnym qislom verxin v fundamental~noæ oblasti funkciØ |eq_{Gr} (a, n)| ØvlØetsØ mnogoqlenom, kofffficienty kotorogo zavisØt tol~ko ot Gr , a i klassa vyqetov n po nekotoromu modul¸. V nastoØweæ rabote gipoteza Sloffna dokazana dlØ grafov kristallografiqeskih grupp.

4. Pust~ G – gruppa, ØvlØ¸waØsØ rasxireniem gruppy Z^d pri pomowi proizvol~noæ koneqnoæ gruppy G^′, to est~ Z^d – normal~- naØ podgruppa gruppy G i G/Z^d ≃ G^′. Oqevidno, qto vse kristallografiqeskie gruppy vhodØt v fftot klass. V obwem sluqae graf Gr (G) periodiqeskiæ, no ne obØzatel~no soderßawiæ tol~ko koneqnoe qislo verxin v fundamental~noæ oblasti. Tak kak gruppa G koneqno poroßdena, to S_G(n) koneqna dlØ vseh n. Neizvestno, kakoæ vid imeet ffta funkciØ. V svØzi s priloßeniØmi k kvazikristallam osobyæ interes predstavlØ¸t sluqai

d = 2, G^′ ≃ C_5 (gruppa sobstvennyh simmetriæ pravil~nogo pØ-

tiugol~nika) i d = 3, G^′ ≃ A_5 (gruppa sobstvennyh simmetriæ ikosaffdra).

5. Ewe odna interesnaØ zadaqa sostoit v tom, qtoby poluqit~ podobnye rezul~taty v sluqae, kogda G – diskretnaØ gruppa simmetriæ giperboliqeskogo prostranstva Lobaqevskogo.

Literatura 1. V. G. ȷuravlev, Samopodobnyæ rost periodiqeskih razbieniæ i grafov, Algebra i analiz 13, vyp. 2 (2001), 1–26.

2. R. W. Grosse-Kunstleve, G. O. Brunner, N. J. Sloane, Algebraic description of

coordination sequences and exact topological densities for zeolites, Acta Crist. 2 (1996), 1–2.

3. G. S. M. Kokseter, U. Mozer, Poroßda¸wie fflementy i opredelØ¸wie

sootnoxeniØ diskretnyh grupp, M., 1980.

4. A. I. Kostrikin, Vvedenie v algebru, Qast~ III. Osnovnye struktury al-

gebry, M., 2001.

QISLO SLOV ZADANNO` DLINY 197

5. M. Baake, U. Grimm, Coordination sequences for root lattices and related graphs,

Zeitschr. Kristallogr. 212 (1997), 253–256.

6. J. H. Conway, N. Sloane, Low-dimensional lattices, VII : coordination sequences,

Proc. Royal Soc. London, A 526 (1997), 10–25.

Postupilo 12 sentØbrØ 2003 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet