Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

A. V. Haustov, N. A. Xirokov

POLINOMIAL^NYE PRIBLIȷENI˚ NA ZAMKNUTYH PODMNOȷESTVAH �LLIPTIQESKIH KRIVYH

ApproksimaciØ funkciæ s pomow~¸ polinomov, racional~nyh ili celyh funkciæ sostavlØet v nastoØwee vremØ suwestvennu¸ qast~ vsego matematiqeskogo analiza. Razvitie fftoæ problematiki pokazalo, qto narØdu s rexeniem staryh problem i usileniem ime¸wihsØ ocenok okazyvaetsØ vaßnym rasprostranenie utverßdeniæ o priblißenii na novye matematiqeskie situacii. DannaØ stat~Ø posvØwena priblißeniØm s pomow~¸ dvoØkoperiodiqeskih funkciæ, ffti priblißeniØ ne rassmatrivalis~ ranee. Okonqatel~naØ formulirovka rezul~tata trebuet vvedeniØ rØda novyh harakteristik i privedena v konce raboty. V processe rassußdeniæ my budem opirat~sØ na razvitu¸ teori¸ approksimacii na podmnoßestvah kompleksnoæ ploskosti, qto pozvolit znaqitel~no sokratit~ dokazatel~stva.

1. Postanovka zadaqi

Pust~ Q – parallelogramm na kompleksnoæ ploskosti s verxinami v toqkah 0, 2ω_1, 2ω_2, 2(ω_1 + ω_2) = 2ω_3, priqem Im ω^2ω_1 > 0,

P – klassiqeskaØ funkciØ Veæerxtrassa s periodami 2ω1, 2ω2

[1, gl. 1]. Pust~ Q^0 = Int Q, D : D ⊂ Q^0 – odnosvØznaØ oblast~,

H^α(D), 0 < α < 1, – klass funkciæ, analitiqeskih v D i udovle-

tvorØ¸wih v D uslovi¸ Gel~dera porØdka α: |f(η) − f(z)| 6 c|η − z|^α, η, z ∈ D. Izvestny opisaniØ klassa H^α(D) v terminah skorosti priblißeniØ funkciæ fftoæ klassa polinomami P_n(z), deg P_n 6 n, klassa H^α([−ω, ω]), 0 < ω < π, v terminah skorosti priblißeniØ trigonometriqeskimi polinomami [2]. V dannoæ rabote issleduetsØ vopros o vozmoßnosti opisaniØ klassa H^α(D) v terminah skorosti priblißeniØ funkciØmi vida P_n(P(z), P^′(z)), gde 178

POLINOMIAL^NYE PRIBLIȷENI˚ 179

P_n(ζ, ω) – polinom dvuh peremennyh stepeni ne vyxe n. �ta zada-

qa imeet sledu¸wu¸ geometriqesku¸ interpretaci¸. Otobraßenie T (z) = (P(z), P^′(z)) ustanavlivaet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie parallelogramma Q s kompleksnoæ fflliptiqeskoæ krivoæ E ⊂ C^2 , zadavaemoæ sootnoxeniem E = {(ζ, ω) ∈ C^2 : ω^2 =

4ζ^3 − g_2ζ − g_3}, gde g_2, g_3 – nekotorye postoØnnye [1, gl. 1]. DlØ G ⊂ E pod G^0 budem ponimat~ mnoßestvo toqek (ζ_0, ω_0) ∈ G, dlØ

kotoryh {(ζ, ω) : |ζ − ζ_0| < r_1, |ω − ω_0| < r_2} ∩ E ⊂ G pri nekotoryh r_1, r_2. Pri ukazannom otobraßenii mnoßestvo D perehodit v nekotoroe svØznoe mnoßestvo G ⊂ E, klass H^α(D) – v estestvennoe opredelØemyæ klass H^α(G) funkciæ, analitiqeskih v G^0 i udovletvorØ¸wih v G uslovi¸ Gel~dera porØdka α (sm. p. 3), a semeæstvo funkciæ P_n(P(z), P^′(z)) perehodit v semeæstvo polinomov P_n(ζ, ω) na fflliptiqeskoæ krivoæ. Tem samym postavlennaØ zadaqa pereformuliruetsØ v vopros o vozmoßnosti opisaniØ klassa H^α(G) v terminah skorosti priblißeniØ polinomami na fflliptiqeskoæ krivoæ. V nastoØweæ rabote my ustanovim lix~ tak nazyvaemu¸ prØmu¸ teoremu priblißeniØ, kotoraØ, kak my polagaem, soglasuetsØ s sootvetstvu¸weæ rassmatrivaemoæ situacii obratnoæ teoremoæ.

2. Opisanie klassov oblasteæ

My ograniqimsØ v dannoæ rabote rassmotreniem oblasteæ sledu¸wego vida. Pust~ D – odnosvØznaØ oblast~, leßawaØ v

Q^0 vmeste so svoeæ graniceæ. Otnositel~no granicy oblasti D

budem predpolagat~, qto proizvol~naØ duga fftoæ granicy dostatoqno maloæ dliny soizmerima s ee hordoæ, t.e. naædutsØ takie postoØnnye c_1, c_2 i l_0, qto pri proizvol~nyh s_1, s_2 ∈ ∂D, |s_1−s_2| <

l_0, spravedlivy neravenstva c_1|s_1 − s_2| 6 |^⌢s_1s_2 | 6 c_2|s_1 − s_2|. Uslo-

vie soizmerimosti veliqin A i B budem oboznaqat~ zapis~¸

A ≍ B. Pust~ po-preßnemu T (z) = (P(z), P^′(z)). Spravedliva

Lemma 1. Pust~ toqki s^′, s^{′′} ∈ ∂D, T (s^′) = (ζ^′, ω^′), T (s^{′′}) =

(ζ^{′′}, ω^{′′}), |s^′ − s^{′′}| < l^′_0(D), gde l^′_0(D) – nekotoraØ postoØnnaØ, zavisØwaØ ot oblasti D, no ne ot toqek s^′, s^{′′}. Togda |s^′ − s^{′′}| ≍ |T (s^′) − T (s^{′′})|. Dokazatel~stvo. Zametim, qto granica oblasti D leßit vne ne-

kotoroæ okrestnosti naqala koordinat, znaqit, vezde v D imeem

|P^′| 6 M1, |P^{′′}| 6 M2, otkuda

|T (s^′) − T (s^{′′})| 6 (M_1 + M_2)|s^′ − s^{′′}|.

180 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV Obratno, vybiraØ postoØnnu¸ l^′_0(D) dostatoqno maloæ, my moßem dobit~sØ togo, qtoby otrezok [s^′, s^{′′}] leßal v nekotoroæ oblasti, gde libo P, libo P^′ odnolistny, znaqit, libo |P^′| > m_1 > 0, libo |P^{′′}| > m_2 > 0. RassmatrivaØ krivu¸ Γ_s0_{,s}00, ØvlØ¸wu¸sØ proobrazom otrezka [P(s^′), P(s^{′′})] pri otobraßenii funkcieæ P v pervom sluqae, i proobrazom otrezka [P^′(s^′), P^′(s^{′′})] pri otobraßenii funkcieæ P^′ vo vtorom, poluqim

|s^′ − s^{′′}| 6 l_{Γs}0_{,s}00 6 1 m_1

|P(s^′) − P(s^{′′})| +^1_{m2} |P^′(s^′) − P^′(s^{′′})| 6

6 m|T (s^′) − T (s^{′′})|.

Lemma dokazana. �

Lemma 2. Oblast~ D obladaet svoæstvom soizmerimosti dugi ee

granicy s hordoæ togda i tol~ko togda, kogda oblast~ G, opredelennaØ v p. 1, obladaet tem ße svoæstvom.

Dokazatel~stvo. Soizmerimost~ dliny dugi granicy oblasti

D s dlinoæ ee obraza pri otobraßenii T ustanavlivaetsØ analogiqno dokazatel~stvu lemmy 1. Ots¸da i vytekaet trebuemoe utverßdenie. �

3. Opisanie klassov funkciæ

V fftom punkte my opixem klass funkciæ, dlØ kotorogo budet poluqena teorema priblißeniØ.

Pod klassom H^α(G), 0 < α < 1, budem ponimat~ mnoßestvo funkciæ f : G → C , oblada¸wih sledu¸wimi svoæstvami:

1) f analitiqna v G^0, qto nußno ponimat~ v sledu¸wem smysle: dlØ proizvol~noæ toqki (ζ_0, ω_0) ∈ G^0 naædetsØ polidisk

B_{r1,r2} (ζ_0, ω_0) = {|ζ − ζ_0| < r_1, |ω − ω_0| < r_2} i funkciØ F_{ζ0,ω0} ,

golomorfnaØ po peremennym ζ i ω v oblasti B_{r1,r2} (ζ_0, ω_0), takie, qto funkciØ f sovpadaet s F_{ζ0,ω0} vo vseh toqkah mnoßestva

G ∩ B_{r1,r2} (ζ_0, ω_0);

2) pri proizvol~nyh s_1, s_2 ∈ G spravedlivo neravenstvo

|f(s_1) − f(s_2)| 6 c | s_1 − s_2 |_α . DlØ kaßdoæ funkcii f ∈ H^α(G) suwestvuet funkciØ φ : D → C takaØ, qto φ(z) = f(P(z), P^′(z)).

POLINOMIAL^NYE PRIBLIȷENI˚ 181

Lemma 3. FunkciØ f prinadleßit klassu H^α(G) v tom i tol~ko

v tom sluqae, kogda φ ∈ H^α(D).

Dokazatel~stvo. Ravnosil~nost~ usloviæ Gel~dera dlØ funk-

ciæ f i φ neposredstvenno vytekaet iz lemmy 1. Dokaßem, qto dlØ analitiqnosti funkcii f neobhodima i dostatoqna analitiqnost~ funkcii φ. Neobhodimost~ vytekaet iz golomorfnosti funkciæ P i P^′ v zamknutoæ oblasti D. Dokaßem dostatoqnost~.

Pust~ (ζ_0, ω_0) = (P(z_0), P^′(z_0)) ∈ G^0. Predpoloßim snaqala, qto z_0 = ω_3. Togda, poskol~ku P^{′′}(ω_3) ≠ 0, naædetsØ okrestnost~

B_δ (ω_3) = {|z − ω_3| < δ} takaØ, qto P^′ odnolistna v B_δ (ω_3). Krome

togo, P i P^′ analitiqny v B_δ (ω_3), znaqit, naædutsØ znaqeniØ ε_1 i ε_2, dlØ kotoryh

D_1 = {|ζ − ζ_0| < ε_1} ⊂ P(B_δ ), D_2 = {|ω − ω_0| < ε_2} ⊂ P^′(B_δ ).

Rassmotrim polidisk D_1 × D_2 i v nem funkci¸ F (ζ, ω) =

φ(P^{′−1}(ω)), gde pod P^{′−1}(ω) ponimaetsØ znaqenie fftoæ funkcii

v B_δ . FunkciØ F , kak legko videt~, golomorfna v D_1 × D_2. Rassmotrim proizvol~nu¸ toqku (ζ, ω) ∈ (D_1 ×D_2)∩G. Togda (ζ, ω) =

(P(η), P^′(η)) dlØ nekotorogo η ∈ D. Esli my dokaßem, qto η ∈ Bδ ,

to, pol~zuØs~ odnolistnost~¸ P^′ v B_δ , poluqim, qto η = P^{′−1}(ω) i F (ζ, ω) = φ(η) = f(P(η), P^′(η)) = f(ζ, ω). Trebuemoe uslovie deæstvitel~no imeet mesto, poskol~ku P(η) = ζ ∈ D_1 ⊂ P(B_δ ) i tak kak funkciØ P prinimaet znaqenie ζ tol~ko v toqkah η i η^∗, gde η^∗ – toqka, simmetriqnaØ s η otnositel~no ω_3, to η ∈ B_δ.

Pust~ teper~ z_0 ≠ ω_3. Rassmotrim oblast~ B_δ = B_δ(z_0) ⊂ D i oblast~ B^′_δ = B_δ (2ω_3 − z_0), simmetriqnu¸ s B_δ otnositel~no toqki ω_3, predstavlØ¸wie soboæ takie okrestnosti ukazannyh toqek, qto P^′(B_δ ) ∩ P^′(B^′_δ ) = ? (P^′(z_0) = −P^′(2ω_3 − z_0)) i, krome togo, P odnolistna v B_δ (z_0). Rassmotrim polisk D_1 × D_2, gde

D_1 = {ζ − ζ_0| < ε_1} ⊂ P(B_δ ), D_2 = {ω − ω_0| < ε_2} ⊂ P^′(B_δ )

i funkci¸ F (ζ, ω) = φ(P^{−1}(ζ)), gde pod P^{−1}(ζ) ponimaetsØ znaqenie fftoæ funkcii v B_δ . DlØ proizvol~noæ toqki (ζ, ω) =

(P(η), P^′(η)) ∈ (D1 × D2) ∩ G imeem: ζ ∈ D1 ⊂ P(Bδ ), ζ = P(η^∗)

dlØ nekotorogo η^∗ ∈ B_δ. Esli η ≠ η^∗, to η ∈ B^′_δ i P^′(η) ∈

P^′(B^′_δ ) ∩ P^′(Bδ ) = ?, qto nevozmoßno, znaqit, η ∈ Bδ. Tak ße,

kak i ranee, ots¸da sleduet, qto F (ζ, ω) = f(ζ, ω). �

Iz lemmy 3 vytekaet, qto priblißenie funkcii f ∈ H^α(G) polinomami ot ζ i ω na podmnoßestvah G ⊂ E ⊂ C^2 svoditsØ k

182 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV priblißeni¸ sootvetstvu¸weæ eæ funkcii φ ∈ H^α(D) funkciØmi vida P_n(P(z), P^′(z)), gde deg P_n 6 n. Bolee toqno, my poluqim utverßdeniØ o skorosti priblißeniØ polinomial~nymi funkciØmi ot P(z), P^′(z) stepeni n^′ = cn, gde postoØnnaØ c zavisit ot mnoßestva D, no ne zavisit ot funkcii φ i ot n.

4. Semeæstvo funkciæ, opisyva¸wih skorost~ priblißeniØ

Zdes~ my opixem semeæstvo graniqnyh vesov, kotoroe budet ispol~zovano nami dlØ ocenki skorosti priblißeniØ funkciæ rassmatrivaemogo klassa.

Pust~ po-preßnemu D : D ⊂ Q^0 – odnosvØznaØ oblast~ s graniceæ, malye dugi kotoroæ soizmerimy s ih hordami.

Pust~ Φ – konformnoe otobraßenie C \ D na C \ {|z| < 1},

Φ(∞) = ∞, Φ^′(∞) > 0, i pust~ Ψ = Φ^{−1}. Oboznaqim L_{1+t} = Ψ({|z| = 1 + t}), t > 0, i pust~

ρ^D_{1+t}(z) = dist(z, L_{1+t}), z ∈ ∂D.

(Budem ispol~zovat~ sokrawennoe oboznaqenie ρ_{1+t}(z), esli oblast~ D ne menØetsØ v rassußdeniØh.) Pust~ ~z^D_t = Ψ((1 + t)Φ(z)), z ∈ ∂D. Lemma 4. Pust~^~Q – nekotoraØ oblast~, soderßawaØ D. Pust~

s : ~Q → C – otobraßenie, odnolistnoe v oblasti ~Q. Togda

1) s(D) – oblast~, oblada¸waØ svoæstvom soizmerimosti dugi ee granicy s hordoæ;

2) naædetsØ postoØnnaØ t_0 takaØ, qto ρ^D_{1+t}(z) ≍ ρ^{s(D)}_{1+t} (s(z)) pri proizvol~nyh z ∈ ∂D i t < t_0, gde postoØnnaØ t_0 i konstanty soizmerimosti zavisØt tol~ko ot oblasteæ ~Q i D, no ne ot z i t. Dokazatel~stvo. Svoæstvo 1) vytekaet iz neravenstv 0 < A <

|s^′(z)| < B < ∞. DlØ dokazatel~stva svoæstva 2) oboznaqim qerez g_D(z) funkci¸ Grina oblasti C \ D s logarifmiqeskim pol¸som

v beskoneqnosti. Togda L_{1+t} = {z ∈ C \ D : g_D(z) = log(1 + t)}. Pust~ Ω_{D, eQ}(z) – garmoniqeskaØ mera krivoæ ∂ ~Q otnositel~no ~Q \ D, Ω_{D,} e_Q(z) = 0 pri z ∈ ∂D, Ω_{D,} e_Q(z) = 1 pri z ∈ ∂ ~Q, i pust~ m = min_{z∈∂} e_Q g_D(z), M = max_{z∈∂} e_Q g_D(z).

POLINOMIAL^NYE PRIBLIȷENI˚ 183 Togda

mΩ_{D,} e_Q(z) 6 g_D(z) 6 M Ω_{D,} e_Q(z), z ∈ ~Q \ D,

i pofftomu

dist(z, L_{1+t}) ≍ dist(z, L^{D,} e_Q 1+t ), z ∈ ∂D, gde L^{D,} e_Q 1+t = { z ∈ ~Q \ D : Ω_{D,} e_Q(z) = log(1 + t) } . S drugoæ storony, v silu odnolistnosti funkcii s v ~Q, imeem

Ω_{s(D),s(} e_{Q)}(s(z)) = Ω_{D,} e_Q(z) i dist(z, L^{D,} e_Q 1+t ) ≍ dist ( s(z), L^{s(D),s(} e_Q) 1+t ) . Ots¸da vytekaet utverßdenie lemmy. �

5. Postroenie priblißa¸wih funkciæ

V fftom punkte my opixem polinomy, dlØ kotoryh budet poluqena ocenka skorosti ih priblißeniØ k iskomoæ funkcii. Predvaritel~no nam ponadobitsØ sledu¸wiæ rezul~tat.

Lemma 5. Pust~ Qr – parallelogramm s centrom v toqke ω3

i storonami dliny 2r|ω_1|, 2r|ω_2|, 0 < r < 1. Pust~ funkciØ F analitiqna v Q_r, prinadleßit v Q_r klassu H^{1+α}, krome togo, F (z) = F (2ω_3 − z) dlØ proizvol~nogo z ∈ Q_r. Togda dlØ proizvol~- nogo n moßno ukazat~ polinom Q_n, deg Q_n 6 n, takoæ, qto | F (z) − Q_n(P(z)) | 6 c · n^{−(α+1)} | F^′(z) − (Q_n(P(z)))^′ | 6 c · n^{−α}, z ∈ Q_r. Dokazatel~stvo. Pust~ Kr = P(Qr ). KaßdaØ toqka Kr imeet

rovno 2 proobraza v Q_r. Granica oblasti K_r – kusoqno-gladkaØ krivaØ s dvumØ uglovymi toqkami, sootvetstvu¸wimi verxinam parallelogramma Q_r. PrimenØØ teoremu o monodromii, moßno ukazat~ taku¸ analitiqesku¸ v K_r funkci¸ F_0 klassa H^{1+α}(K_r ), qto F_0(P(z)) = F (z). PrimenØØ dalee klassiqeskie teoremy priblißeniØ [3; 4, glava 9], postroim polinom Q_n(τ ) takoæ, qto | F_0(τ ) − Q_n(τ ) | 6 c · n^{−(α+1)}, | F^′_0(τ ) − Q^′_n(τ ) | 6 c · n^{−α}.

184 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV ZamenØØ τ na P(z), poluqim trebuemoe utverßdenie. � Pol~zuØs~ dokazannoæ lemmoæ, provedem nekotorye dopolnitel~nye postroeniØ. Rassmotrim funkci¸ F (z) = z − ω^3P_′(z) i parallelogramm Q_r, vybrannyæ takim obrazom, qto D ⊂ Q_r. PrimenØØ lemmu 5, postroim dlØ F mnogoqlen Q_{m0} (z) stepeni 6 m_0, gde veliqina m_0 budet opredelena niße. Poloßim

s(z) = P^′(z)Q_{m0} (P(z)).

FunkciØ s predstavlØet soboæ polinom ot P(z), P^′(z) stepeni

6 m0 + 1.

Pokaßem, qto s odnolistna. Imeem

s^′(z) =

(P^′(z)^(Qm0 (P(z)) − F (z)^) + P^′(z)F (z)^{)′} = = P^{′′}(z)^(Qm0 (P(z)) − F (z)^) + P^′(z)^(Qm0 (P(z)) − F (z)^{)′} + 1.

Ots¸da, primenØØ ocenki lemmy 5, poluqim

|s^′(z) − 1| 6 max_Q r |P^{′′}|^c_{mα+10} + max_{Qr} |P^′|^c_{mα0} .

Vyberem m_0 tak, qtoby |s^′(z) − 1| 6 1 2 . Esli teper~ s(z_1) = s(z_2), to |z_1 − z_2| = | | ∫ [z1,z2] (s^′(z) − 1) dz | | 6^1_2|z1 − z2|, sledovatel~no, z_1 = z_2.

DlØ tak postroennoæ funkcii s i φ ∈ H^α(D) imeem φ(z) = 1 2πi ∫ ∂D φ(η) s(η) − s(z) s^′(η) dη.

Budem priblißat~ Ødro Koxi 1s(η) − s(z) polinomami ot s(η),

s(z). Izvestna sledu¸waØ lemma.

Lemma 6 [4, glava 9]. Pust~ M – odnosvØznaØ oblast~ s ßorda-

novoæ graniceæ, duga kotoroæ soizmerima s hordoæ. Pust~ β ∈ M,

POLINOMIAL^NYE PRIBLIȷENI˚ 185 ^β – blißaæxaØ k β toqka na ∂M, ρ = ρM_{1+ 1n} (^β). Togda suwestvu-

¸t polinomy ΠM_n ot dvuh peremennyh stepeni 6 c · n takie, qto vypolneny ocenki: | | 1 2πi ∫ ∂M^Π

M_{n (γ, β) dγ − 1}^| 6^{c(}M^)_{n2 , β ∈} M_{; (1)} | ΠM_{n (γ, β)}^| 6^{c(}M^)_{ρ , |β − γ|} 6_{ρ, γ ∈ ∂}M_{, β ∈} M_{; (2)} | | 1 γ − β − ΠM_{n (γ, β)}^| 6_{c(}M_{) ·}^ρ_{(|γ − β| + ρ)2 , (3)} |β − γ| > ρ, γ ∈ ∂M, β ∈ M. Pereædem teper~ k postroeni¸ priblißa¸wih funkciæ.

Pust~ M = s(D). Tak kak ∂D – ßordanova krivaØ, duga kotoroæ soizmerima s hordoæ, a funkciØ s odnolistna v Q_r, to s-obraz M takße ØvlØetsØ oblast~¸ s ßordanovoæ graniceæ, oblada¸weæ tem ße svoæstvom. Iz lemmy 6 vytekaet, qto pri γ ∈ ∂M, β ∈ M, Ødro Koxi 1 γ − β moßet byt~ priblißeno polinomami ΠM_n (γ, β)

ΠM_{n (γ, β) nepreryvna po γ. Teper~ polagaem}

P_n(P(z), P^′(z)) = 1 2πi ∫ ∂D φ(λ)s^′(λ)ΠM_n (s(λ), s(z)) dλ. V silu togo, qto s – polinom ot P, P^′ stepeni 6 m_0 + 1, P_n ØvlØetsØ polinomom ot P, P^′ stepeni 6 n^′ = c_0n, gde c_0 – posto- ØnnaØ, zavisØwaØ ot oblasti D.

6. Ocenka priblißeniØ

ZaæmemsØ teper~ sobstvenno ocenkami skorosti priblißeniØ s pomow~¸ postroennyh funkciæ. Pust~ z ∈ D, β = s(z), ^β – po-preßnemu blißaæxaØ k β toqka na ∂M, ^β = s(^z). V silu (1), imeem | |φ(^z) · 1 2πi ∫ ∂M dγ γ − β − φ(^z) · 1 2πi ∫ ∂M^Π M_{n (γ, β) dγ}^|_= = |φ(^z)| | |1 − 1 2πi ∫ ∂M^Π M_{n (γ, β) dγ}^| 6^c_{n2 . (4)}

186 A. V. HAUSTOV, N. A. XIROKOV Pofftomu

φ(z) − P_n(P(z), P^′(z)) = = 1 2πi ∫ ∂D [ φ(λ) s^′(λ) s(λ) − s(z) − φ(λ)s^′(λ)ΠM_n (s(λ), s(z)) ] dλ = (5)

= 1 2πi ∫ ∂D (φ(λ) − φ(^z))s^′(λ) ( 1 s(λ) − s(z) − ΠM_{n (s(λ), s(z))}^)_{dλ + rn(z),} gde |r_n(z)| 6 c n^2 . UqityvaØ, qto |λ − ^z| ≍ |s(λ) − s(^z)|, imeem | φ(λ) − φ(^z) | 6 c^|s(λ) − s(^z)^{|α} = c|γ −^^β|^α. (6) PrimenØØ neravenstva (2)–(6), poluqim: | φ(z) − P_n(P(z), P^′(z)) | 6

6 c1^∫

∂D∩{λ:|s(λ)−s(bz)|6ρ} | s(λ) − s(^z) |_{α−1} |s^′(λ)| |dλ|+

+c_2 ∫ ∂D∩{λ:|s(λ)−s(bz)|>ρ} | s(λ)−s(^z ) |_α |s^′(λ)|· ρ (|s(λ) − β| + ρ)^2 |dλ|+ c_3 n^2 6

6 c^′_1^∫

∂M∩{γ:|γ−bβ|6ρ} | γ−^β |_{α−1} |dγ|+c^′_2 ∫ ∂M∩{γ:|γ−bβ|>ρ} | γ−^β |_{α−2} ρ|dγ|+ c^′_3 n^2 6

6 c^′ρ^α. (7)

Poslednee neravenstvo poluqaetsØ bukval~no tem ße ispol~zovaniem usloviØ soizmerimosti dugi s hordoæ, qto i v [3] ili v [4, glava 9]. UstremlØØ v (7) z k ^z i pol~zuØs~ lemmoæ 4, naædem, qto pri ^z ∈ ∂D vypolneno sootnoxenie |φ(^z) − P_n(P(^z), P^′(^z)) 6 c ( ρ^D_{1+} 1_n (^z) )_α . Takim obrazom dokazana sledu¸waØ

POLINOMIAL^NYE PRIBLIȷENI˚ 187

Teorema. Pust~ mnoßestvo G ⊂ E ⊂ C^2 udovletvorØet uslo-

viØm p. 2. Togda dlØ vsØkoæ funkcii f ∈ H^α(G), 0 < α < 1, gde klass H^α(G) opredelen v p. 3, naædutsØ polinomy P_n(ζ, ω), deg P_n 6 const · n takie, qto pri (ζ, ω) ∈ ∂G spravedliva ocenka | f(ζ, ω) − P_n(ζ, ω)| 6 c_{f,G}δ^α1_n (ζ, ω), (8) gde δ 1_n (ζ, ω) = ρ^T

�1_{(G)}

1+ 1_n (T −1(ζ, ω)), veliqina ρ^T

�1_{(G)}

1+ 1_n opredelena v p. 4.

Zameqanie. My polagaem, qto vesovoe priblißenie v pravoæ

qasti (8) vybrano tak, qto ego ispol~zovanie privedet k ustanovleni¸ sootvetstvu¸weæ obratnoæ teoremy, qto dast konstruktivnoe opisanie klassa H^α(G) pri G ⊂ E.

Literatura

1. N. I. Ahiezer, �lementy teorii fflliptiqeskih funkciæ. M., (1970). 2. N. A. Xirokov, Priblißenie celymi funkciØmi na beskoneqnoæ sisteme otrezkov, Tr. S.-Peterburgskogo Mat. ob-va 123 (2001), 181–188.

3. N. A. Lebedev, N. A. Xirokov, O ravnomernom priblißenii funkciæ na zamknutyh mnoßestvah, ime¸wih koneqnoe qislo uglovyh toqek s nenulevymi vnexnimi uglami, Izv. AN Arm. SSSR 8, No. 4 (1971), 311–341.

4. V. K. DzØdyk, Vvedenie v teori¸ ravnomernogo priblißeniØ funkciæ polinomami. M., 1977.

Postupilo 17 noØbrØ 2003 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet