Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 302, 2003 g.

N. ı. Kuranova

PREDSTAVLENIE BINARNYH KVADRATIQNYH FORM KVATERNARNO` FORMO`

Vvedenie

Zadaqi klassifikacii i predstavleniØ kvadratiqnyh form ØvlØ¸tsØ klassiqeskimi dlØ teorii qisel. Pust~ F = [Q] – rod celoqislennyh poloßitel~no opredelœnnyh kvadratiqnyh form razmernosti n opredelitelØ d = |Q|; A – kvadratiqnaØ forma razmernosti m < n opredelitelØ |A|. Forma A predstavlØetsØ rodom F , esli hotØ by dlØ odnoæ formy Q ∈ F matriqnoe uravnenie Q[X] =^t XQX = A, X ∈ M_{n×m}(Z), (1) imeet celoe rexenie, gde M_{n×m}(Z) – mnoßestvo celyh n × m matric. V [1] V. G. ȷuravlevym dokazana teorema o qisle primitivnyh predstavleniæ formy A s beskvadratnoæ stupen~¸ a_{st} odnoklassnym rodom poloßitel~no opredelœnnyh form.

V stat~e rassmatrivaetsØ sposob poluqeniØ formul dlØ nahoßdeniØ qisla primitivnyh pr (A; Q) i vseh r(A; Q) predstavleniæ binarnyh poloßitel~no opredelœnnyh kvadratiqnyh form A s neqetnoæ beskvadratnoæ stupen~¸ formoæ Q, zadannoæ ediniqnoæ matriceæ porØdka 4. Osobennost~¸ postavlennoæ zadaqi ØvlØetsØ nesovpadenie dlØ formy A eœ stupeni a_{st} i opredelitelØ det A, a takße qetnost~ raznosti razmernosteæ n − m. Sluqaæ qetnoæ korazmernosti rassmatrivaetsØ vpervye. Sluqaæ neqetnoæ korazmernosti rassmotren A. V. Horoxevoæ [2, 3] i S. V. Fedorovoæ [4, 5]. Osnovnye rezul~taty raboty poluqeny v teoremah 2, 3. PriloßeniØ k konkretnym kvadratiqnym formam A rassmotreny v §3.

V kaqestve primera rassmotrim diofantovu kvadratiqnu¸

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant No. 02-01- 00368). 68

PREDSTAVLENIE BINARNYH KVADRATIQNYH FORM 69 sistemu uravneniæ

x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4 = 2a,

y^2_1 + y^2 + y^2_3 + y^2_4 = 2a,

x_1y_1 + x_2y_2 + x_3y_3 + x_4y_4 = a,

gde a > 0 – neqetnoe i beskvadratnoe, 3 - a. V p. 3.2 dokazano, qto dannaØ sistema imeet qislo celyh rexeniæ, ravnoe

r(A; 1_4) = 192 · 2^{α(a)}a_+ · σ(a_−),

gde α(a) – qislo prostyh deliteleæ a, a = a_+ · a_− i , esli neqetnoe prostoe qislo p | a_±, to p ≡ ±1(mod 3), σ(a_−) – summa deliteleæ a_−.

§1. Primitivnye predstavleniØ formy formoæ

DlØ udobstva vyqisleniæ moßno otoßdestvit~ kvadratiqnu¸ formu s ee matriceæ i govorit~ tol~ko o kvadratiqnyh formah ili, koroqe, o formah. V sluqae m = 1 ravenstvo (1) oznaqaet predstavlenie qisla A kvadratiqnoæ formoæ Q[X] nad kol~com celyh qisel Z i my prihodim k klassiqeskoæ zadaqe teorii qisel o nahoßdenii koliqestva predstavleniæ qisla summoæ treh kvadratov celyh qisel. �ta zadaqa byla vpervye rexena Gaussom.

Oboznaqim d(X) NOD minorov porØdka m matricy X iz

M_{n×m}(Z). Esli d(X) = 1, to matrica nazyvaetsØ primitivnoæ.

Vse rexeniØ matriqnogo uravneniØ (1) poluqa¸tsØ iz primitivnyh rexeniæ.

Pust~ a_{st} – stupen~ formy A. Po opredeleni¸, a_{st} – naimen~- xee poloßitel~noe celoe qislo s usloviem, qto matrica a_{st}A^{−1} celaØ.

V. G. ȷuravlevym v [1] poluqena formula dlØ qisla primitivnyh predstavleniæ formy A s beskvadratnoæ stupen~¸ a_{st} odnoklassnym rodom poloßitel~no opredelennyh form.

Teorema 1 [1]. Pust~ Q, A - celye poloßitel~no opredelennye

formy razmernosteæ n > m i pust~ opredelitel~ d = |Q| vzaimno prost so stupen~¸ a_{st} > 0 formy A. Togda forma A primitivno predstavlØetsØ nekotoroæ formoæ Q roda F . V fftom sluqae dlØ qisla primitivnyh predstavleniæ vypolnØetsØ formula pr (A, Q) = o(Q)c(n − m)std(n − m, d_A) ∏ p|2a_{st}d α_p(A; Q), (2)

70 N. ı. KURANOVA gde o(Q) – qislo avtomorfizmov formy Q, std(n − m, d_A) – standartnaØ massa, ravnaØ proizvedeni¸ ζ-funkcii Rimana i Lfunkcii Dirihle, d_A = a^{n−m}_{st} d/|A|, c(n − m) – prostoæ kofffficient, zavisØwiæ tol~ko ot raznosti razmernosteæ n − m, α_p(A; Q) – lokal~nye mnoßiteli, zavisØwie tol~ko ot p-adiqeskih invariantov formy A i roda F .

L¸baØ celaØ matrica A imeet nad kol~com celyh p-adiqeskih qisel Z_p ßordanovo razloßenie A =_p ∑ q qA_q, gde sostavlØ¸waØ

A_q imeet razmernosti n_q (A) i znaki ε_q (A) = (^{|Aq |}_p ) (zdes~ (^•_p ) –

simvol Leßandra). Slagaemye qA_q nazyva¸tsØ ßordanovymi sostavlØ¸wimi masxtaba q.

S pomow~¸ fftogo dlØ neqetnogo p i nevyroßdennoæ formy

A ∈ M_m(Z_p) moßno opredelit~ p-adiqeskiæ simvol

p_A = ∏ q q^{εq (A)nq(A)}, q = p^α, α = 0, 1, 2, . . . . (3) Iz formuly (2) vidno, qto qislo predstavleniæ formy A formoæ Q est~ koneqnoe proizvedenie mnoßiteleæ α_p, kotoroe opredelØetsØ p-adiqeskimi invariantami form A i Q. Naprimer,dlØ neqetnogo p, delØwego stepen~ a_{st}, lokal~nyæ mnoßitel~ raven [1]

α_p(A; Q) = p^{α(A)(n−m−1)/2}std_p(n − 2m + n_1(A); E_{q(A)}(G))·

·std_p(n − m, d_A)^{−1}, (4) gde p^{α(A)} – p-sostavlØ¸waØ opredelitelØ det A, n_1(A) – razmernost~ sostavlØ¸weæ A_1, E_{q(A)}(G) = (^{−1}_p )^{n−2m+n1(A)/2}ε_{q(A)}(G). Pri fftom ε_{q(A)}(G) – znak sostavlØ¸weæ q(A)-bloka v razloßenii ȷordana proizvol~noæ formy G, i q(A) – p-sostavlØ¸waØ stupeni a_{st}. ObratnaØ veliqina vtorogo somnoßitelØ v (4) ravna

std_p(n − 2m + n_1(A); E_{q(A)}(G))^{−1} = 2(1 − p^{−2}) . . . (1 − p^{−2(s−1)}),

2(1 − p^{−2}) . . . (1 − p^{−2(s−1)})(1 − E_{q(A)}(G)p^{−s})

dlØ n − 2m + n_1(A) = 2s − 1 i 2s, sootvetstvenno. Tretiæ somnoßitel~ v (4) raven

std_p(n − m, d_A)^{−1} = 2(1 − p^{−2}) . . . (1 − p^{−2(s−1)})(1 − εp^{−s}) (5)

PREDSTAVLENIE BINARNYH KVADRATIQNYH FORM 71 dlØ n − m = 2s − 1 ili 2s, pri fftom ε = 0, esli n − m neqetnoe ili p delit d_A = a_{st}d/ det A, i ε = (^{(−1)(n−m)/2 dA}_p ), esli n − m qetnoe.

Otdel~no rassmatrivaetsØ sluqaæ, kogda p = 2, p - a_{st}. NevyroßdennaØ forma Q imeet nad kol~com Z_2 ßordanovo razloßenie Q ∼_2 ∑ q qQ_q s masxtabami q = 2^α, α = 0, 1, 2, . . ..

2-adiqeskiæ simvol raven

2_Q = ∏ q q^{εq(Q)nq(Q)} ξ_q(Q)t_q(Q) ;

pri fftom n_q(Q) = dim Q_q i ε_q (Q) = (^{|Qq|}_2 ) – sootvetstvenno razmernost~ i znak ßordanovoæ sostavlØ¸weæ qQ_q; ξ_q (Q) = I ili II dlØ qetnoæ ili neqetnoæ Q_q, sootvetstvenno, i nazyvaetsØ tipom Q_q; t_q(Q) nazyvaetsØ strannost~¸ Q_q i opredelØetsØ po mod8. Tak, naprimer,

t_q (Q) ≡ 0(mod 8), esli ξ_q (Q) = II.

Lokal~nyæ mnoßitel~ dlØ p = 2, p - a_{st} vyqislØetsØ po formule

α_2(A; Q, G) = m_2(G)/std_2(n − m, d_A). (6)

Pust~ dany Q = 1_4 – ediniqnaØ matrica porØdka n = 4 i A = a (_{e f} f e ) – celaØ simmetriqeskaØ poloßitel~no opredelennaØ matrica porØdka m = 2 s neqetnoæ beskvadratnoæ stupen~¸ i (a, det A) = 1, gde det A = e^2 − f^2. V koordinatah x_i, y_i (x_i, y_i ∈ Z) uravnenie (1) prinimaet vid kvadratiqnoæ sistemy uravneniæ:

x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4 = ae,

y^2_1 + y^2 + y^2_3 + y^2_4 = ae,

x_1y_1 + x_2y_2 + x_3y_3 + x_4y_4 = af. (7) Zadaqa zakl¸qaetsØ v nahoßdenii qisla vseh rexeniæ r uravneniØ (7). Soglasno skazannomu vyxe, preßde vsego neobhodimo naæti qislo primitivnyh predstavleniæ pr (A; Q). DlØ fftogo vyqislim vse lokal~nye mnoßiteli v formule (2).

Rod [Q] odnoklassnyæ, qislo avtomorfizmov ravno o(Q) = 2^44! (sm. [1], s. 103), mnoßitel~ c(n − m) = c(2) = 1, stupen~ formy A ravna a_{st} = ad_A, d_A = det A. Kak bylo skazano vyxe, standartnaØ massa std(n) vyraßaetsØ qerez qisla Bernulli i �ælera [6]. Otnoxenie std(n) = std(n, d)/(ζ_D(s)/π^s), n = 1, 2, 3, . . .

72 N. ı. KURANOVA zavisit tol~ko ot n, gde n = 2s ili 2s − 1. ZnaqeniØ std(n) dlØ

n ≤ 25 privedeny v [6]. Toqnee, privedeny znaqeniØ standartnoæ

L-funkcii Dirihle Z(d, s) = ζ_D(s)d^{s−1} √ d/π^s, prinima¸weæ racional~nye znaqeniØ.

V rezul~tate standartnaØ massa ravna

std(2, d_A) = std(2)Z(d_A, 1) √ d_A = 2 Z(d_A, 1) √ d_A . Takim obrazom, qislo primitivnyh predstavleniæ formy A formoæ Q ravno

pr (A; Q) = 2^8 · 3 Z(d_A, 1) √ d_A α_2(A; Q) ∏ p|a α_p(A; Q) ∏ p|d_A α_p(A; Q). (8)

Rassmotrim sluqai, kogda p neqetnoe i qetnoe.

Sluqaæ 1: p|a, p†dA, p ≠ 2.

BinarnaØ forma A imeet ßordanovo razloßenie A = a ( e f f e ) = p a p ( e f f e ) . Sledovatel~no, moßno opredelit~ p-simvol formy A:

p_A = 1^{+0}p^{ε2}, ε = ( d_A p ) , n_1(A) = 0.

Lokal~nyæ mnoßitel~ (4) raven

α_p(A; Q) = p · std_p(0; E)/std_p(2, d_A) = p/std_p(2, d_A)

= 2p ( 1 − ( −d_A p ) p^{−1} ) = 2 ( p − (−d_A p )) . Sluqaæ 2: p|dA, p†a, p ≠ 2.

Forma A v dannom sluqae imeet sledu¸wee ßordanovo razloßenie A = a ( e f f e ) = a ( e 0 0^{dA}_e ) = ae ⊕ p · d^′ ae.

PREDSTAVLENIE BINARNYH KVADRATIQNYH FORM 73 Ots¸da poluqaem sledu¸wiæ p-simvol dlØ formy A:

p_A = 1^{ϵ11}p^{ε21}, ε_1 = (ae p ) , ε_2 = ε_1 (d^′ p ) , n_1(A) = 1.

Soglasno (4), lokal~nyæ mnoßitel~ raven

α_p(A; Q) = √ p · std_p(1; E)/std_p(2, d_A) = √ p 1 2 · 2 = √ p. Zdes~ 2m − n_1(A) = n i, po predloßeni¸ 6.2 iz [1], simvol p_G suwestvuet, poskol~ku ε_1(A) = (^{(−1)n−m d}_p ) = (^{(−1)2·1}_p ) = +1. V rezul~tate formula (8) prinimaet sledu¸wiæ vid:

pr (A; Q) = 2^{8+α(a)} · 3α_2Z(d_A, 1) ∏ p|a ( p − ( −d_A p )) , (9)

gde α(a) oboznaqaet koliqestvo neqetnyh prostyh deliteleæ a.

Sluqaæ 3: p = 2, p†a, p†dA.

Opredelim, suwestvuet li 2-adiqeskiæ simvol 2_G. DlØ formy Q 2-adiqeskiæ simvol raven 2_Q = 1^{+4}_{I,4}. Forma A ∈ GL_m(Z_p) otweplØetsØ ot formy Q^A_G(C) ∼_p Q^A_G(0) prØmym slagaemym Q^A_G(C) ∼_p

A ⊕ a^{−1}_{st} G (nad Z_p) i nas interesu¸t formy G, dlØ kotoryh Q^A_G(C) ∼_p Q ili Q ∼_p A ⊕ a^{−1}_{st} G. DannaØ ffkvivalentnost~ ravnosil~na uslovi¸

2_A · 2_a−1_{st G} = 2_Q.

Pri fftom simvol 2_A, v zavisimosti ot qetnosti A, moßet imet~ vid 2_A(I) = 1^{ε1(A)n1(A)}

I,t_1(A) ili 2A = 1 ε_1(A)n_1(A) II,0 , gde ε_1(A) = (^{|A|}_2 ), n_1(A) = m, t_1(A) – strannost~ (summa diagonal~nyh fflementov diagonal~noæ matricy A) i vo vtorom sluqae

m ≥ 2 qetnoe.

Teper~ rassmotrim dva sluqaØ, kogda forma A qetnaØ ili neqetnaØ, i otdel~no dlØ kaßdogo sluqaØ opredelim lokal~nyæ mnoßitel~ α_2.

Sluqaæ 3.1. A = AI (forma neqetnaØ).

74 N. ı. KURANOVA

2-adiqeskiæ simvol formy A raven 2_A = 1^{ε2}_{I,ae(dA+1)}, gde znak raven ε = (^{dA}_2 ), 2_a−1_{st G} = 1^{ε2}_{I,4−t(A)}. Takim obrazom, simvol 2_G prinimaet znaqeniØ

2_G = 1^{ε2}_{I,ast(4−t(A))} =

1^{+2}_{I;0,±2}, (d_A 2 ) = +1;

1^{−2}_{I;4,±2}, (d_A 2 ) = −1. Soglasno usloviØm suwestvovaniØ mnoßiteleæ dlØ p ≠ 2 ([1], s. 70), simvol 2_G suwestvuet. DlØ vyqisleniØ lokal~nogo mnoßitelØ α_2 primenim formuly (6) i (5), a takße tot fakt, qto esli G ∼_p ∑ p qG_q, to ee p-massa ravna m_p(G) = ∏ q M_p(G_q). Lo-

kal~nyæ mnoßitel~ raven

α_2 = m_2(G)/std_2(2, d_A) = 2m_2(G) = 2 · M_2(G_{1/2})M_2(G_1)M_2(G_1)

= 2 · 1 4 M_2(G_1) = 1 2 M_2(G_1).

Esli

G ∼_p p^{−1}G_p−1 ⊕ 1G_1 ⊕ pG_p ⊕ . . . (p = 2),

to sostavlØ¸waØ G_q s n_q(G) = 0 nazyvaetsØ nulevoæ formoæ (ona imeet znaqenie 0 i opredelitel~ 1). Ograniqennye nulevye formy privnosØt v formulu mnoßitel~ 1/2 i pofftomu dolßny uqityvat~sØ. DlØ opredeleniØ mnoßitelØ M_p(G_g) neobhodimo ispol~zovat~ tot fakt, qto sostavlØ¸waØ G_q imeet rØd harakteristik. Ee oktanovoe qislo ravno

oct_q = oct_q(G) = oct(g_q) ≡ t_q(G) + (4)(mod8),

gde t_q(G) – strannost~ G_q, (4) = 0 ili 4, esli ε_q (G) = +1 ili −1, sootvetstvenno. Status st_q = st_q(G) = st(G_q) sqitaetsØ svobodnym, esli obe smeßnye sostavlØ¸wie G_{q/2} i G_{2q} ime¸t tip II, v protivnom sluqae status st_q ograniqennyæ. Kratko ffto budem oboznaqat~ st_q = f i st_q = b (sm. [1], s. 85). Esli vid sp_q(G) = 2s−1 ili 2s±, to M_p(G_q) opredelØetsØ ravenstvami

M_p(2s − 1)^{−1} = 2(1 − p^{−2}) . . . (1 − p^{−2(s−1)}),

M_p(2s±)^{−1} = 2(1 − p^{−2}) . . . (1 − p^{−2(s−1)})(1 ∓ p^{−s}),

gde M_2(0+) = 1, esli sp_q (G) = 0+ i st_q (G) = f (sm. [1], s. 84– 85). Tak, po opredeleni¸, sostavlØ¸wie ime¸t statusy b, f, b,

PREDSTAVLENIE BINARNYH KVADRATIQNYH FORM 75 sootvetstvenno. Opredelim harakteristiki dlØ sostavlØ¸weæ

G_1 = G. DlØ G_1 = G imeem: tip I_2, 2 = 2t + 2, status st(G_1) = f,

oktanovoe qislo oct ≡ 0, ±2 dlØ ε = ±1. V rezul~tate, mnoßitel~ raven M_2(0+) = 1, esli oct ≡ 0, i M_2(2s − 1) =^1_2 , esli oct ≡ ±2. Sledovatel~no, lokal~nyæ mnoßitel~ raven α_2 =^1_2 , esli oct ≡ 0,i α_2 =^1_4 , esli oct ≡ ±2. PodstavlØØ ffti znaqeniØ v (9), prihodim k formule

pr (A; 1_4) =

2^{7+α(a)} · 3Z(d_A, 1) ∏ p|a ( p − (−d_A p )) , oct ≡ 0;

2^{6+α(a)} · 3Z(d_A, 1) ∏ p|a ( p − (−d_A p )) , oct ≡ ±2. Sluqaæ 3.2. A = AII (forma qetnaØ).

PrimenØØ rassußdeniØ, analogiqnye provedennym vyxe, poluqaem, qto 2_A = 1^{ε2}_{II,0}, gde ε = (^{dA}_2 ), 2_a−1_{st G} = 1^{ε2}_{II,0}. Takim obrazom, 2-adiqeskiæ simvol 2_G prinimaet znaqenie

2_G = 1^{ε2}_{I,4}.

Po tret~emu uslovi¸ ([1], s. 70), simvol 2_G suwestvuet, esli

ε = (^{dA}_2 ) = −1.

Opredelim harakteristiki dlØ sostavlØ¸weæ G_1 = G. Imeem: tip I_2, 2s+ = 0+ ⇒ s = 0, status st(G_1) = f, oktanovoe qislo oct ≡ 0 dlØ ε = −1. V rezul~tate, M_2(0+) = 1. Sledovatel~no, lokal~nyæ mnoßitel~ α_2 =^1_2 . On opredelen dlØ oct ≡ 0. Teper~, podstavlØØ ffti znaqeniØ v (9), poluqaem , qto qislo primitivnyh predstavleniæ formy A formoæ Q ravno

pr (A; 1_4) = 2^{7+α(a)} · 3Z(d_A, 1) ∏ p|a ( p − ( −d_A p )) , oct ≡ 0.

Ob¨edinØØ poluqennye rezul~taty, prihodim k sledu¸weæ formule pr (A; 1_4)

= 2^{7+α(a)} · 3Z(d_A, 1) ∏ p|a ( p − ( −d_A p )) , oct ≡ 0;

2^{6+α(a)} · 3Z(d_A, 1) ∏ p|a ( p − ( −d_A p )) , oct ≡ ±2, A = A_I (10)

76 N. ı. KURANOVA dlØ qisla primitivnyh rexeniæ matriqnogo uravneniØ tX · X = a ( e f f e ) , X ∈ M_{4,2}(Z). Takim obrazom, dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 2. Pust~ a > 0 neqetno i svobodno ot kvadratov, A –

celaØ poloßitel~no opredelennaØ forma razmernosti 2, i pust~ opredelitel~ |A| vzaimno prost s a. Togda qislo primitivnyh predstavleniæ formy a · A formoæ Q = 1_4 opredelØetsØ formuloæ (10).

§2. Koliqestvo predstavleniæ binarnyh form Qtoby naæti qislo vseh rexeniæ dannogo uravneniØ, primenim sledu¸wee utverßdenie (predloßenie 4.1 [1]).

Predloßenie 1. Pust~ kvadratiqnaØ forma Q poloßitel~no

opredelennaØ, a forma A nevyroßdennaØ. Togda qislo vseh predstavleniæ X : Q[X] = A, otveqa¸wih sobstvennym klassam G(b)^+ iz roda J, ravno summe sledu¸wego qisla primitivnyh predstavleniæ:

r^+(A; F, J) = ∑ Λ^+_{M|A} pr^+(A[M^{−1}]; F, J).

Vvedem oboznaqeniØ:Λ_n = GL_n(Z), Λ^+_n = SL_n(Z), M^r_{n,m}(Z) – mnoßestvo matric iz M_m(Z) s poloßitel~nym opredelitelem. L¸bu¸ matricu X ∈ M^m_{n,m}(Z)(m ≤ n) moßno razloßit~ v proizvedenie X = M_1 (_M 0 ) , gde M_1 ∈ GL_n(Z), M ∈ M^+_m(Z) ([1], p. 1.2.)

Klass smeßnosti Λ^+_2 M , gde Λ^+_2 = SL_2(Z) i M ∈ m^+_2 (Z), soderßit treugol~nu¸ matricu M = ( a_1 b 0 a_2 ) , a_1, a_2 > 0, (11) i Λ^+_2 ( a_1 b 0 a_2 ) = Λ^+_2 ( a_1 b^′ 0 a_2 ) ⇔ b ≡ b^′ (mod a_2).

Pofftomu moßem sqitat~, qto M imeet vid (11), i pust~ Λ^+_2 M delit A (dokazatel~stvo privedeno v [1], s. 46).

PREDSTAVLENIE BINARNYH KVADRATIQNYH FORM 77 Togda a_1a_2|a i matrica A^′ = A[M^{−1}] = a^tM^{−1}AM^{−1}. Matrica

A^′ = a ( a^{−2}_1 e a^{−1}_1 a^{−1}_2 (−bea^{−1}_1 + f) a^{−1}_1 a^{−1}_2 (−bea^{−1}_1 + f) a^{−2}_2 (b^2ea^{−2}_1 − 2fba^{−1}_1 + e) ) (12) celaØ. A poskol~ku a beskvadratnoe, to a_1 = 1 i (eb − f^2)^2 ≡ −d_A(mod a_2). (13) Sledovatel~no, (^{−dA}_p ) = +1. Pust~ a = a_+ · a_− i, esli prostoe p|a_±, to p^{dA−1}2 ≡ ±1(mod d_A) (po svoæstvam simvola ˚kobi– Leßandra i (13)). Iz (13) sleduet, qto a_2|a_+ i sravnenie (13) imeet 2^{α(a2)} rexeniæ. Ots¸da i iz predloßeniØ 1 poluqaem r(A; Q) = ∑ δ|a_+ 2^{α(a+/δ)}pr (A^′ ; Q),

gde, po (10), pr (A^′ ; Q)

= 2^{7+α(aδa−)} · 3Z(d_A, 1) ∏ p|a_− (p + 1) ∏ p|δ (p − 1), oct ≡ 0; 2^{6+α(aδa−)} · 3Z(d_A, 1) ∏ p|a_− (p + 1) ∏ p|δ (p − 1), oct ≡ ±2, A_I. Netrudno zametit~, qto α(a_+/δ) + α(δa_−) = α(a_+ · a_−) = α(a) i

σ(a_−) = ∑ d|a_− d = ∏ p|a_− (p + 1).

Pofftomu moßno zapisat~ r(A; Q) = 2^{7+α(a)} · 3Z(d_A, 1)σ(a_−) ∑ δ|a_+ f(δ), oct ≡ 0;

2^{6+α(a)} · 3Z(d_A, 1)σ(a_−) ∑ δ|a_+ f(δ), oct ≡ ±2, A = A_I , (14)

gde f(δ) = ∏ p|δ(p − 1) – mul~tiplikativnaØ funkciØ. Sledovatel~no, summa v (14) ravna a_+ i po formule r(A; Q) = { 2^{7+α(a)} · 3Z(d_A, 1)a_+ · σ(a_−), oct ≡ 0; 2^{6+α(a)} · 3Z(d_A, 1)a_+ · σ(a_−), oct ≡ ±2, A = A_I ,

(15)

78 N. ı. KURANOVA gde a – neqetnoe beskvadratnoe qislo, vyqislØetsØ qislo rexeniæ sistemy uravneniæ (7).

Takim obrazom, dokazana sledu¸waØ teorema.

Teorema 3. Pust~ a > 0 neqetno i svobodno ot kvadratov, A –

celaØ poloßitel~no opredelennaØ forma razmernosti 2, i pust~ opredelitel~ det = |A| vzaimno prost s a. Togda qislo predstavleniæ formy a · A formoæ Q = 1_4 opredelØetsØ formuloæ (15).

§3. PriloßeniØ k konkretnym formam

Rassmotrim primenenie rezul~tatov, poluqennyh v §§1, 2, k sluqaØm, kogda A – konkretnaØ binarnaØ forma s d_A = 1, 3, 5, a forma Q = 1_4. DlØ nahoßdeniØ qisla primitivnyh i vseh rexeniæ opredelim invarianty form A i Q.

3.1. Pust~ forma A = a^{(1 0}_{0 1}^). V fftom sluqae neqetnaØ beskva-

dratnaØ stupen~ ravna a_{st} = a, d_A = 1, rod [1_4] odnoklassnyæ, qislo avtomorfizmov o(1_4) = 2^4 · 4, mnoßitel~ c(n − m) = c(2) = 1, standartnaØ massa std(2, 1) = std(2)Z(1, 1) = 2 ·^1_4 =^1_2 . DlØ neqetnyh p, delØwih stupen~, p-adiqeskiæ simvol raven p_A = 1^0p^{+2}, t.e. n_1(A) = 0, ε_1(A) = ε_p(A) = +1. DlØ p = 2, ne delØwego a, imeem sledu¸wie 2-adiqeskie simvoly dlØ form A i Q: 2_A = 1^{+2}_{I,2a}, 2_Q = 1^{+4}_{I,4}. Esli teper~ sledovat~ algoritmu, privedennomu dlØ dokazatel~stva teoremy 2, to poluqim sledu¸wie formuly:

pr (A; 1_4) = 2^4 · 3 · 2^{α(a)} ∏ p|a ( p − ( −1 p )) = 48 · 2^{α(a)} ∏ p|a ( p − ( −1 p )) ,

r(A; 1_4) = 2^{4+α(a)} · 3 · a_+ · σ(a_−) = 48 · 2^{α(a)} · 3 · a_+ · σ(a_−)

dlØ qisla rexeniæ kvadratiqnoæ sistemy uravneniæ:

x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4 = a,

y^2_1 + y^2 + y^2_3 + y^2_4 = a,

x_1y_1 + x_2y_2 + x_3y_3 + x_4y_4 = 0,

gde parametr a = a_+ · a_− i , esli neqetnoe prostoe qislo p | a_±, to p ≡ ±1(mod 4).

3.2. Pust~ forma A = a^{(2 1}_{1 2}^), 3 - a. Forma imeet neqetnu¸ bes-

kvadratnu¸ stupen~ a_{st} = 3a, d_A = 3, rod [1_4] odnoklassnyæ,

PREDSTAVLENIE BINARNYH KVADRATIQNYH FORM 79 o(1_4) = 2^4 · 4!, c(n − m) = c(2) = 1, std(2, 3) = std(2)Z(3, 1) =^{√3}_3 .

DlØ neqetnyh p ≠ 3, delØwih parametr a, simvol p_A = 1^{+0}p^{ε2}, gde ε = (^3_p ), t.e. n_1(A) = 0. DlØ p = 2, ne delØwego a, 2-adiqeskie simvoly ravny 2_A = 1^{+2}_{II,0}, 2_Q = 1^{+4}_{I,4}. V poslednem sluqae, kogda

p = 3, simvol 3_A = 1^{ε1}3^{ε1}, gde znak raven ε = −(^a_3 ), n_1(A) = 1. V

rezul~tate dlØ kvadratiqnoæ sistemy uravneniæ

x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4 = 2a, y^2_1 + y^2 + y^2_3 + y^2_4 = 2a, x_1y_1 + x_2y_2 + x_3y_3 + x_4y_4 = a

poluqaem formuly dlØ nahoßdeniØ qisla rexeniæ:

pr (A; 1_4) = 2^6 · 3 · 2^{α(a)} ∏ p|a ( p − ( −3 p )) = 192 · 2^{α(a)} ∏ p|a ( p − (−3 p )) , r(A; 1_4) = 2^{6+α(a)}a_+ · σ(a_−) = 192 · 2^{α(a)}a_+ · σ(a_−),

gde parametr a = a_+ · a_− i , esli neqetnoe prostoe qislo p | a_±, to p ≡ ±1(mod 3).

3.3. Pust~ forma A = a^{(3 2}_{2 3}^), 5 - a. Forma imeet neqetnu¸ bes-

kvadratnu¸ stupen~ a_{st} = 5a, d_A = 5. StandartnaØ massa ravna std(2, 5) = std(2)Z(5, 1) =^{√5}_5 . DlØ neqetnyh p ≠ 5, delØwih parametr a, p-adiqeskiæ simvol raven p_A = 1^{+0}p^{ε2}, gde ε = (^5_p ), t.e. n_1(A) = 0. DlØ p = 2, ne delØwego a, imeem sledu¸wie 2- adiqeskie simvoly dlØ form A i Q: 2_A = 1^{+2}_{I,2a}, 2_Q = 1^{+4}_{I,4}. V poslednem sluqae, kogda p = 5, simvol 5_A = 1^{ε1}5^{ε1}, gde ε = −(^a_5 ),

n_1(A) = 1. DlØ kvadratiqnoæ sistemy uravneniæ:

x^2_1 + x^2 + x^2_3 + x^2_4 = 3a, y^2_1 + y^2 + y^2_3 + y^2_4 = 3a, x_1y_1 + x_2y_2 + x_3y_3 + x_4y_4 = 2a

qislo primitivnyh i vseh rexeniæ vyqislØetsØ po sledu¸wim formulam:

pr (A; 1_4) = 2^6 · 3 · 2^{α(a)} ∏ p|a ( p − ( −5 p )) = 192 · 2^{α(a)} ∏ p|a ( p − (−3 p )) , r(A; 1_4) = 2^{6+α(a)}a_+ · σ(a_−) = 192 · 2^{α(a)}a_+ · σ(a_−),

gde a = a_+ · a_−, p | a_± ⇒ p ≡ ±1(mod5).

80 N. ı. KURANOVA Literatura

1. V. G. ȷuravlev, Predstavlenie formy rodom kvadratiqnyh form, Algebra i analiz 8, vyp. 1 (1996), 21–112.

2. A. V. Horoxeva, Predstavlenie qisel rodom odnoklassnyh kvaternarnyh

form, Vestn. Vladimirsk. gos. ped. un-ta, No. 5 (2000), 338–346.

3. A. V. Horoxeva, Qislo predstavleniæ p-odnomernyh form rodom, Zap.

nauqn. semin. POMI, 276 (2001), 334–348.

4. S. V. Fedorova, Predstavlenie form kvadratiqnymi formam, VII meßdunarodnaØ konferenciØ. Matematika. �konomika. �kologiØ. Obrazovanie. Tezisy dokladov. Rostov-na-Donu (1999), 107-108.

5. S. V. Fedorova, Predstavlenie p-fflementarnoæ formy rodom, Zap. nauqn.

semin. POMI, 276 (2001), 276–290.

6. J. Conway, N. Sloan, Low-dimensional lattices. IV. The mass formula, Proc. Roy.

Soc. London Ser. A 419, No. 1857 (1988), 259–286.

Postupilo 12 sentØbrØ 2003 g. Vladimirskiæ gosudarstvennyæ pedagogiqeskiæ universitet