Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 301, 2003 g.

L. B. Beænenson

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ NA QASTIQNO UPOR˚DOQENNYH MNOȷESTVAH. I

1. Vvedenie

Pust~ H – qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo (QUM),

(Ω, Σ, μ) – veroØtnostnoe prostranstvo. Sluqaænym polem na H

budem nazyvat~ otobraßenie ξ : H → Z(Ω, Σ, μ), gde Z(Ω, Σ, μ) – mnoßestvo vseh sluqaænyh veliqin na veroØtnostnom prostranstve (Ω, Σ, μ).

Budem nazyvat~ sluqaænoe pole ξ monotonno nevozrasta¸wim, esli dlØ l¸byh fflementov a < b iz H s veroØtnost~¸ edinica imeet mesto ravenstvo ξ(a) ≥ ξ(b).

V stat~e [1] M. A. Antonca i I. A. Xerexevskogo byli postroeny mery na mnoßestve idealov qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva (podmnoßestvo QUM nazyvaetsØ idealom, esli vmeste s kaßdym fflementom v nego vhodØt vse fflementy men~xie ego – sm. p. 2.1). V qastnom sluqae, kogda qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo – poloßitel~nyæ kvadrant ploskosti, granicu ideala moßno otoßdestvit~ s monotonno nevozrasta¸weæ funkcieæ na deæstvitel~noæ osi, a znaqit, mera na mnoßestve idealov odnoznaqno opredelØet monotonno nevozrasta¸wiæ sluqaænyæ process.

V dannoæ rabote predloßen metod postroeniØ sluqaænyh poleæ na QUM proizvol~nogo vida. A imenno, dlØ l¸bogo qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva H po mere ρ na proizvedenii H ×R stroitsØ sluqaænoe pole η_ρ na H.

V qastnom sluqae, kogda mera ρ na H × R ØvlØetsØ proizvedeniem proizvol~noæ koneqno-additivnoæ mery γ na QUM H i ograniqeniØ λ_+ mery Lebega na mnoßestvo poloßitel~nyh qisel R_+, vyqisleny koneqnomernye raspredeleniØ polØ η_ρ i takie ego qislennye harakteristiki, kak matematiqeskoe oßidanie znaqeniØ polØ v toqke, dispersiØ znaqeniØ polØ v toqke, veroØtnost~ togo, qto znaqeniØ polØ v dvuh zadannyh toqkah rav- 92

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 93 ny, a takße korrelØcionnaØ funkciØ sluqaænogo polØ.

Tak kak korrelØcionnaØ funkciØ sluqaænogo polØ poloßitel~no opredelena, to my poluqaem sposob postroeniØ poloßitel~no opredelennyh funkciæ na qastiqno uporØdoqennyh mnoßestvah.

A imenno, po teoreme 2.6 dlØ proizvol~noæ neotricatel~noæ koneqno-additivnoæ mery γ na H, takoæ, qto dlØ l¸bogo glavnogo ideala I_H (a)^{df}= {a^′ ∈ H : a^′ ≤ a} opredelena i koneqna mera γ ( I_H (a) ) , funkciØ K(a, b) na H × H, zadavaemaØ formuloæ K(a, b) = γ ( I_H (a) ∩ I_H (b) ) γ ( I_H (a) ∪ I_H (b) ) , ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ.

PrimenØØ fftu teoremu, poluqaem, qto poloßitel~no opredelena funkciØ K(m, n), zadavaemaØ na mnoßestve natural~nyh qisel N po formule K(m, n) = τ (m, n) τ (m) + τ (n) − τ (m, n) , gde τ (m) – koliqestvo natural~nyh deliteleæ qisla m, a τ (m, n) – koliqestvo obwih deliteleæ qisel m i n.

Iz teoremy 2.6 sleduet takße poloßitel~naØ opredelennost~ funkcii K(a, b) na mnoßestve vseh poloßitel~nyh qisel R_+, opredelØemoæ dlØ l¸byh a > 0 i b > 0 po formule K(a, b) = min{a, b} max{a, b} . �ti i drugie primery rassmotreny v p. 2.5.

Pri postorenii sluqaænogo polØ η_ρ ispol~zuetsØ konstrukciØ geometriqeskoæ mery iz raboty [1]. �ta konstrukciØ ne ispol~- zuet koneqnomernyh raspredeleniæ i ne daet metoda ih vyqisleniØ.

DlØ dokazatel~stva teoremy 2.3, da¸weæ opisanie koneqnomernyh raspredeleniæ monotonno nevozrasta¸wego sluqaænogo polØ, voznikla neobhodimost~ v issledovanii struktury vero- Øtnostnyh mer, sosredotoqennyh na mnogogrannyh konusah v evklidovom prostranstve R^d.

94 L. B. BE`NENSON

�to issledovanie i sostavlØet osnovnoe soderßanie vtoroæ qasti stat~i.

2. Osnovnye opredeleniØ i utverßdeniØ

2.1. Postroenie sluqaænogo monotonno nevozrasta¸wego polØ na QUM.

Podmnoßestvo proizvol~nogo qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva budem nazyvat~ idealom, esli vmeste s kaßdym fflementom v nego vhodØt vse fflementy men~xie ego; podmnoßestvo QUM budem nazyvat~ fil~trom, esli vmeste s kaßdym fflementom v nego vhodØt vse fflementy bol~xie ego.

DlØ l¸bogo fflementa a iz QUM S oboznaqim qerez I_S (a) i

F_S (a) sootvetstvenno glavnyæ ideal i glavnyæ fil~tr dlØ ffle-

menta a v S, to est~ minimal~nyæ ideal i fil~tr, soderßawie a: I_S (a) = {a^′ ∈ S : a^′ ≤ a}, F_S (a) = {a^′ ∈ S : a^′ ≥ a}. DlØ l¸bogo podmnoßestva A QUM S oboznaqim qerez

I_S (A) = ⋃ a∈A I_S(a) i F_S (A) = ⋃ a∈A F_S (a)

sootvetstvenno ideal i fil~tr, poroßdennye mnoßestvom A. Idealy i fil~try, poroßdennye koneqnym mnoßestvom, budem nazyvat~ koneqnoporoßdennymi.

Pust~ L(S) – mnoßestvo vseh idealov QUM S, L^∗(S) – mnoßestvo vseh fil~trov QUM S, L_0(S) – mnoßestvo vseh koneqnoporoßdennyh idealov QUM S, L^∗_0(S) – mnoßestvo vseh koneqnoporoßdennyh fil~trov QUM S. Budem rassmatrivat~ vse ffti mnoßestva kak QUMy otnositel~no teoretiko-mnoßestvennogo vkl¸qeniØ.

Budem govorit~, qto u fflementov a i b proizvol~nogo QUM S est~ rexetoqnoe pereseqenie, esli suwestvuet takoe c iz S, qto

I_S (c) = I_S (a) ∩ I_S(b); budem zapisyvat~ ffto kak c = a ∧ b. Ope-

raciØ rexetoqnogo pereseqeniØ ØvlØetsØ associativnoæ i kommutativnoæ na svoeæ oblasti opredeleniØ. Qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo nazyvaetsØ ∧-polurexetkoæ, esli dlØ l¸byh dvuh ego fflementov suwestvuet rexetoqnoe pereseqenie.

DlØ l¸byh qastiqno uporØdoqennyh mnoßestv S_1 i S_2 ih dekartovo proizvedenie S_1 ×S_2 takße budem sqitat~ qastiqno uporØdoqennym mnoßestvom s porØdkom, opredelennym sledu¸wim obrazom:

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 95 dlØ l¸byh z_1, z_2 iz S_1 × S_2, takih, qto z_1 = (a_1, b_1), z_2 = (a_2, b_2), neravenstvo z_1 ≤ z_2 imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda

a_1 ≤ a_2 i b_1 ≤ b_2.

Krome togo, dlØ l¸bogo qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva S i proizvol~nogo mnoßestva A mnoßestvo S^A vseh funkciæ s oblast~¸ opredeleniØ A i oblast~¸ znaqeniæ S takße budem sqitat~ qastiqno uporØdoqennym s porØdkom, opredelennym sledu¸wim obrazom:

dlØ l¸byh z_1, z_2 iz S^A neravenstvo z_1 ≤ z_2 imeet mesto togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo fflementa a iz A imeet mesto neravenstvo z_1(a) ≤ z_2(a).

Pust~ H – proizvol~noe qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo,

^H^{df}= H × R – dekartovo proizvedenie qastiqno uporØdoqennogo

mnoßestva H i uporØdoqennogo mnoßestva deæstvitel~nyh qisel R. Opredelim na ^H topologi¸ proizvedeniØ topologii R i trivial~noæ topologii na H, v kotoroæ vse podmnoßestva H ØvlØ- ¸tsØ odnovremenno otkrytymi i zamknutymi. DlØ l¸bogo podmnoßestva M mnoßestva ^H oboznaqim qerez M^c i M^{int} sootvetstvenno zamykanie M i ego vnutrennost~ v topologii ^H.

Oboznaqim qerez L^c( ^H) mnoßestvo vseh zamknutyh idealov QUM ^H.

Iz opredeleniØ topologii v ^H sleduet, qto ideal J iz L( ^H) ØvlØetsØ zamknutym v topologii ^H v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda dlØ l¸bogo fflementa a iz H mnoßestvo {y ∈ R : (a, y) ∈ J} zamknuto v R; analogiqno, J budet otkrytym, esli i tol~ko esli dlØ l¸bogo fflementa a iz H mnoßestvo {y ∈ R : (a, y) ∈ J} otkryto v R. Poskol~ku l¸boæ koneqnoporoßdennyæ ideal v ^H zamknut, to L_0( ^H) soderßitsØ v L^c( ^H)

DlØ l¸bogo QUM S oboznaqim qerez A(S) algebru mnoßestv na S, poroßdennu¸ mnoßestvom vseh idealov L(S), i qerez A_0(S) – algebru mnoßestv na S, poroßdennu¸ mnoßestvom koneqnoporoßdennyh idealov L_0(S). DlØ l¸boæ mery ρ na A_0(S) opredelim funkci¸ raspredeleniØ F_ρ na S, polagaØ F_ρ(a)^{df}= ρ ( I_S(a) ) . Opredelenie 2.1. DlØ l¸boæ algebry mnoßestv H na^^H i dlØ

l¸boæ koneqno-additivnoæ neotricatel~noæ mery ρ na H budem govorit~, qto mera ρ nepreryvna snizu na L_0( ^H), esli dlØ l¸bogo

96 L. B. BE`NENSON ideala J iz L_0( ^H) ∩ H vypolnØetsØ sledu¸wee sootnoxenie:

ρ(J) = sup

J^′∈L_0 ( bH)∩H J^′⊂J^{int} ρ(J^′). (1)

Analogiqno, budem govorit~, qto mera ρ nepreryvna snizu na L( ^H), esli sootnoxenie (1) vypolnØetsØ dlØ l¸bogo ideala J iz L( ^H) ∩ H. DlØ l¸bogo koneqnogo podmnoßestva Λ mnoßestva H, dlØ l¸- boæ funkcii x iz R^Λ opredelim koneqnoporoßdennyæ ideal Y_Λx iz L_0( ^H), polagaØ

Y_Λx = ⋃ a∈Λ I b_H (a, x(a)).

Mnoßestvo Y_Λx ØvlØetsØ obobwennoæ diagrammoæ ınga, poroßdennoæ toqkami {(a, x(a)), a ∈ Λ}.

Otobraßenie Y_Λ zadaet vloßenie mnoßestva R^Λ v mnoßestvo

L_0( ^H).

Pust~ ρ – koneqno-additivnaØ neotricatel~naØ mera na A_0( ^H). Opredelim funkci¸ g_{ρ,Λ} na R^Λ, polagaØ dlØ l¸bogo vektora x iz R^Λ

g_{ρ,Λ}(x) = exp ( −ρ(Y_Λx) ) (vyraßenie v pravoæ qasti dannogo ravenstva imeet smysl, poskol~ku mnoßestvo Y_Λx ØvlØetsØ koneqnoporoßdennym idealom, a znaqit, ono prinadleßit i A_0( ^H), i L^c( ^H)).

Opredelim dlØ l¸bogo fflementa a iz H funkci¸ Q_{ρ,a} na R, polagaØ dlØ l¸bogo qisla y iz R Q_{ρ,a}(y) = F_ρ(a, y) = ρ ( I b_H (a, y) ) , gde F_ρ(a, y) – funkciØ raspredeleniØ mery ρ na ^H.

Teorema 2.1. Pust~ ρ – proizvol~naØ neotricatel~naØ koneqno-

additivnaØ mera na algebre mnoßestv A_0( ^H), nepreryvnaØ snizu na L_0( ^H), takaØ, qto dlØ l¸bogo fflementa a iz H vypolnØetsØ sootnoxenie lim y→+∞ Q_{ρ,a}(y) = +∞.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 97 Togda suwestvuet sluqaænoe monotonno nevozrasta¸wee pole η_ρ na H, takoe, qto dlØ l¸bogo koneqnogo podmnoßestva Λ mnoßestva H i dlØ l¸boæ funkcii x iz M_Λ imeet mesto ravenstvo P { η_ρ(a) ≥ x(a) ∀a ∈ Λ } = g_{ρ,Λ}(x). (2)

Zameqanie. Iz sootnoxeniØ (2) sleduet, qto koneqnomernoe

raspredelenie sluqaænogo polØ η_ρ na Λ odnoznaqno opredelØetsØ funkcieæ g_{ρ,Λ}.

Sledu¸waØ teorema pozvolØet uprostit~ usloviØ, nalagaemye na meru ρ v teoreme 2.1, v sluqae, kogda H – ∧-polurexetka.

Teorema 2.2. Pust~ H — ∧-polurexetka.

Togda dlØ togo, qtoby proizvol~naØ neotricatel~naØ koneqnoadditivnaØ mera ρ na A_0( ^H) ØvlØlas~ nepreryvnoæ snizu, neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ l¸bogo fflementa a iz H funkciØ Q_{ρ,a} byla nepreryvna snizu.

Primer 2.1.1. Pust~ H = R+ = {x ∈ R, x > 0} – mnoßestvo vseh

poloßitel~nyh qisel.

DlØ l¸bogo mnoßestva A iz A_0( ^H) poloßim ρ(A) = λ^2(A∩R^2_+), gde λ^2 – mera Lebega na R^2. Poskol~ku vse koneqnoporoßdennye idealy v ^H = R_+ × R izmerimy po Lebegu, to vyraßenie v pravoæ qasti dannogo ravenstva imeet smysl, a ρ budet meroæ na A_0( ^H).

Po teoreme 2.2 mera ρ ØvlØetsØ nepreryvnoæ snizu na mnoßestve koneqnoporoßdennyh idealov L_0( ^H). Krome togo, po opredeleni¸ dlØ l¸bogo a iz R_+ i l¸bogo deæstvitel~nogo y imeet mesto ravenstvo Q_{ρ,a}(y) = { a · y, esli y > 0; 0 v protivnom sluqae. (3) Mera ρ udovletvorØet usloviØm teoremy 2.1, poskol~ku dlØ l¸bogo a imeet mesto sootnoxenie lim_{y→+∞} Q_{ρ,a}(y) = +∞. Ots¸da poluqaem, qto suwestvuet sluqaænoe monotonno nevozrasta¸wee pole η_ρ na H, takoe, qto dlØ l¸bogo koneqnogo podmnoßestva Λ mnoßestva R_+ i dlØ l¸boæ funkcii x iz M_Λ imeet mesto ravenstvo (2).

98 L. B. BE`NENSON

2.2. Koneqnomernye raspredeleniØ sluqaænogo polØ na QUM.

Pust~ ξ – nekotoroe sluqaænoe pole na H, Λ – proizvol~noe koneqnoe podmnoßestvo H.

Oboznaqim qerez B(R^Λ) borelevsku¸ σ-algebru na evklidovom prostranstve R^Λ.

Oboznaqim qerez μ_{ξ,Λ} koneqnomernoe raspredelenie sluqaænogo polØ ξ na mnoßestve Λ; μ_{ξ,Λ} ØvlØetsØ meroæ na (R^Λ, B(R^Λ)).

V dal~neæxem v sluqaØh, gde ffto ne vyzovet nedorazumeniæ, my budem ispol~zovat~ oboznaqenie μ_Λ vmesto μ_{ξ,Λ}.

Iz opredeleniØ vytekaet, qto sluqaænoe pole ξ budet monotonno nevozrasta¸wim togda i tol~ko togda, kogda dlØ l¸bogo koneqnogo podmnoßestva Λ mnoßestva H mera μ_{ξ,Λ} budet sosredotoqena na mnoßestve vseh monotonno nevozrasta¸wih funkciæ iz R^Λ.

ZadadimsØ voprosom o stroenii koneqnomernogo raspredeleniØ μ_{ξ,Λ} sluqaænogo polØ ξ na Λ.

Oboznaqim qerez M_Λ mnoßestvo vseh monotonno nevozrasta- ¸wih deæstvitel~nyh funkciæ na Λ.

Oqevidno, imeet mesto ravenstvo

M_Λ = {x ∈ R^Λ : ∀a, b ∈ Λ esli a < b, to x(a) ≥ x(b)}, (4)

i pofftomu M_Λ ØvlØetsØ mnogogrannym konusom kak mnoßestvo rexeniæ sistemy odnorodnyh lineænyh neravenstv v evklidovom prostranstve R^Λ (sm. [3]).

Poluprostranstvo P nazyvaetsØ opornym dlØ mnogogrannogo konusa C, esli C soderßitsØ v P ; granica opornogo poluprostranstva nazyvaetsØ opornoæ giperploskost~¸ konusa C.

Gran~¸ konusa C nazyvaetsØ pereseqenie konusa s nekotoroæ ego opornoæ giperploskost~¸. DlØ udobstva budem sqitat~, qto pustoe mnoßestvo i sam konus C vsegda ØvlØ¸tsØ granØmi konusa C. V sluqae, esli Γ_1 i Γ_2 – nekotorye grani i Γ_1 soderßitsØ v

Γ_2, to Γ_1 nazyvaetsØ podgran~¸ Γ_2, a Γ_2 nazyvaetsØ nadgran~¸ Γ_1.

Toqka x grani Γ nazyvaetsØ vnutrenneæ, esli ona ne prinadleßit nikakoæ ee podgrani. Mnoßestvo vseh vnutrennih toqek grani Γ oboznaqaetsØ Γ^{int}.

Poskol~ku vnutrennie qasti razliqnyh graneæ mnogogrannogo konusa ne pereseka¸tsØ i l¸boæ mnogogrannyæ konus moßet byt~

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 99 predstavlen v vide ob¨edineniØ vnutrennih qasteæ ego graneæ (sm. [3] i [5]), to imeet mesto ravenstvo

M_Λ = ⋃ Γ Γ^{int}, (5)

gde ob¨edinenie v pravoæ qasti ravenstva proizvoditsØ po vsem granØm konusa M_Λ.

Ots¸da poluqaem, qto vypolnØetsØ sootnoxenie

μ_Λ = ∑ Γ μ_Λ | | |_{Γint} , (6) gde μ_Λ | | |_{Γint} est~ ograniqenie mery μΛ na vnutrenn¸¸ qast~ Γ^{int}

grani Γ.

L¸boæ grani Γ konusa M_Λ moßno sopostavit~ otnoxenie ffkvivalentnosti k_Γ na mnoßestve Λ, polagaØ fflementy a i b ffkvivalentnymi v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda dlØ vseh x iz V (Γ) imeet mesto ravenstvo x(a) = x(b).

Opredelenie 2.2. Oboznaqim qerez KΛ mnoßestvo vseh graneæ Γ

konusa M_Λ, u kotoryh dlØ l¸bogo klassa ffkvivalentnosti a otnoxeniØ k_Γ mownost~ mnoßestva inf a ravna edinice.

Opredelim dlØ l¸bogo fflementa a iz mnoßestva Λ funkci¸

e^a iz R^Λ, polagaØ dlØ l¸bogo b iz Λ

e^a(b)^{df}= δ_{ab},

gde δ – simvol Kronekera. Mnoßestvo funkciæ (e^a, a ∈ Λ) budet ortonormirovannym bazisom v evklidovom prostranstve R^Λ.

Oboznaqim qerez^∂_{∂v} proizvodnu¸ po napravleni¸ v i poloßim dlØ l¸bogo podmnoßestva M mnoßestva Λ ∂^{|M|} ∂e^M df = ∏ a∈M ∂ ∂e^a . Opredelim dlØ l¸bogo vektora v iz R^Λ odnostoronn¸¸ proizvodnu¸^∂_{∂+v} , polagaØ ∂f ∂^+v

(x)^{df}= lim_{h→+0} f(x + h · v) − f(x) h ,

100 L. B. BE`NENSON i dlØ l¸bogo podmnoßestva A mnoßestva Λ poloßim ∂^{|A|} ∂^+e^A df = ∏ i∈A ∂ ∂^+e^i . DlØ l¸bogo podmnoßestva M evklidova prostranstva R^Λ oboznaqim qerez V (M ) minimal~noe lineænoe podprostranstvo R^Λ, soderßawee M .

DlØ l¸bogo podmnoßestva A nekotorogo qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva S budem oboznaqat~ qerez infA i supA mnoßestvo minimal~nyh fflementov mnoßestva A i mnoßestvo maksimal~nyh fflementov mnoßestva A sootvetstvenno: inf A = {a ∈ A : ̸∃a^′ ∈ A, a^′ < a}, sup A = {a ∈ A : ̸∃a^′ ∈ A, a^′ > a}. Opredelim dlØ l¸bogo otnoxeniØ ffkvivalentnosti k na Λ mnoßestvo Inf(k) minimal~nyh fflementov klassov ffkvivalentnosti otnoxeniØ k, polagaØ

Inf(k) = ⋃ a∈Λ/k inf a. DlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ opredelim deæstvitel~noe qislo q_Λ(Γ), polagaØ

q_Λ(Γ) = ∏ a∈Λ/k_Γ 1 √ |a| . Opredelim invertirovannu¸ funkci¸ raspredeleniØ G_{μ,ξ,Λ} mery μ_{ξ,Λ}, polagaØ dlØ l¸bogo x iz R^Λ

G_{μ,ξ,Λ} = μ_{ξ,Λ}{x^′ ∈ R^Λ : x^′ ≥ x}.

Neposredstvenno iz opredeleniØ vidno, qto invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ G_{μ,ξ,Λ} ØvlØetsØ monotonno nevozrasta¸- weæ i nepreryvnoæ snizu; takße, kak i obyqnaØ funkciØ raspredeleniØ v evklidovom prostranstve, ona odnoznaqno opredelØet meru μ_{ξ,Λ}. Tam, gde ffto ne vyzovet nedorazumeniæ, my budem pisat~ G_{μ,Λ} vmesto G_{μ,ξ,Λ}.

PrimenØØ teoremu 2.1 iz vtoroæ qasti stat~i k koneqnomernomu raspredeleni¸ μ_{ξ,Λ} sluqaænogo polØ ξ na Λ, poluqaem sledu¸wu¸ teoremu, opisyva¸wu¸ strukturu mery μ_{ξ,Λ}.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 101

Teorema 2.3. Pust~ H – proizvol~noe qastiqno uporØdoqennoe

mnoßestvo, ξ – koneqnoznaqnoe monotonno nevozrasta¸wee sluqaænoe pole na H s veroØtnostØmi, opredelØemymi meroæ μ, Λ – proizvol~noe koneqnoe podmnoßestvo H, μ_Λ – koneqnomernoe raspredelenie sluqaænogo polØ ξ.

Pust~ U_Λ – otkrytoe podmnoßestvo mnoßestva R^Λ, takoe, qto na mnoßestve U_Λ ∩ M_Λ funkciØ G_{μ,Λ} nepreryvna, a vo vseh vnutrennih toqkah mnoßestva U_Λ ∩ M_Λ suwestvuet nepreryvnaØ proizvodnaØ^{∂|Λ|Gμ,Λ}_∂e_Λ (x), kotoraØ nepreryvno prodolßaetsØ vplot~ do granic mnoßestva U_Λ ∩ M_Λ.

Togda dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ ograniqenie μ_Λ | | |_{UΛ∩Γint} mery μ_Λ na mnoßestvo U_Λ ∩ Γ^{int} absol¸tno nepreryvno otnositel~- no mery Lebega λ_{V (Γ)} na lineænom podprostranstve V (Γ), priqem ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ:

1) esli Γ ne prinadleßit K_Λ, to μ_Λ | | |_{UΛ∩Γint} = 0; 2) esli Γ prinadleßit K_Λ, to na mnoßestve U_Λ ∩ Γ^{int} suwestvuet proizvodnaØ^{∂| Inf(kΓ )|Gμ,Λ}

∂^+e^{Inf(k}Γ^) , i dlØ l¸bogo x iz UΛ ∩ Γ int imeet mesto sootnoxenie dμ_Λ | | |_{UΛ∩Γint} dλ_{V (Γ)} (x) = (−1)^{|Λ/kΓ|}q_Λ(Γ) ∂^{| Inf(kΓ)|}G_{μ,Λ} ∂^+e^{Inf(kΓ)}

(x). (7)

Sledstvie 2.1. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 2.3.

Togda mera μ_Λ na mnoßestve U_Λ predstavima v vide

μ_Λ | | |_{UΛ} = ∑ Γ∈K_Λ μ_Λ | | |_{UΛ∩Γint} . (8) Zameqanie. Pri UΛ = R^Λ sootnoxenie (8) ØvlØetsØ usileni-

em sootnoxeniØ (6).

2.3. Koneqnomernye raspredeleniØ sluqaænogo polØ ηρ.

Oboznaqim qerez μ_Λ(ρ) koneqnomernoe raspredelenie sluqaænogo polØ η_ρ na Λ. Iz sootnoxeniØ (2) vytekaet, qto funkciØ g_{ρ,Λ} ØvlØetsØ invertirovannoæ funkcieæ raspredeleniØ mery μ_Λ(ρ).

Budem govorit~, qto podmnoßestvo Λ QUM H zamknuto otnositel~no rexetoqnyh pereseqeniæ, esli dlØ l¸byh fflementov a i b iz Λ v QUM H suwestvuet ih rexetoqnoe pereseqenie c = a∧b

102 L. B. BE`NENSON i ffto pereseqenie takße prinadleßit Λ (pri fftom ne obØzatel~- no, qtoby rexetoqnoe pereseqenie suwestvovalo dlØ vseh par fflementov mnoßestva H).

Pust~ teper~ Λ – zamknutoe otnositel~no rexetoqnyh pereseqeniæ podmnoßestvo QUM H, ρ – proizvol~naØ koneqnoadditivnaØ neotricatel~naØ mera na A_0( ^H), nepreryvnaØ snizu na L_0( ^H).

Opredelim dlØ l¸bogo qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva S i l¸bogo fflementa a iz S

B(S; a)^{df}= sup ( I_S (a)\{a} ) ; mnoßestvo B(S; a) nazovem bazoæ fflementa a v mnoßestve S.

DlØ l¸bogo a iz H opredelim otkrytoe podmnoßestvo W_{ρ,a} mnoßestva R kak mnoßestvo vseh toqek iz R, v kotoryh proizvodnaØ Q^′_{ρ,a} deæstvitel~noæ funkcii Q_{ρ,a} suwestvuet i nepreryvna.

DlØ l¸bogo koneqnogo podmnoßestva Λ mnoßestva H opredelim otkrytoe podmnoßestvo U_{ρ,Λ} evklidova prostranstva R^Λ, polagaØ

U_{ρ,Λ} = { x ∈ R^Λ : ∀a ∈ Λ x(a) ∈ ⋂ b∈I_Λ(a) W^{int}_{ρ,b} } , gde W^{int}_{ρ,b} – vnutrennost~ mnoßestva W_{ρ,b}.

Teorema 2.4. Pust~ ρ – proizvol~naØ neotricatel~naØ koneqno-

additivnaØ mera na algebre mnoßestv A_0( ^H), nepreryvnaØ snizu na L_0( ^H), takaØ, qto dlØ l¸bogo a iz H vypolnØetsØ sootnoxenie lim y→+∞ Q_{ρ,a}(y) = +∞. Togda dlØ l¸bogo koneqnogo podmnoßestva Λ mnoßestva H, zamknutogo otnositel~no rexetoqnyh pereseqeniæ, ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ:

(1) dlØ l¸bogo x iz M_Λ imeet mesto ravenstvo

g_{ρ,Λ}(x) = exp − ∑ a∈Λ ( Q_{ρ,a}(x(a)) + ∑ ∅≠A⊂B(Λ;a) (−1)^{|A|}Q_{ρ, ∧A}(x(a)) ) ,

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 103 gde ⋀ A = ⋀ a^′∈A a ′ – rexetoqnoe pereseqenie vseh fflementov iz A, a summa po pustomu mnoßestvu sqitaetsØ ravnoæ nul¸;

(2) dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ, ne prinadleßaweæ K_Λ, imeet mesto ravenstvo μ_Λ(ρ) | |_{Γint∩Uρ,Λ} = 0; (3) dlØ l¸boæ grani Γ iz K_Λ ograniqenie μ_Λ(ρ) | | Γ^{int}∩U_{ρ,Λ} mery

μ_Λ(ρ) na mnoßestvo Γ^{int} ∩ U_{ρ,Λ} ØvlØetsØ absol¸tno nepreryvnym na Γ^{int} ∩ U_{ρ,Λ} otnositel~no mery Lebega λ_{V (Γ)} na evklidovom prostranstve V (Γ), priqem dlØ l¸bogo x iz Γ^{int} ∩ U_{ρ,Λ} imeet mesto sootnoxenie

dμ_Λ(ρ) | | |_{Uρ,Λ∩Γint} dλ_{V (Γ)} (x) = q_Λ(Γ)g_{ρ,Λ}(x)× × ∏ a∈Inf(k_Γ) ( Q^′_{ρ,a}(x(a)) + ∑ ∅≠A⊂B(Λ;a) (−1)^{|A|}Q^′_{ρ, ∧A}(x(a)) ) . Primer 2.3.1. VernemsØ k primeru 2.1.1 iz p. 2.1.

PostroennaØ v fftom primere mera ρ udovletvorØet usloviØm kak teoremy 2.1, tak i teoremy 2.4.

Pust~ Λ = {a_1, . . . , a_n} – proizvol~noe koneqnoe podmnoßestvo

R_+; ne ograniqivaØ obwnosti budem sqitat~, qto a_1 < a_2 < . . . < a_n. Togda, poskol~ku dlØ l¸bogo i ot 2 do n B(Λ, a_i) = {a_{i−1}}, a B(Λ, a_1) = ∅, to, po teoreme 2.4, dlØ l¸bogo x iz R^Λ imeet mesto

ravenstvo

g_{ρ,Λ}(x) = exp ( −Q_{ρ,a1} (x(a_1)) − n∑ i=2 ( Q_{ρ,ai} (x(a_i)) − Q_{ρ,ai−1} (x(a_i)) ) ) . UqityvaØ ravenstvo (3), ots¸da poluqaem sledu¸wee sootnoxenie:

g_{ρ,Λ}(x) = exp ( −a_1x(a_1) − n∑ i=2 (a_i − a_{i−1})x(a_i) ) . 2.4. Vyqislenie harakteristik sluqaænogo polØ ηρ.

Pust~ H – ∧-polurexetka, to est~ dlØ vseh par fflementov a i b iz H suwestvuet ih rexetoqnoe pereseqenie a ∧ b. I pust~

104 L. B. BE`NENSON γ – proizvol~naØ neotricatel~naØ koneqno-additivnaØ mera na algebre A_0(H). Oboznaqim qerez F_γ (a) = γ ( I_H (a) ) funkci¸ raspredeleniØ mery γ na qastiqno uporØdoqennom mnoßestve H.

Pust~ R_+ = {x ∈ R, x > 0} – mnoßestvo vseh poloßitel~nyh qisel.

Oboznaqim qerez λ_+ = λ | | | R+ ograniqenie mery Lebega λ na

R_+.

Tak kak koneqnoporoßdennyæ ideal est~ ob¨edinenie koneqnogo qisla glavnyh idealov, to dlØ l¸bogo qastiqnouporØdoqennogo mnoßestva S algebra mnoßestv A_0(S) poroßdaetsØ mnoßestvom vseh glavnyh idealov v S.

No poskol~ku ^H = H × R, to l¸boæ glavnyæ ideal QUM ^H est~ dekartovo proizvedenie glavnyh idealov v H i R; ots¸da poluqaem, qto algebra mnoßestv A_0( ^H) est~ prØmoe proizvedenie algebr A_0(H) i A_0(R).

Opredelim meru ρ_0 na borelevskoæ σ-algebre B( ^H) kak prØmoe proizvedenie mery γ i mery λ_+ na B(R). Po opredeleni¸, dlØ l¸bogo fflementa a iz H funkciØ Q_{ρ0,a} moßet byt~ vyqislena sledu¸wim obrazom: Q_{ρ0 ,a}(y) = { y · F_γ (a), esli y > 0;

0 v protivnom sluqae. (9) Iz fftogo sootnoxeniØ poluqaem, qto Q_{ρ0 ,a}(y) = max{y, 0} · F_γ (a).

Ots¸da vytekaet, qto dlØ l¸bogo a iz H funkciØ Q_{ρ0,a} budet nepreryvna snizu, a znaqit, po teoreme 2.2 i mera ρ_0 budet nepreryvna snizu na L_0( ^H).

Togda, poskol~ku dlØ l¸bogo a iz H pri vozrastanii y funkciØ Q_{ρ0,a} stremitsØ k beskoneqnosti, to po teoreme 2.1 na σalgebre Σ^c( ^H) suwestvuet sluqaænoe pole η_{ρ0} , takoe, qto dlØ l¸bogo koneqnogo podmnoßestva Λ mnoßestva H i dlØ l¸bogo x iz M_Λ imeet mesto ravenstvo (2): P { η_{ρ0} (a) ≥ x(a) ∀a ∈ Λ } = g_{ρ0 ,Λ}(x).

Teorema 2.5. Pust~ γ – proizvol~naØ neotricatel~naØ koneqno-

additivnaØ mera na algebre A_0(H), λ_+ = λ | | R+ – ograniqenie mery

Lebega λ na R_+ i ρ_0 = γ × λ_+ – mera na B( ^H), ØvlØ¸waØsØ prØmym proizvedeniem mery γ i mery λ_+ na B(R).

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 105 Togda ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ:

(1) dlØ l¸bogo fflementa a iz H matematiqeskoe oßidanie i dispersiØ sluqaænoæ veliqiny η_{ρ0} (a) vyqislØ¸tsØ kak

Mη_{ρ0} (a) = 1 F_γ (a)

, (10)

Dη_{ρ0} (a) = 1 F_γ (a)^2

; (11)

(2) dlØ l¸byh nesovpada¸wih fflementov a i b iz H korrelØcionnaØ funkciØ K(a, b) sluqaænogo polØ η_{ρ0} daetsØ sootnoxeniem K(a, b) = F_γ (a ∧ b) F_γ (a) + F_γ (b) − F_γ (a ∧ b)

; (12)

(3) dlØ l¸bogo a iz H s veroØtnost~¸ edinica imeet mesto neravenstvo η_{ρ0} (a) > 0;

(4) dlØ l¸byh nesovpada¸wih fflementov a i b iz H veroØtnost~ vypolneniØ sootnoxeniØ η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) ≠ η_{ρ0} (a ∧ b) ravna nul¸;

(5) dlØ l¸byh nesovpada¸wih fflementov a i b iz H veroØtnost~ togo, qto imeet mesto ravenstvo η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) = η_{ρ0} (a ∧ b), vyqislØetsØ po formule P { η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) = η_{ρ0} (a ∧ b) } = F_γ (a ∧ b) F_γ (a) + F_γ (b) − F_γ (a ∧ b)

. (13)

Zameqanie. Iz principa vkl¸qeniØ i iskl¸qeniØ poluqaem,

qto pravaØ qast~ ravenstv (13) i (12) moßet byt~ vyqislena kak F_γ (a ∧ b) F_γ (a) + F_γ (b) − F_γ (a ∧ b) = γ ( I_H (a) ∩ I_H (b) ) γ ( I_H (a) ∪ I_H (b) ) . Dokazatel~stvo teoremy 2.5 dano niße v p. 6.

Primer 2.4.1. Pust~ H = R+, γ = λ+ – mera Lebega, ograni-

qennaØ na R_+, i ρ_0 = λ_+ × λ_+ – mera na ^H = R_+ × R.

Kak bylo pokazano vyxe, mera ρ_0 udovletvorØet usloviØm teoremy 2.1 i na σ-algebre Σ^c( ^H) suwestvuet sootvetstvu¸wee sluqaænoe pole η_{ρ0} .

106 L. B. BE`NENSON

Tak kak dlØ l¸byh a i b iz R_+ imeet mesto ravenstvo a ∧ b =

min{a, b}, to po teoreme 2.5 ime¸t mesto sledu¸wie utverßdeniØ

o koneqnomernyh raspredeleniØh sluqaænogo polØ η_{ρ0} :

(1) dlØ l¸byh nesovpada¸wih fflementov a i b iz H vero- Øtnost~ togo, qto imeet mesto ravenstvo η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b), vyqislØetsØ po formule P { η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) } = min{a, b} max{a, b} ; (2) dlØ l¸bogo fflementa a iz H matematiqeskoe oßidanie i dispersiØ sluqaænoæ veliqiny η_{ρ0} (a) ravny

Mη_{ρ0} (a) = 1 a , Dη_{ρ0} (a) = 1 a^2 ; (3) dlØ l¸byh nesovpada¸wih fflementov a i b iz H korrelØcionnaØ funkciØ K(a, b) sluqaænogo polØ η_{ρ0} ravna K(a, b) = min{a, b} max{a, b} . (14)

Iz svoæstv korrelØcionnoæ funkcii K(a, b) poluqaem, qto vyraßenie v pravoæ qasti ravenstva (14) ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ funkcieæ na R_+.

DlØ l¸bogo poloßitel~nogo h opredelim simmetriqnyæ poloßitel~no opredelennyæ operator K_h na mnoßestve L^2(0, h) vewestvennyh funkciæ, summiruemyh s kvadratom na intervale

(0, h), polagaØ ( K_hφ ) (y)^{df}= h∫ 0 K(x, y)φ(x)dx. Sobstvennymi znaqeniØmi operatora K_h budut qisla λ_n =^{8h}_{α2n} , gde α_n – n-æ poloßitel~nyæ koren~ funkcii BesselØ J_1(x), a sootvetstvu¸wie sobstvennye funkcii budut imet~ vid

φ_n(x) = J_2 (√ 8x λ_n ) .

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 107

2.5. Poloßitel~no opredelennye funkcii na qastiqno uporØdoqennyh mnoßestvah.

Primenim rezul~taty dannoæ stat~i dlØ nahoßdeniØ poloßitel~no opredelennyh funkciæ na qastiqno uporØdoqennyh mnoßestvah.

Teorema 2.6. Pust~ H – proizvol~noe qastiqno uporØdoqennoe

mnoßestvo.

Pust~ γ – proizvol~naØ neotricatel~naØ koneqno-additivnaØ mera na H, takaØ, qto dlØ l¸bogo a iz H opredelena i koneqna mera γ ( I_H (a) ) . Togda funkciØ K(a, b) na H, opredelØemaØ po formule K_γ (a, b) = γ ( I_H (a) ∩ I_H (b) ) γ ( I_H (a) ∪ I_H (b)

) , (15)

ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ na H.

Zameqanie. Poskol~ku korrelØcionnaØ funkciØ sluqaænogo

polØ vsegda poloßitel~no opredelena, to v sluqae, kogda H – ∧-polurexetka, teorema 2.6 neposredstvenno vytekaet iz utverßdeniØ 2 teoremy 2.5.

Privedem primery primeneniØ teoremy 2.6 dlØ neskol~kih harakternyh sluqaev qastiqno uporØdoqennyh mnoßestv.

Primer 2.5.1. Rassmotrim v kaqestve primera sluqaæ, kogda

H = N – mnoßestvo natural~nyh qisel s estestvennym po-

rØdkom. Togda dlØ l¸byh a i b iz N imeet mesto ravenstvo a ∧ b = min{a, b}. Opredelim koneqno-additivnu¸ meru γ na algebre mnoßestv

A_0(H), polagaØ γ(M ) = |M | dlØ l¸bogo M iz A_0(H).

Togda dlØ l¸bogo fflementa a iz N imeet mesto ravenstvo γ ( I_H (a) ) = a.

Takim obrazom, iz teoremy 2.6 poluqaem, qto funkciØ K(a, b) na N, opredelØemaØ po formule K(a, b) = min{a, b} max{a, b} , (16)

ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ.

108 L. B. BE`NENSON

Primer 2.5.2. Obobwim predyduwiæ primer. Rassmotrim te-

per~ sluqaæ, kogda H – proizvol~noe qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo, takoe, qto dlØ l¸bogo a iz H glavnyæ ideal I_H (a) soderßit koneqnoe qislo fflementov.

Opredelim koneqno-additivnu¸ meru γ na algebre mnoßestv

A_0(H), polagaØ γ(M ) = |M | dlØ l¸bogo M iz A_0(H).

Tak kak dlØ l¸bogo fflementa a iz H imeet mesto ravenstvo γ ( I_H (a) ) = | | |IH (a) | | |, to iz teoremy 2.6 poluqaem, qto funkciØ

K(a, b) na H, opredelØemaØ po formule

K(a, b) = | | |IH (a) ∩ IH (b) | | | | | |IH (a) ∪ IH (b) | | | , (17)

ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ.

Primer 2.5.3. Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda qastiqno upo-

rØdoqennoe mnoßestvo H est~ mnoßestvo vseh natural~nyh qisel N s porØdkom, opredelennym sledu¸wim obrazom: a ≤ b v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda qislo b delitsØ bez ostatka na a. V fftom sluqae dlØ l¸byh fflementov a i b fflement a ∧ b budet raven naibol~xemu obwemu delitel¸ qisel a i b.

Oboznaqim qerez τ (a) koliqestvo deliteleæ natural~nogo qisla a. Togda |I_H (a)| = τ (a).

Opredelim, kak i v predyduwem punkte, koneqno-additivnu¸ meru γ na algebre mnoßestv A_0(H), polagaØ γ(M ) = |M | dlØ l¸- bogo M iz A_0(H).

Togda dlØ l¸bogo fflementa a iz N imeet mesto ravenstvo γ ( I_H (a) ) = | | |IH (a) | | | = τ (a). Pust~ τ (a, b) = τ (a ∧ b) – koliqestvo obwih deliteleæ qisel a i b. Togda iz teoremy 2.6 poluqaem, qto funkciØ K(a, b) na N, opredelØemaØ po formule K(a, b) = τ (a, b) τ (a) + τ (b) − τ (a, b) , (18)

ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 109

Primer 2.5.4. Pust~ T – proizvol~noe kornevoe derevo, i pust~

verxina o – koren~ dereva T .

Opredelim na verxinah dereva T porØdok, polagaØ, qto sootnoxenie a < b vypolnØetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda verxina a leßit na minimal~nom puti, soedinØ¸wem verxinu b s kornem o dereva T . Togda dlØ l¸boæ verxiny a glavnyæ ideal

I_T (a) est~ minimal~nyæ put~, soedinØ¸wiæ a s kornem o, i dlØ

l¸byh verxin a i b verxina a ∧ b est~ maksimal~no udalennaØ ot kornØ o verxina, men~xaØ odnovremenno a i b.

Kak i v predyduwih primerah, opredelim koneqno-additiv-nu¸ meru γ na algebre mnoßestv A_0(H), polagaØ γ(M ) = |M | dlØ l¸bogo M iz A_0(H). Togda dlØ l¸boæ verxiny a dereva T imeet mesto ravenstvo γ ( I_T (a) ) = | | |IT (a) | | | = l(a) + 1, gde l(a) – vysota

fflementa a otnositel~no kornØ o (pri fftom my polagaem, qto

l(o) = 0 ).

Togda iz teoremy 2.6 poluqaem, qto funkciØ K(a, b) na N, opredelØemaØ po formule K(a, b) = l(a ∧ b) + 1 l(a) + l(b) + 1 − l(a ∧ b) , (19)

ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ.

Primer 2.5.5. Obobwim predyduwiæ primer. Pust~ G – pro-

izvol~nyæ neorientirovannyæ graf bez petel~, V_G – mnoßestvo ego verxin, E_G – mnoßestvo ego reber, i kaßdomu rebru e iz E_G pripisan nekotoryæ ves w(e) ≥ 0.

Vydelim iz vseh verxin grafa G nekotoru¸ verxinu o; budem nazyvat~ verxinu o kornem.

DlØ l¸bogo puti v grafe G opredelim ego ves kak summu vesov reber, vhodØwih v fftot put~. Put~, soedinØ¸wiæ dve verxiny, nazovem minimal~nym, esli ne suwestvuet puti, kotoryæ by soedinØl ffti verxiny i imel men~xiæ summarnyæ ves (oqevidno, moßet suwestvovat~ neskol~ko razliqnyh minimal~nyh puteæ, soedinØ¸wih odni i te ße verxiny).

Opredelim porØdok na mnoßestve verxin V_G, polagaØ, qto sootnoxenie a < b vypolnØetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda suwestvuet hotØ by odin minimal~nyæ put~, soedinØ¸wiæ verxinu b s kornem o, kotoryæ prohodit qerez verxinu a.

DlØ l¸bogo podmnoßestva M mnoßestva verxin V_G oboznaqim qerez ϕ(M ) summarnyæ ves vseh reber, oba konca kotoryh

110 L. B. BE`NENSON prinadleßat M . Legko zametit~, qto ϕ(M ) ne ØvlØetsØ meroæ na V_G, poskol~ku dlØ l¸boæ verxiny a imeet mesto ravenstvo ϕ({a}) = 0. Pokaßem, qto funkciØ K(a, b) na V_G, zadavaemaØ sootnoxeniem K(a, b) = ϕ ( I_G(a) ∩ I_G(b) ) ϕ ( I_G(a) ∪ I_G(b) ) , (20)

ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ na V_G.

Budem govorit~, qto rebro e vyhodit iz verxiny a, esli ono soedinØet verxinu a s nekotoroæ verxinoæ, men~xeæ a. Opredelim ves w(a) proizvol~noæ verxiny a iz V_G kak summu vseh vesov reber, vyhodØwih iz a.

Opredelim meru γ na V_G, polagaØ γ(M ) = ∑ a∈M w(a) dlØ l¸bogo

podmnoßestva M mnoßestva V_G.

Po opredeleni¸, dlØ l¸boæ verxiny a^′ iz ideala I_G(a) i dlØ l¸bogo rebra e, vyhodØwego iz a^′, rebro e budet soedinØt~ verxiny iz I_G(a). Ots¸da poluqaem, qto dlØ l¸bogo a iz V_G mera γ glavnogo ideala I_G(a) ravna summarnomu vesu vseh reber, oba konca kotoryh prinadleßat I_G(a), a znaqit, imeet mesto ravenstvo γ ( I_G(a) ) = ϕ ( I_G(a) ) . Togda iz teoremy 2.6 poluqaem, qto funkciØ K(a, b) na V_G, opredelØemaØ po formule (20), ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ.

Primer 2.5.6. Rassmotrim teper~ v kaqestve primera sluqaæ,

kogda H = R^n_+ – dekartova stepen~ uporØdoqennogo mnoßestva

R_+, a γ – mera Lebega na evklidovom prostranstve R^n, ograni-

qennaØ na podmnoßestvo R^n_+.

Togda dlØ l¸bogo fflementa a = (a_1, . . . , a_n) iz H imeet mesto ravenstvo γ ( I_H (a) ) = γ ( I_H (a) ) = a_1a_2 · . . . · a_n.

Poskol~ku dlØ l¸byh fflementov a = (a_1, . . . , a_n) i b =

(b_1, . . . , b_n) iz H neravenstvo a ≤ b imeet mesto v tom i tol~-

ko v tom sluqae, kogda a_i ≤ b_i dlØ vseh i = 1, . . . , n, to fflement

a ∧ b opredelØetsØ sootnoxeniem a ∧ b = ( min{a_1, b_1}, min{a_2, b_2}, . . . , min{a_n, b_n} ) .

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 111 Togda iz teoremy 2.6 poluqaem, qto funkciØ K(a, b) na R^n_+, opredelØemaØ po formule

K(a, b) = n∏ i=1 min{a_i, b_i} n∏ i=1 a_i +^n ∏ i=1 b_i −^n ∏ i=1 min{a_i, b_i} , (21)

ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ.

3. Dokazatel~stvo teoremy 2.1 Pust~ R = R ∪ {+∞} ∪ {−∞}. DlØ l¸bogo qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva S oboznaqim qerez M_S mnoßestvo vseh monotonno nevozrasta¸wih funkciæ na S so znaqeniØmi v R.

DlØ l¸bogo ideala J iz L( ^H) opredelim funkci¸ ΔJ : H → R, polagaØ dlØ l¸bogo a iz H

ΔJ(a) = sup ( {y ∈ R : (a, y) ∈ J^c ⊂ ^H} ∪ {−∞} ) . Oqevidno, qto mnoßestvo par { (a, ΔJ(a)), a ∈ H } ØvlØet-

sØ graniceæ zamknutogo ideala J^c v topologii ^H, a fflement

(a, y) budet prinadleßat~ J^c v tom i tol~ko v tom sluqae, ko-

gda ΔJ(a) ≥ y.

Krome togo, iz opredeleniØ porØdka na ^H sleduet, qto vse funkcii vida ΔJ budut monotonno nevozrasta¸wimi.

Ots¸da poluqaem, qto otobraßenie Δ zadaet vzaimno odnoznaqnoe sootvetstvie mnoßestva vseh zamknutyh idealov L^c( ^H) i mnoßestva M_H .

DlØ l¸boæ koneqno-additivnoæ neotricatel~noæ (vozmoßno, neograniqennoæ) mery ρ na A_0( ^H) opredelim neotricatel~nu¸ funkci¸ ρ na L( ^H), polagaØ dlØ l¸bogo ideala J iz L( ^H)

ρ(J) = sup

J^′ ∈L( bH)∩A_0 ( bH) J^′⊂J ρ ( J^′ ) . (22)

Tem samym my doopredelØem ρ na vse idealy QUM ^H. Po opredeleni¸, dlØ l¸bogo J iz L( ^H) ∩ A_0( ^H) imeet mesto ravenstvo ρ(J) = ρ ( J ) .

112 L. B. BE`NENSON

Oboznaqim qerez Σ^c( ^H) σ-algebru na mnoßestve vseh zamknutyh idealov QUM L^c( ^H), poroßdennu¸ mnoßestvom L^∗(L^c( ^H)) vseh koneqnoporoßdennyh fil~trov QUM L^c( ^H).

Pust~ Π_{bH} – sistema vseh podmnoßestv P mnoßestva ^H, predstavimyh v vide

P = J_0\ l⋃ i=1 J_i, gde l – nekotoroe natural~noe qislo i J_0, J_1, . . . , J_l – idealy iz L( ^H). Lemma 3.1. Pust~ S – proizvol~noe mnoßestvo, L – nekotoraØ

sistema podmnoßestv S, soderßawaØ pustoe mnoßestvo i zamknutaØ otnositel~no pereseqeniæ.

Pust~ Π(L) – sistema vseh podmnoßestv P mnoßestva S, predstavimyh v vide

P = J_0\ l⋃ i=1 J_i, gde l – nekotoroe natural~noe qislo i J_0, J_1, . . . , J_l —mnoßestva iz L.

Togda Π(L) est~ polukol~co mnoßestv, soderßawee L.

Dokazatel~stvo. 1. Poskol~ku pustoe mnoßestvo prinadleßit

L, to dlØ l¸bogo J iz L mnoßestvo J = J\∅ prinadleßit Π(L), a znaqit, Π(L) soderßit L.

Po opredeleni¸, sistema mnoßestv Π(L) ØvlØetsØ polukol~- com v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ona zamknuta otnositel~no obrazovaniØ pereseqeniæ i dlØ l¸byh dvuh mnoßestv P^′ i P^{′′} iz Π(L) raznost~ P^′\P^{′′} moßno predstavit~ kak ob¨edinenie poparno nepereseka¸wihsØ mnoßestv iz Π(L).

Pust~ P^′ i P^{′′} – proizvol~nye mnoßestva iz Π(L),

P^′ = J^′_0\ l^′⋃

i=1 J^′_i , P^{′′} = J^{′′}_0 \ l^{′′}⋃

j=1 J^{′′}_j . (23)

Dokaßem snaqala, qto Π(L) zamknuta otnositel~no obrazovaniØ pereseqeniæ.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 113 Iz formuly (23) poluqaem, qto imeet mesto sledu¸wee ravenstvo:

P^′ ∩ P^{′′} = (J^′_0 ∩ J^{′′}_0 )\ (^{l′}⋃ i=1 J^′_i ∪ l^{′′}⋃

j=1 J^{′′}_j ) . Togda, poskol~ku mnoßestvo L zamknuto otnositel~no operacii pereseqeniØ, to mnoßestvo P^′ ∩ P^{′′} prinadleßit Π(L).

V silu proizvol~nosti mnoßestv P^′ i P^{′′} ots¸da poluqaem, qto Π(L) zamknuto otnositel~no operacii pereseqeniØ.

2. Dokaßem teper~, qto raznost~ P^′\P^{′′} moßno predstavit~ kak ob¨edinenie poparno nepereseka¸wihsØ mnoßestv iz Π(L).

Tak kak L zamknuto otnositel~no pereseqeniæ, to ne ograniqivaØ obwnosti moßem sqitat~, qto mnoßestva J^{′′}_1 , . . . , J^{′′}_l′′ soderßatsØ v J^{′′}_0 .

Pust~ T = {1, . . . , l^{′′}}. DlØ l¸bogo nepustogo podmnoßestva X mnoßestva T opredelim mnoßestvo D_X iz Π(L), polagaØ

D_X = ⋂ k∈X J^{′′}_k \ ⋃ q∈T \X J^{′′}_q . Opredelim takße podmnoßestvo P^∗ mnoßestva S, polagaØ

P^∗ = (P^′\J^{′′}_0 ) ∪ ⋃ ∅≠X⊂T (P^′ ∩ D_X ).

Pokaßem, qto P^∗ – ob¨edinenie koneqnogo qisla poparno nepereseka¸whsØ mnoßestv iz Π(L).

Deæstvitel~no, po opredeleni¸, dlØ l¸byh nesovpada¸wih podmnoßestv X i Y mnoßestva T imeet mesto ravenstvo D_X ∩

D_Y = ∅, i, poskol~ku mnoßestva J^{′′}_1 , . . . , J^{′′}_l′′ soderßatsØ v J^{′′}_0 , to

mnoßestvo D_X takße ne peresekaetsØ s mnoßestvom P^′\J^{′′}_0 .

Tak kak sistema mnoßestv Π(L) zamknuta otnositel~no operacii pereseqeniØ, to dlØ l¸bogo podmnoßestva X mnoßestva T mnoßestvo P^′ ∩ D_X prinadleßit Π(L). Krome togo, mnoßestvo

P^′\J^{′′}_0 = J^′_0\ (_l^′⋃ i=1 J^′_i ∪ J^{′′}_0 ) prinadleßit Π(L) po opredeleni¸.

Ots¸da poluqaem, qto mnoßestvo P^∗ ØvlØetsØ ob¨edineniem koneqnogo qisla poparno nepereseka¸wihsØ mnoßestv iz Π(L).

Dokaßem, qto P^′\P^{′′} sovpadaet s P^∗.

Pust~ a – proizvol~nyæ fflement iz P^{′′}. Togda iz sootnoxeniØ (23) sleduet, qto fflement a prinadleßit J^{′′}_0 i ne prinadleßit ni odnomu iz mnoßestv J^{′′}_j , j = 1, . . . , l^{′′}.

114 L. B. BE`NENSON

Ots¸da vytekaet, qto fflement a ne prinadleßit mnoßestvu

P^′\J^{′′}_0 i ne prinadleßit ni odnomu iz mnoßestv D_X , X ⊂ T ,

a znaqit, mnoßestvo P^{′′} ne peresekaetsØ s mnoßestvom P^∗. Tak kak P^∗ soderßitsØ v P^′, to ots¸da poluqaem, qto mnoßestvo P^∗ soderßitsØ v P^′\P^{′′}.

Pust~ teper~ a – proizvol~nyæ fflement iz P^′\P^{′′}. Togda iz sootnoxeniØ (23) sleduet, qto ili a ne prinadleßit mnoßestvu

J^{′′}_0 , ili a prinadleßit odnomu iz mnoßestv J^{′′}_j , j = 1, . . . , l^{′′}.

Esli a ne prinadleßit mnoßestvu J^{′′}_0 , to ono prinadleßit

P^′\J^{′′}_0 , a znaqit, ono prinadleßit i mnoßestvu P^∗.

Esli ße a prinadleßit mnoßestvu J^{′′}_0 , to, opredeliv podmnoßestvo X(a) mnoßestva T kak X(a) = {i ∈ T : J^{′′}_i ∋ a}, poluqaem, qto a prinadleßit vsem mnoßestvam J^{′′}_j , j ∈ X(a), i ne prinadleßit ni odnomu iz mnoßestv J^{′′}_j , j ∈ T \X(a). Tak kak mnoßestvo X(a) budet ne pusto, to fflement a prinadleßit mnoßestvu

P^′ ∩ D_{X(a)}, a znaqit, on prinadleßit i mnoßestvu P^∗.

Ots¸da poluqaem, qto mnoßestvo P^′\P^{′′} soderßitsØ v P^∗. Takim obrazom, my dokazali, qto mnoßestvo P^′\P^{′′} moßno predstavit~ v vide ob¨edineniØ koneqnogo qisla nepereseka¸- wihsØ mnoßestv iz Π(L).

V silu proizvol~nosti mnoßestv P^′ i P^{′′} iz Π(L) poluqaem, qto Π(L) est~ polukol~co mnoßestv.

Lemma dokazana.

Lemma 3.2. Pust~ ρ – proizvol~naØ neotricatel~naØ koneqno-

additivnaØ mera na A_0( ^H), nepreryvnaØ snizu na L_0( ^H).

Togda suwestvuet neotricatel~naØ koneqno-additivnaØ mera ^ρ na A( ^H), nepreryvnaØ snizu na L( ^H), takaØ, qto dlØ l¸bogo J iz L( ^H) vypolnØetsØ sootnoxenie ^ρ(J) = ρ(J).

Dokazatel~stvo.

1. Poskol~ku po lemme 3.1 Π_{bH} est~ polukol~co mnoßestv, soderßawee L( ^H), A( ^H) est~ minimal~naØ algebra mnoßestv, soderßawaØ L( ^H), i A( ^H) oqevidno soderßit Π_{bH} , to, qtoby postroit~ iskomu¸ meru ^ρ, opredelim ee snaqala na polukol~ce

Π b_H , a zatem prodolßim na vs¸ algebru A( ^H).

Opredelim meru ^ρ na Π_{bH} sledu¸wim obrazom:

α) dlØ l¸bogo J iz L( ^H) opredelim ^ρ(J) tak, qtoby vypol-

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 115 nØlos~ uslovie dannoæ lemmy, to est~ poloßim

^ρ(J)^{df}= ρ(J) = sup

J^′ ∈L( bH)∩A_0( bH) J^′⊂J ρ ( J^′ ) ; (24)

β) dlØ l¸bogo P iz Π_{bH} , esli P = J_0\^l ⋃ i=1 J_i, to opredelim

^ρ(P ), polagaØ ^ρ(P ) = ∑ A⊂{1,... , l} (−1)^{|A|} ^ρ ( J_0 ∩ ⋃ i∈A J_i ) ; (25)

poskol~ku mnoßestvo L( ^H) zamknuto otnositel~no operacii ob¨edineniØ koneqnogo qisla idealov, to znaqenie summy v pravoæ qasti dannogo ravenstva moßet byt~ opredeleno iz sootnoxeniØ (24).

Tak kak ravenstvo (25) soglasuetsØ s principom vkl¸qeniØ i iskl¸qeniØ, to iz opredeleniØ polukol~ca mnoßestv Π_{bH} sleduet, qto znaqenie mery ^ρ(P ) opredelØetsØ odnoznaqno, a mera ^ρ koneqno-additivna na Π_{bH} .

2. Dokaßem, qto mera ^ρ neotricatel~na na Π_{bH} .

Pust~ P = J_0\^l ⋃ i=1 J_i – proizvol~nyæ fflement iz Π b_H , ε – proiz-

vol~noe poloßitel~noe qislo.

Iz sootnoxeniØ (24) sleduet, qto suwestvu¸t takie J^′_0,

J^′_1, . . . , J^′_l iz L( ^H) ∩ A_0( ^H), qto dlØ l¸bogo i ot 0 do l ideal J^′_i

soderßitsØ v J_i i |^ρ(J_i) − ρ(J^′_i )| < ε.

Pust~ D_i = J_i\J^′_i . Po opredeleni¸, ^ρ(J^′_i ) = ρ(J^′_i ), a znaqit, vypolnØetsØ sootnoxenie |^ρ(D_i)| = |^ρ(J_i) − ^ρ(J^′_i )| < ε. Togda iz koneqnoæ additivnosti mery ^ρ poluqaem, qto dlØ l¸bogo podmnoßestva A mnoßestva {1, . . . , l} imeet mesto neravenstvo | | | | ^ρ ( J_0 ∩ ⋃ i∈A J_i ) − ρ ( J^′_0 ∩ ⋃ i∈A J^′_i ) | | | | ≤ l∑ i=0 |^ρ(D_i)| < 2^{l+1}ε.

116 L. B. BE`NENSON

UqityvaØ ravenstvo (25), poluqaem | | |^ρ(P ) − ∑ A⊂{1,... , l} (−1)^{|A|}ρ ( J^′_0 ∩ ⋃ i∈A J^′_i )| | < < ε · ∑ A⊂{1,... , l} 2^{l+1} = ε · 2^{2l+1}. (26)

Pust~ P^′ = J^′_0\^l ⋃ i=1 J^′_i . Togda iz principa vkl¸qeniØ i iskl¸-

qeniØ sleduet, qto

ρ(P^′) = ∑ A⊂{1,... , l} (−1)^{|A|}ρ ( J^′_0 ∩ ⋃ i∈A J^′_i ) . V silu proizvol~nosti ε > 0 iz sootnoxeniØ (26) poluqaem, qto ^ρ(P ) i ρ(P^′) ime¸t odinakovyæ znak. S drugoæ storony, poskol~ku mera ρ na algebre A_0( ^H) neotricatel~na, to ρ(P^′) ≥ 0.

Znaqit, opredelennaØ vyxe mera ^ρ est~ neotricatel~naØ koneqno-additivnaØ mera na Π_{bH} .

Tak kak po lemme 3.1 Π_{bH} est~ polukol~co mnoßestv, soderßawee L( ^H), a A( ^H) est~ minimal~naØ algebra mnoßestv, soderßawaØ L( ^H), to meru ^ρ moßno prodolßit~ s polukol~ca Π_{bH} na algebru A( ^H).

Takim obrazom, my dokazali, qto suwestvuet neotricatel~naØ koneqno-additivnaØ mera ^ρ na A( ^H), udovletvorØ¸waØ sootnoxeni¸ ^ρ(J) = ρ(J) dlØ l¸bogo ideala J iz L( ^H).

3. Dokaßem teper~, qto mera ^ρ nepreryvna snizu na L( ^H). DlØ fftogo dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo ideala J iz

L( ^H) imeet mesto ravenstvo

^ρ(J) = sup

J^′ ∈L_0( bH) J^′⊂J^{int} ^ρ(J^′).

No poskol~ku dlØ l¸bogo ideala J^′ iz L_0( ^H) imeet mesto ravenstvo ^ρ(J^′) = ρ(J^′), to dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo ideala J iz L( ^H) imeet mesto ravenstvo

^ρ(J) = sup

J^′ ∈L_0( bH) J^′⊂J^{int} ρ(J^′). (27)

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 117 Pust~ J – proizvol~nyæ ideal iz L( ^H).

Tak kak mera ρ nepreryvna snizu na algebre mnoßestv A_0( ^H), to iz ravenstva (24) vytekaet sledu¸wee sootnoxenie:

^ρ(J) = sup

J_1∈L( bH)∩A_0( bH) J_1⊂J ρ ( J_1 ) = sup

J_1 ∈L( bH)∩A_0 ( bH) J_1 ⊂J sup J_2 ∈L_0( bH) J_2 ⊂J^{int}_1 ρ(J_2). (28)

Tak kak dlØ l¸bogo ideala J_1 iz sootnoxeniØ J_1 ⊂ J sleduet

J^{int}_1 ⊂ J^{int}, to dlØ l¸bogo J_1 iz L( ^H) ∩ A_0( ^H) i l¸bogo J_2 iz L_0( ^H) iz sootnoxeniæ J_1 ⊂ J i J_2 ⊂ J^{int}_1 sleduet sootnoxenie J_2 ⊂ J^{int}.

S drugoæ storony, dlØ l¸bogo koneqnogo mnoßestva {(a_i, y_i),

i = 1, . . . , n} fflementov ^H koneqnoporoßdennyæ ideal^n ⋃ i=1 I b_H (a_i, y_i)

soderßitsØ v mnoßestve J^{int} v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda vse fflementy (a_i, y_i) prinadleßat otkrytomu mnoßestvu

J^{int}. Togda, po opredeleni¸ topologii na ^H, esli ideal J_2 = n⋃ i=1 I b_H (a_i, y_i) soderßitsØ v J^{int}, to dlØ nekotorogo malogo ε > 0

ideal J_1 =^n ⋃ i=1 I b_H (a_i, y_i + ε) takße soderßitsØ v J^{int}.

Poskol~ku l¸boæ koneqnoporoßdennyæ ideal iz L_0( ^H) ØvlØetsØ ob¨edineniem glavnyh idealov, to ots¸da poluqaem, qto mnoßestvo vseh idealov J_2 iz L_0( ^H), udovletvorØ¸wih sootnoxeni¸ J_2 ⊂ J^{int}, sovpadaet s mnoßestvom vseh idealov J_2 iz

L_0( ^H), dlØ kotoryh suwestvuet takoe J_1 iz L( ^H) ∩ A_0( ^H), qto J_1 ⊂ J i J_2 ⊂ J^{int}_1 .

Togda pravye qasti ravenstv (28) i (27) sovpada¸t, a znaqit, sootnoxenie (27) vypolnØetsØ dlØ ideala J.

V silu proizvol~nosti J iz L( ^H), ots¸da poluqaem, qto mera ^ρ nepreryvna snizu na L( ^H).

Takim obrazom, my dokazali, qto suwestvuet neotricatel~naØ koneqno-additivnaØ mera ^ρ na A( ^H), nepreryvnaØ snizu na L( ^H) i udovletvorØ¸waØ sootnoxeni¸ ^ρ(J) = ρ(J) dlØ l¸bogo ideala J iz L( ^H). Lemma dokazana.

Lemma 3.3. Pust~ ρ – proizvol~naØ neotricatel~naØ koneqno-

additivnaØ mera na algebre mnoßestv A_0( ^H), nepreryvnaØ snizu

118 L. B. BE`NENSON na L_0( ^H).

Togda suwestvuet σ-additivnaØ veroØtnostnaØ mera μ(ρ) na σ-algebre Σ^c( ^H), takaØ, qto dlØ l¸bogo J iz L^c( ^H) imeet mesto sootnoxenie μ(ρ) { J^′ ∈ L^c( ^H) : J^′ ⊃ J } = exp ( −ρ(J) ) . (29)

Dokazatel~stvo. Poskol~ku mera ρ ØvlØetsØ neotricatel~noæ

koneqno-additivnoæ meroæ na A_0( ^H), nepreryvnoæ snizu na

L_0( ^H), to po lemme 3.2 suwestvuet neotricatel~naØ koneqno-

additivnaØ mera ^ρ na algebre mnoßestv A( ^H), nepreryvnaØ snizu na L( ^H) i udovletvorØ¸waØ sootnoxeni¸ ^ρ(J) = ρ(J) dlØ l¸bogo J iz L( ^H).

Togda po sledstvi¸ iz teoremy 4.1 raboty [1] suwestvuet σadditivnaØ veroØtnostnaØ mera μ^0 na σ-algebre Σ^0, poroßdennoæ mnoßestvom L^∗(L( ^H)) vseh koneqnoporoßdennyh fil~trov QUM

L( ^H), takaØ, qto dlØ l¸bogo J iz L( ^H) imeet mesto sootnoxenie

μ^0 ( F_{L(} b_{H)}(J) ) = exp ( −^ρ(J) ) . Iz opredeleniØ topologii na ^H sleduet, qto zamykanie l¸- bogo ideala QUM ^H est~ ideal v ^H, i dlØ l¸bogo J iz L( ^H) mnoßestvo vseh idealov, zamykanie kotoryh soderßit J, sovpadaet s glavnym fil~trom F_{L( bH)}(J^{int}). Krome togo, poskol~ku dlØ l¸bogo ideala J iz L( ^H) vypolneno sootnoxenie J^{int} = (J^c)^{int}, to iz nepreryvnosti snizu mery ρ na L( ^H) vytekaet, qto dlØ l¸bogo ideala J iz L( ^H) imeet mesto ravenstvo ρ(J^c) = ρ(J).

Togda po teoreme 6.1 raboty [1] suwestvuet mera μ(ρ) na σalgebre Σ^c( ^H), takaØ, qto dlØ l¸bogo zamknutogo ideala J iz

L^c( ^H) vypolnØetsØ sootnoxenie μ(ρ) ( F_{Lc(} b_{H)}(J) ) = μ^0 ( F_{L(} b_{H)}(J) ) = exp ( −^ρ(J) ) . (30)

Poskol~ku dlØ l¸bogo J iz L( ^H) imeet mesto ravenstvo ^ρ(J) =

ρ(J), to pravye qasti ravenstv (30) i (29) sovpada¸t.

Ots¸da poluqaem, qto mera μ(ρ) – iskomaØ. Lemma dokazana.

Teper~ my moßem zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy 2.1.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 119 1. Poskol~ku mera ρ est~ neotricatel~naØ koneqno-addi-tivnaØ mera na algebre mnoßestv A_0( ^H), nepreryvnaØ snizu na L_0( ^H), to po lemme 3.3 na σ-algebre Σ^c( ^H) suwestvuet σadditivnaØ veroØtnostnaØ mera μ(ρ), takaØ, qto dlØ l¸bogo J iz L^c( ^H) imeet mesto sootnoxenie μ(ρ) { J^′ ∈ L^c( ^H) : J^′ ⊃ J } = exp ( −ρ(J) ) . Opredelim funkci¸ f : L^c( ^H) × H → R, polagaØ dlØ l¸bogo ideala J iz L^c( ^H) i dlØ l¸bogo a iz H f(a, J)^{df}= ΔJ (a). Pust~ a – proizvol~nyæ fflement iz H. Po opredeleni¸, dlØ l¸bogo ideala J iz L^c( ^H) i l¸bogo deæstvitel~nogo qisla y neravenstvo ΔJ(a) ≥ y vypolnØetsØ togda i tol~ko togda, kogda fflement (a, y) prinadleßit idealu J, a ffto vozmoßno v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda J soderßit ideal I_{bH} (a, y), poroßdennyæ fflementom (a, y) iz ^H. Ots¸da poluqaem, qto imeet mesto sootnoxenie { J ∈ L^c( ^H) : f(a, J) ≥ y } = { J ∈ L^c( ^H) : J ⊃ I b_H (a, y) } = = F_{Lc(} b_{H)} ( I b_H (a, y) ) . (31)

Pust~ B(R) – minimal~naØ σ-algebra na R, soderßawaØ borelevsku¸ σ-algebru B(R) i odnofflementnye mnoßestva {+∞} i {−∞}. Togda, poskol~ku σ-algebra Σ^c( ^H) poroßdena glavnymi fil~- trami qastiqno uporØdoqennogo mnoßestva L^c( ^H), to iz sootnoxeniØ (31) vytekaet, qto otobraßenie f(a, ·) : L^c( ^H) → R ØvlØetsØ ( Σ^c( ^H), B(R) ) -izmerimym.

Togda, ispol~zuØ veroØtnostnoe prostranstvo ( L^c( ^H), Σ^c( ^H), μ(ρ) ) , my moßem postroit~ sluqaænoe pole η_ρ na H, polagaØ, qto dlØ l¸bogo ω iz L^c( ^H) i dlØ l¸bogo a iz H znaqenie η_ρ(a, ω) sluqaænogo polØ η_ρ v toqke a pri fflementarnom ishode ω zadaetsØ

120 L. B. BE`NENSON formuloæ η_ρ(a, ω)^{df}= { f(a, ω), esli f(a, ω) ≠ ±∞; 0 v protivnom sluqae.

2. Pust~ a – proizvol~nyæ fflement iz H. Dokaßem, qto poqti dlØ vseh ω iz L^c( ^H) imeet mesto ravenstvo η_ρ(a, ω) = f(a, ω).

Po opredeleni¸ η_ρ, dlØ fftogo dostatoqno dokazat~ sootnoxe- nie μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : f(a, ω) = ±∞ } = 0. (32)

Kak bylo pokazano vyxe, dlØ l¸bogo y iz R i l¸bogo zamknutogo ideala J iz L^c( ^H) neravenstvo ΔJ(a) ≥ y vypolnØetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda glavnyæ ideal I_{bH} (a, y), poroßdennyæ fflementom (a, y) iz ^H, soderßitsØ v J.

Togda dlØ l¸bogo deæstvitel~nogo y ime¸t mesto ravenstva μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : f(a, ω) = +∞ } ≤ μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : f(a, ω) ≥ y } = = μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : ω ⊃ I b_H (a, y) } = = exp ( −ρ(I b_H (a, y)) ) = exp ( −Q_{ρ,a}(y) ) , μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : f(a, ω) = −∞ } ≤ ≤ 1 − μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : f(a, ω) ≥ y } = = 1 − μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : ω ⊃ I b_H (a, y) } = = 1 − exp ( −ρ(I b_H (a, y)) ) = 1 − exp ( −Q_{ρ,a}(y) ) . V silu proizvol~nosti y iz R ime¸t mesto neravenstva μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : f(a, ω) = +∞ } ≤ lim_{y→+∞} exp ( −Q_{ρ,a}(y) ) , μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : f(a, ω) = −∞ } ≤ 1 − lim_{y→−∞} exp ( −Q_{ρ,a}(y) ) . Poskol~ku po opredeleni¸ funkcii Q_{ρ,a}(y) imeet mesto ravenstvo lim_{y→−∞} Q_{ρ,a}(y) = 0, a po uslovi¸ imeet mesto ravenstvo

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 121 lim y→+∞ Q ρ,a(y) = +∞, to vypolnØetsØ sootnoxenie (32), a zna-

qit, poqti dlØ vseh ω iz L^c( ^H) imeet mesto ravenstvo η_ρ(a, ω) = f(a, ω). 3. Dokaßem teper~, qto sluqaænoe pole η_ρ – iskomoe. Pust~ Λ – proizvol~noe koneqnoe podmnoßestvo H, x – proizvol~naØ funkciØ iz R^Λ.

Kak bylo pokazano ranee, dlØ l¸bogo zamknutogo ideala J iz

L^c( ^H) neravenstvo ΔJ(a) ≥ x(a) budet imet~ mesto dlØ vseh a

iz Λ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda ideal J soderßit vse idealy I_{bH} (a, x(a)), a ∈ Λ.

Poskol~ku poqti dlØ vseh ω iz L^c( ^H) imeet mesto ravenstvo

η_ρ(a, ω) = f(a, ω), to, uqityvaØ opredelenie ideala Y_Λx, poluqa-

em sledu¸wee ravenstvo: P { η_ρ(a) ≥ x(a) ∀a ∈ Λ } = μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : f(a, ω) ≥ x(a) ∀a ∈ Λ } = = μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : ω ⊃ I b_H (a, x(a)) ∀a ∈ Λ } = = μ(ρ) { ω ∈ L^c( ^H) : ω ⊃ Y_Λx } = = exp ( −ρ(Y_Λx) ) . A poskol~ku mnoßestvo Y_Λx ØvlØetsØ koneqnoporoßdennym idealom, to ono prinadleßit i A_0( ^H), i L( ^H), a znaqit, ρ(Y_Λx) =

ρ(Y_Λx). Togda vyraßenie v pravoæ qasti dannogo ravenstva so-

vpadaet s g_{ρ,Λ}(x).

Takim obrazom, my dokazali, qto dlØ sluqaænogo polØ η_ρ vypolnØetsØ sootnoxenie (2).

Teorema 2.1 dokazana.

4. Dokazatel~stvo teoremy 2.2

Pust~ J – proizvol~nyæ koneqnoporoßdennyæ ideal iz L_0( ^H). Togda suwestvu¸t takie fflementy (a_1, h_1), . . . , (a_n, h_n) iz ^H, qto imeet mesto ravenstvo J = n⋃ i=1 I b_H (a_i, h_i).

122 L. B. BE`NENSON

DlØ l¸bogo ε > 0 opredelim koneqnoporoßdennyæ ideal J_ε, polagaØ

J_ε = n⋃ i=1 I b_H (a_i, h_i − ε). Poskol~ku H ØvlØetsØ ∧-polurexetkoæ, to dlØ l¸bogo podmnoßestva M mnoßestva {1, . . . , n} suwestvuet rexetoqnoe pereseqenie ⋀ i∈M (a_i, h_i). A poskol~ku ^H = H × R, to dlØ l¸bogo

podmnoßestva M mnoßestva {1, . . . , n} imeet mesto ravenstvo ⋀ i∈M (a_i, h_i) = ( ⋀ i∈M a_i, min_{i∈M} h_i ) . Pust~ a(M ) = ⋀ i∈M a_i, h(M ) = min_{i∈M} h_i.

Togda iz principa vkl¸qeniØ i iskl¸qeniØ poluqaem sledu- ¸wie ravenstva: ρ(J) = ∑ ∅≠M⊂{1,... ,n} (−1)^{|M|+1}ρ ( I b_H ( ⋀ i∈M (a_i, h_i) ) = = ∑ ∅≠M⊂{1,... ,n} (−1)^{|M|+1}Q_{ρ,a(M)} ( h(M ) ) ,

ρ(J_ε) = ∑ ∅≠M⊂{1,... ,n} (−1)^{|M|+1}ρ ( I b_H ( ⋀ i∈M (a_i, h_i − ε) ) = = ∑ ∅≠M⊂{1,... ,n} (−1)^{|M|+1}Q_{ρ,a(M)} ( h(M ) − ε ) . V silu nepreryvnosti funkcii Q_{ρ,a} snizu, iz fftih ravenstv vytekaet, qto

sup_{ε>0} ρ(J_ε) = ρ(J).

No, po opredeleni¸ topologii v ^H, dlØ l¸bogo ε > 0 ideal

J_ε soderßitsØ v J^{int}, a znaqit, sup J^′∈L_0 ( bH) J^′⊂J^{int} ρ(J^′) ≥ sup_{ε>0} ρ(J_ε) = ρ(J).

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 123 Tak kak levaØ qast~ dannogo sootnoxeniØ ne moßet byt~ bol~- xe ρ(J), to ots¸da poluqaem, qto imeet mesto ravenstvo sup J^′ ∈L_0( bH) J^′⊂J^{int} ρ(J^′) = ρ(J).

V silu proizvol~nosti ideala J iz L_0( ^H), mera ρ budet nepreryvna snizu na L_0( ^H).

Teorema 2.2 dokazana.

5. Dokazatel~stvo teoremy 2.4

Lemma 5.1. Pust~ ρ – proizvol~naØ neotricatel~naØ koneqno-

additivnaØ mera na A_0( ^H).

Togda dlØ proizvol~nogo podmnoßestva Λ mnoßestva H, zamknutogo otnositel~no rexetoqnyh pereseqeniæ, imeet mesto ravenstvo

g_{ρ,Λ}(x) = exp − ∑ a∈Λ ( Q_{ρ,a}(x(a)) + ∑ ∅≠A⊂B(Λ;a) (−1)^{|A|}Q_{ρ, ∧A}(x(a)) ) , (33) gde ⋀ A = ⋀ a^′∈A a ′ – rexetoqnoe pereseqenie vseh fflementov iz A, a summa po pustomu mnoßestvu sqitaetsØ ravnoæ nul¸.

Dokazatel~stvo.

1. Opredelim dlØ l¸bogo fflementa a iz Λ i l¸bogo deæstvitel~nogo y podmnoßestvo D_Λ(a) mnoßestva H i podmnoßestvo

D_Λ(a, y) mnoßestva ^H, polagaØ

D_Λ(a) = I_H (a)\ ⋃ b∈B(Λ,a) I_H (b),

D_Λ(a, y) = {(a^′, y^′) ∈ ^H : a^′ ∈ D_Λ(a), y^′ ≤ y} = = I b_H (a, y)\ ⋃ b∈B(Λ,a) I b_H (b, y). (zdes~ i dalee my oboznaqaem qerez I_{bH} (a, y) glavnyæ ideal, poroßdennyæ fflementom (a, y) iz ^H).

124 L. B. BE`NENSON

Pokaßem snaqala, qto dlØ l¸bogo a iz Λ i dlØ l¸bogo deæstvitel~nogo y imeet mesto ravenstvo ρ ( D_Λ(a, y) ) = Q_{ρ,a}(y) + ∑ ∅≠A⊂B(Λ;a) (−1)^{|A|}Q_{ρ, ∧A}(y). (34) Deæstvitel~no, iz opredeleniØ D_Λ(a, y) i principa vkl¸qeniØ i iskl¸qeniØ poluqaem sootnoxenie ρ ( D_Λ(a, y) ) = ρ ( I b_H (a, y) ) + ∑ ∅≠A⊂B(Λ;a) (−1)^{|A|}ρ ( I b_H (∧A, y) ) . PodstavlØØ v ffto sootnoxenie opredelenie funkcii Q_{ρ,a}(y), poluqaem ravenstvo (34).

2. Pust~ x – proizvol~naØ funkciØ iz M_Λ. Dokaßem, qto vypolnØetsØ sootnoxenie

Y_Λx = ⋃ a∈Λ D_Λ(a, x(a)). (35)

Po opredeleni¸,

Y_Λx = ⋃ a∈Λ I b_H (a, x(a)),

i tak kak mnoßestvo D_Λ(a, x(a)) soderßitsØ v ideale I_{bH} (a, x(a)), to pravaØ qast~ ravenstva (35) soderßitsØ v Y_Λx.

Znaqit, qtoby dokazat~ ravenstvo (35), dostatoqno dokazat~, qto l¸boæ fflement iz Y_Λx prinadleßit odnomu iz mnoßestv

D_Λ(a, x(a)), a ∈ Λ.

Opredelim dlØ l¸bogo fflementa a_0 iz H, dlØ kotorogo mnoßestvo F_H (a_0) ∩ Λ ne pusto, fflement c_Λ(a_0) iz Λ kak rexetoqnoe pereseqenie fflementov mnoßestva F_H (a_0) ∩ Λ:

c_Λ(a_0) = ⋀ a∈F_H (a_0)∩Λ a; poskol~ku mnoßestvo Λ zamknuto otnositel~no rexetoqnyh pereseqeniæ, fflement c_Λ(a_0) suwestvuet i prinadleßit Λ.

Iz fftogo opredeleniØ sleduet, qto c_Λ(a_0) ≥ a_0 i ne suwestvuet fflementa b iz Λ, kotoryæ byl by odnovremenno bol~xe a_0 i men~xe c_Λ(a_0).

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 125 Ots¸da poluqaem, qto dlØ l¸bogo a_0 iz H fflement a_0 prinadleßit idealu I_H ( c_Λ(a_0) ) i ne prinadleßit I_H (b) dlØ vseh b iz B ( Λ, c_Λ(a_0) ) – a znaqit, fflement a_0 prinadleßit D_Λ ( c_Λ(a_0) ) . Pust~ teper~ (a_0, h) – proizvol~nyæ fflement iz Y_Λx. Po opredeleni¸ Y_Λx suwestvuet takoæ a^∗ iz Λ, qto fflement

(a_0, h) prinadleßit idealu I b_H (a^∗, x(a^∗)), to est~ ime¸t mesto ne-

ravenstva a_0 ≤ a^∗ i h ≤ x(a^∗). No togda fflement a^∗ prinadleßit mnoßestvu F_H (a_0) ∩ Λ; ots¸da sleduet, qto fflement c = c_Λ(a_0) budet udovletvorØt~ neravenstvu a_0 ≤ c ≤ a^∗.

Poskol~ku funkciØ x prinadleßit M_Λ, to ona ØvlØetsØ monotonno nevozrasta¸weæ na Λ, a znaqit, imeet mesto neravenstvo

x(c) ≥ x(a^∗) ≥ h. Togda, tak kak a_0 prinadleßit D_Λ(c), a h ≤ x(c),

to po opredeleni¸ mnoßestva D_Λ(c, x(c)) fflement (a_0, h) prinadleßit D_Λ(c, x(c)).

V silu proizvol~nosti fflementa (a_0, h) iz Y_Λx ots¸da poluqaem, qto mnoßestvo Y_Λx soderßitsØ v ob¨edinenii mnoßestv

D_Λ(a, x(a)), a ∈ Λ, a znaqit, imeet mesto ravenstvo (35).

3. Dokaßem, qto dlØ l¸byh nesovpada¸wih fflementov a_1 i

a_2 iz Λ mnoßestva D_Λ(a_1) i D_Λ(a_2) ne pereseka¸tsØ.

Budem dokazyvat~ ffto utverßdenie ot protivnogo. Predpoloßim, qto suwestvuet fflement a^′ iz H, prinadleßawiæ pereseqeni¸ D_Λ(a_1) ∩ D_Λ(a_2). Togda po opredeleni¸ fftih mnoßestv a^′ prinadleßit i pereseqeni¸ idealov I_H (a_1) ∩ I_H (a_2). No togda, v silu zamknutosti mnoßestva Λ otnositel~no rexetoqnyh pereseqeniæ, suwestvuet takoæ fflement c = a_1 ∧ a_2, qto I_H (c) = I_H (a_1) ∩ I_H (a_2), a znaqit, ime¸t mesto neravenstva

a^′ ≤ c ≤ a_1 i a^′ ≤ c ≤ a_2, priqem, tak kak a_1 ≠ a_2, imeet mesto ili

strogoe neravenstvo c < a_1, ili strogoe neravenstvo c < a_2.

Ne ograniqivaØ obwnosti, predpoloßim, qto vypolnØetsØ neravenstvo c < a_1. Togda po opredeleni¸ B(Λ, a_1) suwestvuet takoæ fflement b iz B(Λ, a_1), qto c prinadleßit I_H (b). Ots¸da sleduet, qto i fflement a^′ prinadleßit I_H (b), a ffto protivoreqit naxemu predpoloßeni¸, qto a^′ prinadleßit D_Λ(a_1).

Znaqit, predpoloßiv, qto pereseqenie D_Λ(a_1)∩D_Λ(a_2) nepusto, my prixli k protivoreqi¸.

Takim obrazom, my dokazali, qto mnoßestva D_Λ(a_1) i D_Λ(a_2) ne pereseka¸tsØ.

Po opredeleni¸ mnoßestva D_Λ(a, h) ots¸da sleduet, qto dlØ

126 L. B. BE`NENSON l¸byh nesovpada¸wih fflementov a_1 i a_2 iz Λ i l¸byh deæstvitel~nyh qisel h_1 i h_2 mnoßestva D_Λ(a_1, h_1) i D_Λ(a_2, h_2) takße ne pereseka¸tsØ.

Togda iz sootnoxeniØ (35) vytekaet, qto dlØ l¸boæ funkcii x iz M_Λ imeet mesto ravenstvo

ρ(Y_Λx) = ∑ a∈Λ ρ ( D_Λ(a, x(a)) ) . Tak kak g_{ρ,Λ}(x) = exp ( −ρ(Y_Λx) ) , to, v silu ravenstva (34), ots¸da poluqaem sootnoxenie (33).

Lemma dokazana.

Teper~ my moßem zaverxit~ dokazatel~stvo teoremy 2.4. 1. Pust~ Λ – nekotoroe zamknutoe otnositel~no rexetoqnyh pereseqeniæ koneqnoe podmnoßestvo H.

Po lemme 5.1, dlØ l¸bogo fflementa x iz M_Λ imeet mesto ravenstvo (33):

g_{ρ,Λ}(x) = exp − ∑ a∈Λ ( Q_{ρ,a}(x(a)) + ∑ ∅≠A⊂B(Λ;a) (−1)^{|A|}Q_{ρ, ∧A}(x(a)) ) . Ots¸da poluqaem, qto vypolnØetsØ sootnoxenie 1 teoremy 2.4.

Opredelim dlØ l¸bogo a iz Λ vozrasta¸wu¸ posledovatel~- nost~ zamknutyh podmnoßestv X_n(a) mnoßestva W^{int}_{ρ,a} , tak, qtoby imelo mesto ravenstvo W^{int}_{ρ,a} = ∞⋃ n=1 X^{int}_n (a) (poskol~ku v R est~ sqetnoe vs¸du plotnoe podmnoßestvo, takaØ posledovatel~nost~ X_n(a) suwestvuet).

Opredelim otkrytye podmnoßestva U_n v R^Λ, polagaØ

U_n = { x ∈ R^Λ : ∀a ∈ Λ x(a) ∈ ⋂ b∈I_Λ(a) X^{int}_n (b) } . Po opredeleni¸, ime¸t mesto sootnoxeniØ U_n ⊂ U_{n+1} i U_{ρ,Λ} = ⋃_∞ n=1 U_n.

Ots¸da poluqaem, qto dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ (1) esli dlØ vseh natural~nyh n imeet mesto ravenstvo

μ_Λ(ρ) | | |_{Un∩Γint} = 0 , to μΛ(ρ) | | |_{Uρ,Λ∩Γint} = 0;

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 127

(2) esli ße dlØ vseh natural~nyh n ograniqenie μ_Λ(ρ) | | |_{Un∩Γint} mery μ_Λ(ρ) absol¸tno nepreryvno otnositel~no mery Lebega λ_{V (Γ)}, to i ograniqenie μ_Λ(ρ) | | |_{Uρ,Λ∩Γint} takße bu- det absol¸tno nepreryvno otnositel~no λ_{V (Γ)}, priqem dlØ l¸bogo n i dlØ l¸bogo x iz U_n budet imet~ mesto ravenstvo

dμ_Λ(ρ) | | |_{Uρ,Λ∩Γint} dλ_{V (Γ)} (x) = dμ_Λ(ρ) | | |_{Un∩Γint} dλ_{V (Γ)} (x).

Togda dostatoqno dokazat~, qto dlØ l¸bogo natural~nogo n vypolnØ¸tsØ sledu¸wie dva sootnoxeniØ:

A) dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ, ne prinadleßaweæ K_Λ, imeet mesto ravenstvo μ_Λ(ρ) | | |_{Γint∩Un} = 0; B) dlØ l¸boæ grani Γ iz K_Λ ograniqenie μ_Λ(ρ) | | |_{Γint∩Un} mery μ_Λ(ρ) na mnoßestvo Γ^{int} ∩ U_n ØvlØetsØ absol¸tno nepre-

ryvnym na Γ^{int} ∩ U_n otnositel~no mery Lebega λ_{V (Γ)} na evklidovom prostranstve V (Γ), priqem dlØ l¸bogo x iz

Γ^{int} ∩ U_n imeet mesto sootnoxenie

dμ_Λ(ρ) | | |_{Un∩Γint} dλ_{V (Γ)} (x) = q_Λ(Γ)g_{ρ,Λ}(x) · ∏ a∈Inf (k_Γ) ( Q^′_{ρ,a}(x(a)) + ∑ ∅≠A⊂B(Λ;a) (−1)^{|A|}Q^′_{ρ, ∧A}(x(a)) ) . 2. Dokaßem, qto dlØ l¸bogo natural~nogo n ime¸t mesto opisannye vyxe sootnoxeniØ A i B.

Poskol~ku po teoreme 2.1 na M_Λ imeet mesto ravenstvo (2), to funkciØ g_{ρ,Λ} ØvlØetsØ invertirovannoæ funkcieæ raspredeleniØ mery μ_Λ(ρ). Togda iz teoremy 2.3 vytekaet, qto dostatoqno dokazat~, qto vypolnØ¸tsØ sledu¸wie tri usloviØ:

α) na mnoßestve M_Λ ∩ U_n funkciØ g_{ρ,Λ} nepreryvna; β) na mnoßestve M^{int}_Λ ∩ U_n suwestvuet nepreryvnaØ proizvodnaØ^{∂|Λ|gρ,Λ}_{∂eΛ} , kotoraØ nepreryvno prodolßaetsØ vplot~ do granic dannogo mnoßestva;

128 L. B. BE`NENSON

γ) dlØ l¸boæ grani Γ konusa M_Λ na mnoßestve Γ^{int} ∩ U_n suwestvuet nepreryvnaØ i ograniqennaØ odnostoronnØØ proizvodnaØ^{∂| Inf(kΓ )|gρ,Λ}

∂^+e^{Inf(kΓ)} , udovletvorØ¸waØ ravenstvu ∂^{| Inf(kΓ)|}g_{ρ,Λ} ∂^+e^{Inf(kΓ)}

(x) = g_{ρ,Λ}(x) · ∏ a∈Inf(k_Γ) ( Q^′_{ρ,a}(x(a)) + ∑ ∅≠A⊂B(Λ;a) (−1)^{|A|}Q^′_{ρ, ∧A}(x(a)) ) . (36)

Poskol~ku dlØ l¸bogo a iz Λ na mnoßestve W_{ρ,a} suwestvuet nepreryvnaØ i ograniqennaØ proizvodnaØ Q^′_{ρ,a} funkcii Q_{ρ,a}, to na zamknutom mnoßestve X_n(a) proizvodnaØ Q^′_{ρ,a} budet ewe i ograniqennoæ.

Togda iz sootnoxeniØ (33) vytekaet, qto na mnoßestve M_Λ∩U_n funkciØ g_{ρ,Λ} budet nepreryvna, a znaqit, vypolnØetsØ uslovie α. Pust~ Γ – proizvol~naØ gran~ konusa M_Λ, x – proizvol~nyæ fflement iz Γ^{int} ∩ U_n, a – proizvol~nyæ fflement iz Inf(k_Γ).

Tak kak a prinadleßit Inf(k_Γ), to, po lemme 4.2 iz vtoroæ qasti stat~i, vektor e^a napravlen vovnutr~ konusa M_Λ, to est~ suwestvuet takoe deæstvitel~noe h > 0, qto fflement x + h · e^a prinadleßit M_Λ.

Tak kak dlØ l¸bogo b iz Λ na otkrytom mnoßestve X^{int}_n (b) suwestvuet nepreryvnaØ i ograniqennaØ proizvodnaØ Q^′_{ρ,b} funkcii

Q_{ρ,b}, to dlØ l¸bogo c iz Λ, c < a, na mnoßestve ⋂ b∈I_Λ(a) X int n (b) suwestvuet nepreryvnaØ i ograniqennaØ proizvodnaØ Q^′_{ρ, c}.

Togda, poskol~ku ravenstvo (33) imeet mesto i v toqke x, i v toqke x + h · e^a, i poskol~ku fflement x prinadleßit mnoßestvu

U_n, to suwestvuet sledu¸wiæ predel: lim h→+0 g_{ρ,Λ}(x + h · e^a) − g_{ρ,Λ}(x) h = g_{ρ,Λ}(x)× × ( Q^′_{ρ,a}(x(a)) + ∑ ∅≠A⊂B(Λ;a) (−1)^{|A|}Q^′_{ρ, ∧A}(x(a)) ) . (37)

Ots¸da poluqaem, qto dlØ l¸bogo a iz Inf(k_Γ) na mnoßestve

Γ^{int} ∩ U_n suwestvuet nepreryvnaØ i ograniqennaØ odnostoronnØØ

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 129 proizvodnaØ^{∂gρ,Λ}_{∂+ea} , udovletvorØ¸waØ ravenstvu ∂g_{ρ,Λ} ∂^+e^a

(x) = g_{ρ,Λ}(x) · ( Q^′_{ρ,a}(x(a)) + ∑ ∅≠A⊂B(Λ;a) (−1)^{|A|}Q^′_{ρ, ∧A}(x(a)) ) . Povtorno differenciruØ, poluqaem, qto na mnoßestve Γ^{int} ∩

U_n suwestvuet nepreryvnaØ i ograniqennaØ proizvodnaØ ∂^{| Inf(kΓ)|}g_{ρ,Λ} ∂^+e^{Inf(kΓ )} , udovletvorØ¸waØ ravenstvu (36).

Takim obrazom, my dokazali, qto vypolnØetsØ uslovie β. Voz~mem v kaqestve grani Γ ves~ konus M_Λ. Togda otnoxenie ffkvivalentnosti k_Γ trivial~no, vse klassy ffkvivalentnosti dannogo otnoxeniØ odnofflementny, a znaqit, Inf(k_Γ) = Λ. Ots¸- da, v silu otkrytosti mnoßestva M^{int}_Λ ∩ U_n v topologii evklidova prostranstva R^Λ, poluqaem, qto na mnoßestve M^{int}_Λ ∩ U_{ρ,Λ} suwestvuet nepreryvnaØ i ograniqennaØ proizvodnaØ^{∂|Λ|gρ,Λ}_{∂eΛ} . A poskol~ku ffta proizvodnaØ nepreryvna i ograniqena na mnoßestve M^{int}_Λ ∩U_n, to ona nepreryvno prodolßaetsØ vplot~ do granic dannogo mnoßestva. Ots¸da poluqaem, qto vypolnØetsØ uslovie γ. Takim obrazom, my dokazali, qto dlØ l¸bogo natural~nogo n vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ A i B.

Teorema 2.4 dokazana.

6. Dokazatel~stvo teoremy 2.5

DlØ l¸byh fflementov a i b iz H opredelim podmnoßestvo

Λ(a, b) mnoßestva H, polagaØ Λ(a, b) = {a, b} ∪ {a ∧ b}.

Oboznaqim qerez M(a, b) mnoßestvo M_{Λ(a,b)} vseh monotonno nevozrasta¸wih funkciæ na Λ(a, b).

Opredelim takße podmnoßestva V_2(a, b), V^+_2 (a, b), V_3(a, b) i

V^+_3 (a, b) evklidova prostranstva R^{Λ(a,b)}, polagaØ

V_2(a, b) = {x ∈ R^{Λ(a,b)} : x(a) = x(b)},

V^+_2 (a, b) = {x ∈ V_2(a, b) : x > 0},

V_3(a, b) = {x ∈ R^{Λ(a,b)} : x(a) = x(b) = x(a ∧ b)},

V^+_3 (a, b) = {x ∈ V_3(a, b) : x > 0}.

V sluqae, kogda ne vyzyvaet nedorazumeniæ, dlØ kakih fflementov a i b opredelØ¸tsØ ffti mnoßestva, my budem ispol~zovat~

130 L. B. BE`NENSON oboznaqeniØ Λ, V_2, V^+_2 , V_3 i V^+_3 vmesto Λ(a, b), V_2(a, b), V^+_2 (a, b),

V_3(a, b) i V^+_3 (a, b) sootvetstvenno.

Esli fflementy a i b sravnimy, to iz sootnoxeniØ M(a, b) = {x ∈ R^{Λ(a,b)} : x(a) ≥ x(a ∧ b), x(b) ≥ x(a ∧ b)} sleduet, qto edinstvennoæ netrivial~noæ gran~¸ konusa M(a, b) ØvlØetsØ mnoßestvo V_2(a, b), pri fftom vnutrenneæ qast~¸ grani

V_2(a, b) budet sama gran~ V_2(a, b). Analogiqno, v sluqae, kogda a i

b nesravnimy, netrivial~nymi granØmi konusa M(a, b) ØvlØ¸tsØ mnoßestva

Γ_0 = M(a, b), Γ_1 = V_2(a, c) ∩ M(a, b),

Γ_2 = V_2(b, c) ∩ M(a, b) i Γ_{12} = Γ_1 ∩ Γ_2 = V_3(a, b),

pri fftom vnutrennimi qastØmi fftih graneæ budut mnoßestva

Γ^{int}_1 = Γ_1\Γ_{12} = V_2(a, c) ∩ M(a, b)\V_3(a, b), Γ^{int}_0 = M^{int}(a, b),

Γ^{int}_2 = Γ_2\Γ_{12} = V_2(b, c) ∩ M(a, b)\V_3(a, b), Γ^{int}_{12} = Γ_{12} = V_3(a, b).

(Bolee detal~no grani konusa M_Λ budut izuqeny v §4 vtoroæ qasti stat~i.)

Takße dlØ l¸byh fflementov a i b iz H oboznaqim qerez ν_{a,b} koneqnomernoe raspredelenie μ_{Λ(a,b)}(ρ_0) sluqaænogo polØ η_{ρ0} .

Razob~em dokazatel~stvo teoremy 2.5 na sledu¸wie pØt~ lemm.

Lemma 6.1. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 2.5.

Togda dlØ l¸bogo podmnoßestva Λ mnoßestva H koneqnomernoe raspredelenie μ_Λ(ρ_0) sluqaænogo polØ η_{ρ0} budet sosredotoqeno na mnoßestve R^Λ_+ i, v qastnosti, dlØ l¸bogo a iz H s veroØtnost~¸ edinica imeet mesto neravenstvo η_{ρ0} (a) > 0.

Dokazatel~stvo. Pust~ J0 = {(a, h) ∈^^H : h ≤ 0} – ideal v^^H.

Poskol~ku dlØ l¸bogo koneqnoporoßdennogo ideala J^′, soderßawegosØ v J_0, imeet mesto ravenstvo ρ_0(J^′) = 0, to, po opredeleni¸, ρ(J_0) = 0.

Togda g_{ρ0} (J_0) = 1, a znaqit, veroØtnost~ togo, qto neravenstvo

η_{ρ0} (a) ≥ ΔJ0 (a) vypolnØetsØ odnovremenno dlØ vseh a iz H, ravna

edinice. A poskol~ku dlØ l¸bogo a iz H imeet mesto ΔJ_0(a) = 0, to ots¸da poluqaem, qto realizacii sluqaænogo polØ η_{ρ0} budut neotricatel~ny s veroØtnost~¸ edinica.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 131 Po opredeleni¸, dlØ l¸bogo a iz H invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ g_{ρ0 ,{a}} mery μ_{{a}}(ρ_0) vyqislØetsØ kak

g_{ρ0 ,{a}}(x) = exp ( −Q_{ρ0,a}(y) ) = exp ( − max{x(a), 0} · F_γ (a) ) . Togda, poskol~ku imeet mesto sootnoxenie lim_{y→+0} g_{ρ0 ,{a}}(y) = 1, to

s veroØtnost~¸ edinica sluqaænaØ veliqina η_{ρ0} (a) budet strogo poloßitel~na.

Ots¸da takße poluqaem, qto dlØ l¸bogo podmnoßestva Λ mnoßestva H koneqnomernoe raspredelenie μ_Λ(ρ_0) sluqaænogo polØ

η_{ρ0} budet sosredotoqeno na mnoßestve R^Λ_+.

Lemma dokazana.

Lemma 6.2. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 2.5.

Togda dlØ l¸byh nesovpada¸wih fflementov a i b iz H veroØtnost~ togo, qto imeet mesto ravenstvo η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) = η_{ρ0} (a∧b), vyqislØetsØ po formule (13).

Dokazatel~stvo.

1. Pust~ a i b – proizvol~nye nesravnimye fflementy iz H. Poskol~ku fflement c = a ∧ b men~xe kak fflementa a, tak i fflementa b, to mnoßestvo Λ = Λ(a, b) sostoit iz treh razliqnyh fflementov, Λ(a, b) = {a, b, c}. Togda imeet mesto ravenstvo P { η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) = η_{ρ0} (a ∧ b) } = ν_{a,b} ( V_3(a, b) ) . Tak kak c < a i c < b, to mnoßestvo M(a, b) vseh monotonno nevozrasta¸wih funkciæ na Λ(a, b) opredelØetsØ kak

M(a, b) = {x ∈ R^{Λ(a,b)} : x(a) ≥ x(c), x(b) ≥ x(c)}.

Podprostranstvo V_3(a, b) ØvlØetsØ gran~¸ konusa M(a, b), pri fftom otnoxenie ffkvivalentnosti k_{V3(a,b)} imeet rovno odin klass, sovpada¸wiæ so vsem mnoßestvom Λ(a, b). Poskol~ku inf Λ(a, b) = {c}, to gran~ V_3(a, b) prinadleßit mnoßestvu K_{Λ(a,b)}.

Poskol~ku dlØ l¸bogo a iz H na mnoßestve R_+ suwestvuet nepreryvnaØ i ograniqennaØ proizvodnaØ Q^′_{ρ0,a}(y) = F_γ (a), a V^+_3 (a, b) = V_3(a, b) ∩ R^{Λ(a,b)}_+ , to po teoreme 2.4 ograniqenie ν_{a,b} | | |_{V +3 (a,b)} mery νa,b ØvlØetsØ absol¸tno nepreryvnym na V^+_3 (a, b)

132 L. B. BE`NENSON otnositel~no mery Lebega λ_{V3(a,b)}, priqem dlØ l¸bogo x iz

V^+_3 (a, b) imeet mesto sootnoxenie dν_{a,b} | | |_{V +3 (a,b)} dλ_{V3(a,b)} (x) = q_{Λ(a,b)} ( V_3(a, b) ) Q^′_{ρ0,c}(x(c)) · g_{ρ0,Λ(a,b)}(x). (38)

Po teoreme 2.4 dlØ l¸bogo x iz M(a, b) invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ g_{ρ0,Λ(a,b)} vyqislØetsØ kak

g_{ρ0,Λ(a,b)}(x) = exp ( − ( F_γ (a) − F_γ (c) ) max{x(a), 0}− − ( F_γ (b) − F_γ (c) ) max{x(b), 0} − F_γ (c) max{x(c), 0} ) . Togda, poskol~ku dlØ l¸bogo x iz V_3(a, b) imeet mesto sootnoxenie x(a) = x(b) = x(c) > 0, a q_{Λ(a,b)} ( V^+_3 (a, b) ) =^{1√}_3 , to sootno-

xenie (38) moßem perepisat~ v vide dν_{a,b} | | |_{V +3 (a,b)} dλ_{V3(a,b)} (x) = 1 √ 3 F_γ (c) · exp ( −x(c) ( F_γ (a) + F_γ (b) − F_γ (c) )) . No tak kak dlØ l¸bogo a^′ iz H s veroØtnost~¸ edinica sluqaænaØ veliqina η_{ρ0} (a^′) strogo poloßitel~na, to mera ν_{a,b} budet sosredotoqena na mnoßestve R^{Λ(a,b)}_+ , a znaqit, vypolnØetsØ sledu¸waØ cepoqka ravenstv: ν_{a,b} ( V_3(a, b) ) = ν_{a,b} ( V^+_3 (a, b) ) = = 1 √ 3 ∫ V^+_3 (a,b)

F_γ (c) · exp ( −x(c) ( F_γ (a) + F_γ (b) − F_γ (c) )) dλ_{V3(a,b)} =

= +∞∫ 0 F_γ (c) · exp ( −y ( F_γ (a) + F_γ (b) − F_γ (c) )) dy =

= F_γ (c) F_γ (a) + F_γ (b) − F_γ (c) . Takim obrazom, my dokazali, qto dlØ l¸byh nesravnimyh fflementov a i b iz H veroØtnost~ togo, qto imeet mesto ravenstvo η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) = η_{ρ0} (a ∧ b), vyqislØetsØ po formule (13).

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 133 2. Pust~ teper~ a < b – proizvol~nye fflementy iz H. Dokaßem, qto i v fftom sluqae veroØtnost~ togo, qto imeet mesto ravenstvo η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) = η_{ρ0} (a ∧ b), vyqislØetsØ po formule (13).

Tak kak a < b, to a ∧ b = a, mnoßestvo Λ(a, b) sostoit iz dvuh fflementov i V_3(a, b) = V_2(a, b), a znaqit, imeet mesto ravenstvo P { η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) = η_{ρ0} (a ∧ b) } = ν_{a,b} ( V_2(a, b) ) . Tak kak mnoßestvo M(a, b) vseh monotonno nevozrasta¸wih funkciæ na Λ(a, b) imeet vid M(a, b) = {x ∈ R^{Λ(a,b)} : x(a) ≥ x(b)}, to podprostranstvo V_2(a, b) ØvlØetsØ gran~¸ konusa M(a, b), pri fftom otnoxenie ffkvivalentnosti k_{V2(a,b)} imeet rovno odin klass, sovpada¸wiæ so vsem mnoßestvom Λ(a, b). A poskol~ku

inf Λ(a, b) = {a}, to gran~ V_2(a, b) prinadleßit mnoßestvu K_{Λ(a,b)}.

Poskol~ku dlØ l¸bogo a iz H na mnoßestve R_+ suwestvuet nepreryvnaØ i ograniqennaØ proizvodnaØ Q^′_{ρ0,a}(y) = F_γ (a), a

V^+_2 (a, b) = V_2(a, b) ∩ R_+, to po teoreme 2.4 ograniqenie ν_{a,b} | |_{V +2 (a,b)} mery ν_{a,b} ØvlØetsØ absol¸tno nepreryvnym na V^+_2 (a, b) otnositel~no mery Lebega λ_{V2(a,b)}, priqem dlØ l¸bogo x iz V^+_2 (a, b) imeet mesto sootnoxenie dν_{a,b} | | |_{V +2 (a,b)} dλ_{V2(a,b)} (x) = q_{Λ(a,b)} ( V_2(a, b) ) Q^′_{ρ0 ,a}(x(a)) · g_{ρ0 ,Λ(a,b)}(x). (39)

Po teoreme 2.4 dlØ l¸bogo x iz M(a, b) invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ g_{ρ0,Λ(a,b)} vyqislØetsØ kak

g_{ρ0,Λ(a,b)}(x) = exp ( − ( F_γ (b) − F_γ (a) ) max{x(b), 0}− − F_γ (a) max{x(a), 0} ) . Togda, poskol~ku dlØ l¸bogo x iz V_2(a, b) imeet mesto sootnoxenie x(a) = x(b) > 0, a q_{Λ(a,b)}(V^+_2 (a, b)) =^1√_2 , to sootnoxenie (39) my moßem perepisat~ v vide dν_{a,b} | | |_{V +2 (a,b)} dλ_{V2(a,b)} (x) = 1 √ 2 F_γ (a) · exp ( −x(b)F_γ (b) ) .

134 L. B. BE`NENSON

No tak kak dlØ l¸bogo a^′ iz H s veroØtnost~¸ edinica sluqaænaØ veliqina η_{ρ0} (a^′) strogo poloßitel~na, to mera ν_{a,b} budet sosredotoqena na mnoßestve R^{Λ(a,b)}_+ , a znaqit, vypolnØetsØ sledu¸waØ cepoqka ravenstv: ν_{a,b} ( V_2(a, b) ) = ν_{a,b} ( V^+_2 (a, b) ) = = 1 √ 2 ∫ V^+_2 (a,b)

F_γ (a) · exp ( −x(b)F_γ (b) ) dλ_{V2(a,b)} =

= +∞∫ 0 F_γ (a) · exp ( −yF_γ (b) ) dy =

= F_γ (a) F_γ (b) = F_γ (a ∧ b) F_γ (a) + F_γ (b) − F_γ (a ∧ b) . A znaqit, dlØ fflementov a < b iz H veroØtnost~ togo, qto imeet mesto ravenstvo η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) = η_{ρ0} (a ∧ b), takße vyqislØetsØ po formule (13).

Lemma dokazana.

Lemma 6.3. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 2.5.

Togda dlØ l¸byh nesovpada¸wih fflementov a i b iz H veroØtnost~ togo, qto imeet mesto ravenstvo η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) ≠ η_{ρ0} (a∧b), ravna nul¸.

Dokazatel~stvo. Pust~ a i b – proizvol~nye nesovpada¸wie

fflementy iz H.

Oqevidno, v sluqae, esli fflementy a i b sravnimy, sootnoxenie η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) ≠ η_{ρ0} (a ∧ b) vypolnØt~sØ ne moßet, poskol~ku fflement a ∧ b sovpadaet ili s fflementom a, ili s fflementom b.

Pust~ fflementy a i b nesravnimy.

Opredelim podmnoßestvo V^∗ mnoßestva V_2(a, b), polagaØ V^∗ =

V_2(a, b)\V_3(a, b). Togda imeet mesto ravenstvo P { η_{ρ0} (a) = η_{ρ0} (b) ≠ η_{ρ0} (a ∧ b) } = ν_{a,b}(V^∗). Tak kak mera ν_{a,b} sosredotoqena na mnoßestve M(a, b) ∩ R^{Λ(a,b)}_+ , to ν_{a,b}(V^∗) = ν_{a,b} ( V^∗ ∩ M(a, b) ∩ R^{Λ(a,b)}_+ ) .

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 135 Po opredeleni¸ M(a, b) mnoßestvo V^∗ ∩ M(a, b) soderßitsØ v M^{int}(a, b). S drugoæ storony, po teoreme 2.4 ograniqenie mery ν_{a,b} na mnoßestvo M^{int}(a, b) ∩ R^{Λ(a,b)}_+ absol¸tno nepreryvno otnositel~no mery Lebega λ_RΛ(a,b) na evklidovom prostranstve

R^{Λ(a,b)}.

No tak kak mnoßestvo V^∗ soderßitsØ v dvumernom podprostranstve V_2(a, b) trehmernogo evklidovogo prostranstva R^{Λ(a,b)}, to λ_RΛ(a,b) (V^∗) = 0.

Togda, v silu absol¸tnoæ nepreryvnosti ograniqeniØ mery

ν_{a,b} na mnoßestvo M^{int}(a, b) ∩ R^{Λ(a,b)}_+ , ots¸da vytekaet ravenstvo

ν_{a,b}(V^∗) = ν_{a,b} ( V^∗ ∩M(a, b)∩R^{Λ(a,b)}_+ ) = ν_{a,b} | | |_{Mint(a,b)∩} R^{Λ(a,b)} + ( V^∗ ) = 0.

Lemma dokazana.

Lemma 6.4. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 2.5.

Togda dlØ l¸bogo fflementa a iz H matematiqeskoe oßidanie i dispersiØ sluqaænoæ veliqiny η_{ρ0} (a) vyqislØ¸tsØ po formulam (10) i (11) sootvetstvenno.

Dokazatel~stvo. Pust~ a – proizvol~nyæ fflement iz H.

Budem otoßdestvlØt~ mnoßestvo R^a s mnoßestvom deæstvitel~nyh qisel R. Togda koneqnomernoe raspredelenie μ_{{a}}(ρ_0) budet ØvlØt~sØ meroæ, zada¸weæ sluqaænu¸ veliqinu η_{ρ0} (a).

Po opredeleni¸, invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ

g_{ρ0,{a}} mery μ_{{a}}(ρ_0) vyqislØetsØ kak

g_{ρ0,{a}}(y) = exp ( −Q_{ρ0,a}(y) ) = exp ( − max{y, 0} · F_γ (a) ) . Togda, poskol~ku g_{ρ0,{a}} est~ invertirovannaØ funkciØ raspredeleniØ mery μ_{{a}}(ρ_0), na mnoßestve R_+ funkciØ g_{ρ0,{a}} ograniqena i nepreryvno differenciruema, a, kak bylo pokazano vyxe, mera μ_{{a}}(ρ_0) sosredotoqena na mnoßestve R_+, to matematiqeskoe oßidanie i dispersi¸ sluqaænoæ veliqiny η_{ρ0} (a) moßno

136 L. B. BE`NENSON vyqislit~ kak

Mη_{ρ0} (a) = +∞∫ 0 ydμ_{{a}}(ρ_0) = +∞∫ 0 y ( −g^′_{ρ0,{a}}(y) ) dy =

= +∞∫ 0 yF_γ (a) · exp ( −yF_γ (a) ) dy = 1 F_γ (a) ,

Dη_{ρ0} (a) = +∞∫ 0 y^2dμ_{{a}}(ρ_0) − ( Mη_{ρ0} (a)

)_2 =

= +∞∫ 0 y^2 ( −g^′_{ρ0,{a}}(y) ) dy − 1 F_γ (a)^2 =

= +∞∫ 0 y^2F_γ (a) · exp ( −yF_γ (a) ) dy − 1 F_γ (a)^2 =

= F_γ (a) · 2 F_γ (a)^3 − 1 F_γ (a)^2 = 1 F_γ (a)^2 . Ots¸da poluqaem, qto vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ (10) i (11). Lemma dokazana.

Lemma 6.5. Pust~ vypolnØ¸tsØ usloviØ teoremy 2.5.

Togda dlØ l¸byh nesovpada¸wih fflementov a i b iz H korrelØcionnaØ funkciØ K(a, b) sluqaænogo polØ η_{ρ0} vyqislØetsØ po formule (12).

Dokazatel~stvo. 1. Pust~ a i b – proizvol~nye nesovpada¸wie

fflementy iz H.

Po opredeleni¸, korrelØcionnaØ funkciØ K(a, b) sluqaænogo polØ η_{ρ0} vyqislØetsØ po formule K(a, b) = Mη_{ρ0} (a)η_{ρ0} (b) − Mη_{ρ0} (a)Mη_{ρ0} (b) √ Dη_{ρ0} (a)Dη_{ρ0} (b) . Ispol~zuØ dokazannye vyxe sootnoxeniØ (10) i (11), poluqaem, qto dostatoqno dokazat~ sledu¸wee ravenstvo:

Mη_{ρ0} (a)η_{ρ0} (b) =

F_γ (a) + F_γ (b)

F_γ (a)F_γ (b) ( F_γ (a) + F_γ (b) − F_γ (a ∧ b) ).

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 137 Dokaßem snaqala ffto ravenstvo v sluqae, kogda fflementy a i b sravnimy. Pust~, naprimer, a < b.

Poskol~ku a ∧ b = a, to sootnoxenie (40) prinimaet v fftom sluqae sledu¸wiæ vid:

Mη_{ρ0} (a)η_{ρ0} (b) =

F_γ (a) + F_γ (b) F_γ (a)F^2_γ (b) . Kak bylo pokazano v lemme 6.1, koneqnomernoe raspredelenie ν_{a,b} sluqaænogo polØ η_{ρ0} na Λ(a, b) sosredotoqeno na R^{Λ(a,b)}_+ . Togda, ispol~zuØ teoremu 2.4, poluqaem, qto mera ν_{a,b} predstavlØetsØ v vide summy ν_{a,b} = ν_{a,b} | | V^+_2 (a,b) + ν_{a,b} | | M^{int}(a,b)∩R^{Λ(a,b)}_+ , pri fftom mera ν_{a,b} | | |_{V +2 (a,b)} absol¸tno nepreryvna otnositel~no

mery Lebega λ_{V2(a,b)} s plotnost~¸ dν_{a,b} | | |_{V +2 (a,b)} dλ_{V2(a,b)} (x) = 1 √ 2 F_γ (a) · exp ( −x(b)F_γ (b) ) , a mera ν_{a,b} | | |_{Mint (a,b)∩} R^{Λ(a,b)} + absol¸tno nepreryvna otnositel~no

mery Lebega λ_RΛ(a,b) s plotnost~¸ dν_{a,b} | | |_{Mint(a,b)∩} R^{Λ(a,b)} + dλRΛ(a,b) (x) = F_γ (a) ( F_γ (b) − F_γ (a) ) × × exp ( −x(a)F_γ (a) − x(b)(F_γ (b) − F_γ (a)) ) . Togda imeet mesto ravenstvo Mηρ0 (a)ηρ0 (b) =^∫_{V +2 (a,b)} x(a)x(b)dνa,b(x) +^∫_{Mint(a,b)∩RΛ(a,b)+} x(a)x(b)dνa,b(x) = = 1 √ 2 Fγ (a) · ∫ V^+_2 (a,b)

x(a)^2 exp^(−Fγ (b)x(b)^)dλV_2(a,b)(x)+ +Fγ (a) ( Fγ (b) − Fγ (a) ) ×

138 L. B. BE`NENSON × ∫ M^{int}(a,b)∩R^{Λ(a,b)}_+ x(a)x(b) exp^(−Fγ (a)x(a) − (Fγ (b) − Fγ (a))x(b)^)dλ_RΛ(a,b) (x) = = Fγ (a) · +∞∫ 0 x2 exp ( −Fγ (b)x ) dx+

+Fγ (a) ( Fγ (b) − Fγ (a) )^{+∞}∫ 0 dx1 x_1∫

0 x1x2 exp ( −Fγ (a)x_1 − (Fγ (b) − Fγ (a))x_2 ) dx2 =

= 2Fγ(a) F 3γ (b) + ( Fγ (b) + 2Fγ (a) )( Fγ (b) − Fγ (a) ) F 3γ (b)Fγ (a) =

= Fγ (b) + Fγ (a) F 2γ (b)Fγ (a) . Takim obrazom, my dokazali, qto vypolnØetsØ sootnoxenie (40).

Ots¸da poluqaem, qto v sluqae, kogda a < b, korrelØcionnaØ funkciØ K(a, b) vyqislØetsØ po formule (12).

2. Dokaßem teper~ ravenstvo (40) v sluqae, kogda fflementy a i b nesravnimy. Pust~ c = a ∧ b.

Poskol~ku konus M(a, b) v fftom sluqae opisyvaetsØ sootnoxeniem

M(a, b) = {x ∈ R^{Λ(a,b)} : x(a) ≥ x(c), x(b) ≥ x(c)},

to granØmi konusa M(a, b) budut mnoßestva

Γ_0 = M(a, b), Γ_1 = V_2(a, c), Γ_2 = V_2(b, c) i Γ_{12} = Γ_1 ∩Γ_2 = V_3(a, b),

pri fftom vnutrennimi qastØmi fftih graneæ budut mnoßestva Γint1 = Γ1\Γ12 = V2(a, c)\V3(a, b), Γint0 = Mint(a, b), Γint2 = Γ2\Γ12 = V2(b, c)\V3(a, b) Γint12 = Γ12 = V3(a, b) . Kak bylo pokazano v lemme 6.1, koneqnomernoe raspredelenie

ν_{a,b} sluqaænogo polØ η_{ρ0} na Λ(a, b) sosredotoqeno na R^{Λ(a,b)}_+ .

Poloßim dlØ l¸byh poloßitel~nyh x_1, x_2, x_3 g ( x_1, x_2, x_{12} ) = exp ( −F_γ (c)x_{12}−(F_γ (a)−F_γ (c))x_1−(F_γ (b)−F_γ (c))x_2 ) .

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 139 Togda, ispol~zuØ teoremu 2.4, poluqaem, qto mera ν_{a,b} predstavlØetsØ v vide summy νa,b = νa,b | |_{Γint0 ∩}R_{Λ(a,b)+} +νa,b | |_{Γint1 ∩}R_{Λ(a,b)+} +νa,b | |_{Γint2 ∩}R_{Λ(a,b)+} +νa,b | |_{Γint12 ∩}R_{Λ(a,b)+} = = νa,b | |_{Mint(a,b)∩}R_{Λ(a,b)+} +ν_{a,b} | |_{V +2 (a,c)\V3 (a,b)} +ν_{a,b} | |_{V +2 (b,c)\V3(a,b)} +ν_{a,b} | |_{V +3 (a,b)}, pri fftom mera ν_{a,b} | | |_{Mint(a,b)∩} R^{Λ(a,b)} + absol¸tno nepreryvna otnosi-

tel~no mery Lebega λ_RΛ(a,b)_+ i ee plotnost~ v l¸boæ toqke x iz

Γ^{int}_0 ∩ R^{Λ(a,b)}_+ ravna dν_{a,b} | | |_{Γint0 ∩} R^{Λ(a,b)} + dλRΛ(a,b)_+ (x) =

= q(Γ_0)F_γ (c) ( F_γ (a) − F_γ (c) )( F_γ (b) − F_γ (c) ) · g ( x(a), x(b), x(c) ) , mera ν_{a,b} | |_{V +2 (a,c)\V3(a,b)} absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery

Lebega λ_{V2(a,c)} i ee plotnost~ v l¸boæ toqke x iz V^+_2 (a, c)\V_3(a, b) ravna dν_{a,b} | |_{V +2 (a,c)\V3(a,b)} dλ_{V2(a,c)} (x) = q(Γ_1)F_γ (c) ( F_γ (b)−F_γ (c) ) ·g ( x(a), x(b), x(c) ) , mera ν_{a,b} | | |_{V +2 (b,c)\V3(a,b)} absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery

Lebega λ_{V2(b,c)} i ee plotnost~ v l¸boæ toqke x iz V^+_2 (b, c)\V_3(a, b) ravna dν_{a,b} | | |_{V +2 (b,c)\V3(a,b)} dλ_{V2(a,c)} (x) = q(Γ_2)F_γ (c) ( F_γ (a)−F_γ (c) ) ·g ( x(a), x(b), x(c) ) , i mera ν_{a,b} | | |_{V +3 (a,b)} absol¸tno nepreryvna otnositel~no mery Le-

bega λ_{V3(a,b)} i ee plotnost~ v l¸boæ toqke x iz V^+_3 (a, b) ravna dν_{a,b} | | |_{V +3 (a,b)} dλ_{V3(a,b)} (x) = q(Γ_{12})F_γ (c) · g ( x(a), x(b), x(c) ) ,

140 L. B. BE`NENSON gde q(Γ_0) = 1, q(Γ_1) = q(Γ_2) =^1√_2 , q(Γ_{12}) =^1√_3 .

Ots¸da poluqaem, qto imeet mesto ravenstvo Mηρ0 (a)ηρ0 (b) =^∫_{Mint(a,b)∩RΛ(a,b)+} x(a)x(b)dνa,b(x)+^∫_{V +2 (a,c)\V3 (a,b)}x(a)x(b)dνa,b(x)+ + ∫ V^+_2 (b,c)\V_3(a,b) x(a)x(b)dνa,b(x) +^∫_{V +3 (a,b)} x(a)x(b)dνa,b(x) = = Fγ (c) ( Fγ (a) − Fγ (c) )( Fγ (b) − Fγ (c) ) × × ∫ M^{int}(a,b)∩R^{Λ(a,b)}_+ x(a)x(b)g^(x(a), x(b), x(c)^)dλ_RΛ(a,b)_+ + + 1 √ 2 Fγ (c) ( Fγ (b) − Fγ (c) ) · ∫ V^+_2 (a,c)\V_3(a,b)

x(a)x(b)g^(x(a), x(b), x(c)^)dλV_2(a,c)+ + 1 √ 2 Fγ (c) ( Fγ (a) − Fγ (c) ) · ∫ V^+_2 (b,c)\V_3(a,b)

x(a)x(b)g^(x(a), x(b), x(c)^)dλV_2(b,c)+ + 1 √ 3 Fγ (c) · ∫ V^+_3 (a,b)

x(a)x(b)g^(x(a), x(b), x(c)^)dλV_3(a,b) = = Fγ (c) ( Fγ (a) − Fγ (c) )( Fγ (b) − Fγ (c) ) · +∞∫ 0 dx3 x_3∫

0 dx1 x_3∫

0 x1x2g(x1, x2, x3)dx2+

+Fγ (c) ( Fγ (b) − Fγ (c) ) · +∞∫ 0 dx2 x_2∫

0 x1x2g(x1, x2, x1)dx1+

+Fγ (c) ( Fγ (a) − Fγ (c) ) · +∞∫ 0 dx1 x_1∫

0 x1x2g(x1, x2, x2)dx2+

+Fγ (c) · +∞∫ 0 x2g(x, x, x)dx. VyqislØØ vloßennye integraly v pravoæ qasti fftogo ravenstva i privodØ podobnye, poluqaem, qto matematiqeskoe oßidanie

Mη_{ρ0} (a)η_{ρ0} (b) udovletvorØet sootnoxeni¸ (40).

Ots¸da poluqaem, qto i v sluqae kogda fflementy a i b nesravnimy, korrelØcionnaØ funkciØ K(a, b) sluqaænogo polØ η_{ρ0} vyqislØetsØ po formule (12).

Lemma dokazana.

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 141 7. Dokazatel~stvo teoremy 2.6

Tak kak koneqno-additivnaØ mera γ opredelena i koneqna na vseh glavnyh idealah QUM H, to ona takße opredelena i koneqna na vseh mnoßestvah iz algebry A_0(H), poroßdaemoæ glavnymi idealami.

Dokaßem snaqala teoremu 2.6 v sluqae, kogda H – ∧-polurexetka.

Opredelim λ_+ = λ | | R+ – ograniqenie mery Lebega λ na R_+, i

ρ_0 = γ × λ_+ – meru na B( ^H), ØvlØ¸wu¸sØ prØmym proizvedeniem

mery γ na A_0(H) i mery λ_+ na B(R). Togda, poskol~ku korrelØcionnaØ funkciØ sluqaænogo polØ vsegda poloßitel~no opredelena, to neposredstvenno iz utverßdeniØ 2 teoremy 2.5 vytekaet, qto v sluqae, kogda H – ∧-polurexetka, funkciØ K_γ (a, b), zadavaemaØ formuloæ (15), ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda qastiqno uporØdoqennoe mnoßestvo H ne ØvlØetsØ ∧-polurexetkoæ.

Pust~ L = A_0(H) ∩ L_0(H). Oqevidno, dlØ vseh idealov I iz L mera γ(I) opredelena i koneqna.

Po opredeleni¸, mnoßestvo L zamknuto otnositel~no obrazovaniØ ob¨edineniæ i pereseqeniæ. Krome togo, mnoßestvo L ØvlØetsØ qastiqno uporØdoqennym po otnoxeni¸ vkl¸qeniØ, pri fftom dlØ l¸byh idealov I_1 i I_2 iz L imeet mesto ravenstvo

I_1 ∧ I_2 = I_1 ∩ I_2, a znaqit, mnoßestvo L ØvlØetsØ ∧-polurexetkoæ.

Opredelim otobraßenie φ : H → L, dlØ l¸bogo a iz H polagaØ φ(a)^{df}= I_H (a).

Togda dlØ l¸bogo ideala I iz L imeet mesto ravenstvo { a ∈ H : φ(a) ∈ I_L(I) } = {a ∈ H : φ(a) ⊂ I} = {a ∈ H : IH (a) ⊂ I} = I. (41) Poskol~ku algebra mnoßestv A_0(L) poroßdaetsØ glavnymi idealami QUM L, to otobraßenie φ ØvlØetsØ (A_0(H), A_0(L))- izmerimym.

Opredelim na algebre mnoßestv A_0(L) koneqno-additivnu¸ meru ϑ kak obraz mery γ pri otobraßenii φ, tem samym dlØ l¸bogo mnoßestva M iz A_0(L) polagaem ϑ(M )^{df}= γ ( {a ∈ H : φ(a) ∈ M } ) . Po opredeleni¸, mera ϑ ØvlØetsØ koneqno-additivnoæ i neotricatel~noæ na L, pri fftom iz formuly (41) poluqaem, qto dlØ

142 L. B. BE`NENSON l¸bogo I iz L imeet mesto ravenstvo ϑ ( I_L(I) ) = γ(I).

Opredelim funkci¸ K_ϑ(I, J) na L, polagaØ dlØ l¸byh I i J iz L K_ϑ(I, J) = ϑ ( I_L(I) ∩ I_L(J) ) ϑ ( I_L(I) ∪ I_L(J) ) . Tak kak L est~ ∧-polurexetka, a ϑ – neotricatel~naØ koneqnoadditivnaØ mera na A_0(L), to, kak bylo pokazano vyxe, funkciØ

K_ϑ(I, J) ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ na L.

Pust~ a i b – proizvol~nye fflementy iz H, J_a = I_H (a) i J_b =

I_H (b) – idealy iz L.

Togda, poskol~ku dlØ l¸bogo I iz L imeet mesto ravenstvo ϑ ( I_L(I) ) = γ(I), to vypolnØetsØ sootnoxenie

K_ϑ(J_a, J_b) = ϑ ( I_L(J_a) ∩ I_L(J_b) ) ϑ ( I_L(J_a) ∪ I_L(J_b) ) =

= ϑ ( I_L(J_a ∩ J_b) ) ϑ ( I_L(J_a) ) + ϑ ( I_L(J_b) ) − ϑ ( I_L(J_a ∩ J_b) ) =

= γ(J_a ∩ J_b) γ(J_a) + γ(J_b) − γ(J_a ∩ J_b) = γ ( I_H (a) ∩ I_H (b) ) γ ( I_H (a) ∪ I_H (b) ) = K_γ (a, b). Ots¸da poluqaem, qto dlØ l¸byh fflementov a i b iz mnoßestva H imeet mesto ravenstvo K_γ (a, b) = K_ϑ ( I_H (a), I_H (b) ) , a znaqit, funkciØ K_γ (a, b) ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ na H.

Teorema 2.6. dokazana.

Literatura 1. M. A. Antonec, I. A. Xerexevskiæ, Bezgraniqno delimye raspredeleniØ

veroØtnosteæ na rexetkah. — Algebra i analiz 5, vyp. 6 (1993), 39–68.

2. G. Birkgof, TeoriØ rexetok. — M., Nauka (1984).

3. A. Brensted, Vvedenie v teori¸ vypuklyh mnogogrannikov. — M., Mir (1988).

4. V. A. Emeliqev, M. M. Kovalev, M. K. Kravcov, Mnogogranniki, grafy,

optimizaciØ. — M., Nauka (1981).

MONOTONNO NEVOZRASTAıWIE SLUQA`NYE POL˚ 143 5. A. Shreæver, TeoriØ lineænogo programmirovaniØ i celoqislennogo li-

neænogo programmirovaniØ. — M., Mir (1991).

6. G. Federer, GeometriqeskaØ teoriØ mery. — M., Nauka (1987).

Beinenson L. B. Monotone nonincreasing random fields on posets. I. For an arbitrary poset H and measure ρ on H × R (where R is the real axis), we construct a monotone decreasing stochastic field η_ρ and calculate finite-dimensional distributions of the field. In the case where H is a ∧-semilattice and the measure ρ satisfies additional conditions, we calculate characteristics of the field η_ρ such as the expectation of the field value at a point, variance of the field value at a point, and correlation function of the field.

The described construction for random fields gives a new method for constructing positively defined functions on posets.

Postupilo 7 i¸lØ 2003 g.

Nißegorodskoe agenstvo naukoemkih tehnologiæ

E-mail: LeonidBLB@nant.appl.sci-nnov.ru