Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 299, 2003 g.

V. O. Manturov

O RASPOZNAVANII VIRTUAL^NYH KOS

§1. Vvedenie

Naqnem s vvedeniØ osnovnyh opredeleniæ i oboznaqeniæ (opredeleniØ moßno naæti takße v [6]).

Opredelenie 1. Diagrammoæ virtual~noæ kosy iz n niteæ budem

nazyvat~ mnoßestvo gladkih krivyh (niteæ) na ploskosti Oxy, iduwih ot prØmoæ y = 0 k prØmoæ y = 1 i ne ime¸wih gorizontal~- nyh kasatel~nyh, takih, qto:

1. koncy liniæ obrazu¸t mnoßestvo (i, 0), (j, 1), i, j = 1, . . . , n;

nikakie dve niti ne ime¸t obwih koncov; 2. nikakie dve niti ne ime¸t toqek kasaniØ; 3. ne suwestvuet sloßnyh (troænyh, qetvernyh i t.d.) toqek pereseqeniØ niteæ: vse toqki pereseqeniØ ØvlØ¸tsØ dvoænymi; koliqestvo takih toqek koneqno.

Krome togo, v kaßdom pereseqenii (perekrestke) ustanavlivaetsØ sledu¸waØ struktura. Perekrestok ØvlØetsØ libo klassiqeskim, t.e. v nem skazano, kakaØ nit~ idet vyxe (obrazuet perehod), a kakaØ – niße (obrazuet prohod), sm. ris. 1a, libo virtual~nym. Virtual~nye perekrestki pomeqa¸tsØ krußoqkom, sm. ris. 1b.

Ris. 1. a) Perekrestok; b) virtual~nyæ perekrestok; v) diagramma virtual~noæ kosy.

Esli pri fftom kaßdye dve razliqnye toqki pereseqeniØ niteæ ime¸t razliqnye ordinaty, to diagramma nazyvaetsØ regulØrnoæ. 267

268 V. O. MANTUROV

Primer diagrammy virtual~noæ kosy pokazan na ris. 1v.

Zameqanie 1. V dal~neæxem budem oboznaqat~ qislo niteæ vir-

tual~noæ kosy qerez n, esli ne ogovoreno protivnoe.

Opredelenie 2. Nazovem virtual~noæ kosoæ klass ffkvivalentno-

sti diagramm virtual~nyh kos otnositel~no sledu¸wih preobrazovaniæ:

1. nepreryvnyh deformaciæ v klasse diagramm (byt~ moßet, ne regulØrnyh) virtual~nyh kos;

2. klassiqeskih i virtual~nyh variantov II preobrazovaniØ Raædemaæstera, sm. ris. 2.

3. klassiqeskogo, poluklassiqeskogo i virtual~nogo variantov III preobrazovaniØ Raædemaæstera, sm. ris. 3.

Ris. 2. Varianty II preobrazovaniØ Raædemaæstera

Ris. 3. Varianty III preobrazovaniØ Raædemaæstera

Zameqanie 2. Obratim vnimanie qitatelØ na to, qto pohoßiæ

variant III preobrazovaniØ Raædemaæstera s 1 virtual~nym i 2 klassiqeskimi perekrestkami, pokazannyæ na ris. 4, ØvlØetsØ zaprewennym, t.e. ne vkl¸qen v spisok preobrazovaniæ. V dal~- neæxem budet pokazano, qto ffto zaprewennoe preobrazovanie ne moßet byt~ predstavleno v vide kompozicii opisannyh vyxe

O RASPOZNAVANII VIRTUAL^NYH KOS 269

preobrazovaniæ.

Ris. 4. Zaprewennoe preobrazovanie

Zameqanie 3. V dal~neæxem dlØ oboznaqeniØ regulØrnyh dia-

gramm virtual~nyh kos i sootvetstvu¸wih im slov–kos (sm. opredelenie niße) my budem ispol~zovat~ greqeskie bukvy (vozmoßno, s indeksami). DlØ virtual~nyh kos budem ispol~zovat~ latinskie bukvy.

Zameqanie 4. My inogda budem ispol~zovat~ termin “nit~

slova-kosy”, podrazumevaØ pod fftim nit~ sootvetstvu¸weæ virtual~noæ kosy.

Tak ße, kak i obyqnye kosy, virtual~nye kosy nesut v sebe strukturu gruppy. Pereædem k opisani¸ zadaniØ virtual~nyh kos slovami i zadadim kopredstavlenie fftoæ gruppy.

Deæstvitel~no, po regulØrnoæ diagramme virtual~noæ kosy iz n niteæ moßno vypisat~ slovo-kosu v alfavite σ_1, . . ., σ_{n−1}, σ^{−1}_1 , . . . , σ^{−1}_n , ζ_1, . . . , ζ_{n−1} sledu¸wim obrazom.

Budem dvigat~sØ vdol~ Oy ot toqki (0, 1) k toqke (0, 0) i fiksirovat~ urovni y = t ∈ [0, 1], soderßawie perekrestki. Kaßdyæ perekrestok sootvetstvuet perestanovke niteæ s nomerami i i

i + 1 dlØ nekotorogo i ∈ {1, . . ., n − 1}. Esli perekrestok ØvlØetsØ

virtual~nym, zapixem bukvu ζ_i. V protivnom sluqae zapixem σ_i, esli perehod sootvetstvuet napravleni¸ “severo-vostok – ¸gozapad”, i σ^{−1}_i inaqe.

Takim obrazom, my zapisali slovo-kosu po zadannoæ regulØr-

270 V. O. MANTUROV

noæ diagramme virtual~noæ kosy, sm. ris. 5.

Ris. 5. Diagramma virtual~noæ kosy i sootvetstvu¸wee slovo-kosa

Opixem teper~ strukturu gruppy V B_n na mnoßestve virtual~nyh kos iz n niteæ, sm., napr., [6, 5]. Oqevidno, qto virtual~nye kosy moßno umnoßat~ analogiqno obyqnym kosam, raspolagaØ odnu kosu nad drugoæ i izmenØØ masxtab vdol~ osi Oy. Rol~ ediniqnoæ (trivial~noæ) kosy igraet kosa, sostoØwaØ iz vseh vertikal~nyh nepereseka¸wihsØ niteæ.

Rol~ operacii vzØtiØ obratnogo igraet otraßenie kosy otnositel~no osi {y = 1/2}, sm. ris. 6.

Ris. 6. Operacii v gruppe virtual~nyh kos

Pust~ σ_i – kosa, vse niti kotoroæ, krome i i i+1, vertikal~ny, a niti i i i + 1 obrazu¸t perekrestok s perehodom v napravlenii severo-vostok – ¸go-zapad.

Pust~ ζ_i – kosa, vse niti kotoroæ, krome i i i+1, vertikal~ny, a niti i i i+1 pereseka¸tsØ, obrazu¸ virtual~nyæ perekrestok. Kak pokazano na ris. 5, fflementy σ_i i ζ_i sostavlØ¸t polnyæ spisok obrazu¸wih rassmatrivaemoæ gruppy V B_n.

Zametim, qto gruppa, poroßdennaØ lix~ klassiqeskimi obrazu¸wimi σ_i i profaktorizovannaØ tol~ko po klassiqeskim sootnoxeniØm – ffto v toqnosti gruppa kos B_n. V dal~neæxem my dokaßem i bolee obwee utverßdenie o tom, qto podgruppa gruppy

O RASPOZNAVANII VIRTUAL^NYH KOS 271

V B_N , natØnutaØ lix~ na σ_i, – ffto takße gruppa B_n, t.e. “virtu-

al~naØ ffkvivalentnost~” sovpadaet s “klassiqeskoæ ffkvivalentnost~¸”. Podgruppa gruppy V B_n, natØnutaØ na obrazu¸wie ζ_i – ffto v toqnosti gruppa perestanovok S_n.

Sformuliruem lemmu, kotoru¸ my budem ispol~zovat~ v dal~neæxem.

Lemma 1 [6]. Gruppa virtual~nyh kos s obrazu¸wimi σi, ζi, i =

1, . . . , n − 1, dopuskaet sledu¸wu¸ sistemu opredelØ¸wih sootno-

xeniæ:

1. sootnoxeniØ klassiqeskoæ gruppy kos:

σ_iσ_j = σ_jσ_i dlØ |i − j| > 1, σ_iσ_{i+1}σ_i = σ_{i+1}σ_iσ_{i+1};

2. sootnoxeniØ gruppy perestanovok:

ζ_iζ_j = ζ_j ζ_i dlØ |i − j| > 1, ζ_iζ_{i+1}ζ_i = ζ_{i+1}ζ_iζ_{i+1}, i ζ^2_i = e;

3. smexannye sootnoxeniØ:

σ_iζ_j = ζ_jσ_i dlØ |i − j| > 1, ζ_iζ_{i+1}σ_i = σ_{i+1}ζ_iζ_{i+1}.

Vse opisannye sootvetstviØ legko mogut byt~ poluqeny iz preobrazovaniæ ploskosti i preobrazovaniæ Raædemaæstera.

Glavnym voprosom nastoØweæ raboty ØvlØetsØ sledu¸wiæ vopros raspoznavaniØ: kak raspoznat~, zada¸t li dve razliqnye (regulØrnye) diagrammy virtual~nyh kos β_1 i β_2 odnu i tu ße kosu b?

Qastiqnym otvetom na fftot vopros ØvlØetsØ postroenie invarianta gruppy virtual~nyh kos, t.e. takoæ funkcii na regulØrnyh diagrammah virtual~nyh kos (kosah-slovah), kotoraØ ØvlØetsØ invariantnoæ otnositel~no vseh sootnoxeniæ gruppy virtual~nyh kos. V fftom sluqae, esli dlØ invarianta f imeem f(β_1) ≠ f(β_2), to diagrammy β_1 i β_2 zada¸t dve razliqnye (neizotopnye) kosy.

§2. Postroenie glavnogo invarianta

V nastoØwem razdele my dadim obobwenie polnogo invarianta klassiqeskoæ gruppy kos, predloßennogo v [3], na sluqaæ virtual~nyh kos.

Fiksiruem nekotoroe natural~noe n. Pust~ G – svobodnaØ gruppa s obrazu¸wimi a_1 . . . , a_n, t. Oboznaqim qerez E_i mnoßestvo klassov smeßnosti {a_i}\G dlØ i = 1, . . . , n.

272 V. O. MANTUROV

Opredelenie 3. Nazovem virtual~noæ n-sistemoæ mnoßestvo

fflementov (e_1 ∈ E_1, e_2 ∈ E_2, . . . , e_n ∈ E_n).

Cel~¸ nastoØwego razdela ØvlØetsØ postroenie invariantnogo otobraßeniØ (ne ØvlØ¸wegosØ gomeomorfizmom) iz mnoßestva vseh virtual~nyh kos iz n niteæ vo mnoßestvo vseh virtual~nyh n-sistem.

Pust~ β – nekotoroe slovo-kosa. Budem stroit~ sootvetstvu- ¸wu¸ virtual~nu¸ n-sistemu f(β) sledu¸wim obrazom. My budem xag za xagom stroit~ znaqenie funkcii f(βψ) po znaqeni¸ funkcii f(β), gde ψ – nekotoraØ obrazu¸waØ σ_i libo ζ_i.

Snaqala rassmotrim pustoe slovo, zada¸wee trivial~nu¸ kosu, i sopostavim emu n klassov smeßnosti ediniqnogo fflementa G: ⟨e, e, . . . , e⟩. Itak, my opredelili f(e) := ⟨e, e, . . . , e⟩. Budem teper~ qitat~ slovo β i vypisyvat~ sootvetstvu¸wu¸ virtual~nu¸ n-sistemu. Esli pervaØ obrazu¸waØ fftogo slova – ffto ζ_i, to ostavim vse slova n-sistemy, krome e_i, e_{i+1}, bez izmeneniØ.^1 �lement e_i stanovitsØ ravnym t, a fflement e_{i+1} prevrawaetsØ v t^{−1}. V sluqae, esli pervaØ bukva – σ_i, to vse fflementy, krome e_{i+1}, osta¸tsØ neizmennymi, a e_{i+1} prevrawaetsØ a^{−1}_i . Nakonec, esli pervaØ bukva – ffto σ^{−1}_i , to edinstvennym izmenØ- ¸wimsØ fflementom ØvlØetsØ e_i: on stanovitsØ ravnym a_{i+1}.

Procedura perestroæki slova po kaßdoæ sledu¸weæ bukve takova. Oboznaqim indeks fftoæ bukvy qerez i. Predpoloßim, qto nit~, podhodØwaØ sleva-sverhu k fftomu perekrestku, naqinaetsØ v toqke (p, 1), a nit~, podhodØwaØ sprava-sverhu – v toqke

(q, 1). Pust~ e_p = P, e_q = Q, gde P, Q – nekotorye slova, predsta-

vlØ¸wie sootvetstvu¸wie smeßnye klassy. Posle prohoßdeniØ rassmatrivaemogo perekrestka vse smeßnye klassy, krome e_p, e_q, osta¸tsØ neizmennymi. Krome togo, esli rassmatrivaemaØ nami bukva byla ζ_i, to e_p stanovitsØ ravnym P · t, a e_q prevrawaetsØ v Q · t^{−1}. Esli ße ffto – bukva σ_i, to e_p ostaetsØ toæ ße samoæ, a e_q prevrawaetsØ v QP^{−1}a^{−1}_p P . Nakonec, esli rassmatrivaemaØ bukva – ffto σ^{−1}_i , to fflement e_q ostaetsØ neizmennym, a e_p prevrewaetsØ P Qa_qP^{−1}. Zametim, qto opisannaØ operaciØ opredelena korrektno. Deæstvitel~no, vzØv vmesto slov P, Q slova a^l_pP, a^m_q Q,

1Zdes~ i dalee budem zapisyvat~ smeßnye klassy fflementov mnoßestv

Ei ih predstavitelØmi v G.

O RASPOZNAVANII VIRTUAL^NYH KOS 273

my poluqim: v pervom sluqae a^l_pP t ∼ P t, a^m_q Qt^{−1} ∼ Qt^{−1}, vo vtorom sluqae a^l_pP ∼ P, a^m_q QP^{−1}a^{−l}_p a^{−1}_p a^l_pP = a^m_q QP^{−1}a^{−1}_p P ∼ QP^{−1}a^{−1}_p P, i v tret~em sluqae a^l_pP Q^{−1}a^{−m}_q a^{−1}_q a^m_q P = a^l_pP Q^{−1}a^{−1}_q Q ∼ P Q^{−1}a^{−1}_q Q, a^m_q Q ∼ Q. Takim obrazom, my opredelili otobraßenie f iz mnoßestva vseh (regulØrnyh) diagramm virtual~nyh kos v mnoßestvo virtual~nyh n-sistem.

Zametim, qto pri rassmotrenii regulØrnyh diagramm klassiqeskih kos (bez virtual~nyh perekrestkov) vse komponenty sootvetstvu¸weæ n-sistemy ne budut soderßat~ peremennoæ t. Sledovatel~no, dlØ takih diagramm moßno sqitat~, qto funkciØ f prinimaet lix~ znaqeniØ vida (e_1 ∈ E^′_1, . . . , e_n ∈ E^′_n), gde E^′_i = E_i/{[t]}. Sformuliruem vaßnu¸ teoremu.

Teorema 0 (dokazatel~stvo sm. v [3]). FunkciØ f ØvlØetsØ pol-

nym invariantom gruppy klassiqeskih kos, t.e. ustanavlivaet odnoznaqnoe sootvetstvie meßdu klassami ffkvivalentnosti diagramm klassiqeskih kos po sootnoxeniØm gruppy klassiqeskih kos i fflementami nekotorogo podmnoßestva iz (E^′_1, . . . , E^′_n).

Teorema 1. FunkciØ f ØvlØetsØ invariantom virtual~nyh kos,

t.e. esli diagrammy β_1 i β_2 zada¸t odnu i tu ße kosu β, to f(β_1) = f(β_2).

Dokazatel~stvo. Nam nußno pokazat~, qto funkciØ f, oprede-

lennaØ na diagrammah virtual~nyh kos, ØvlØetsØ invariantnoæ otnositel~no vseh sootnoxeniæ gruppy virtual~nyh kos. DlØ fftogo dostatoqno dokazat~ sledu¸wee utverßdenie.

Utverßdenie A. DlØ slov β1 = βγ1 i β2 = βγ2, gde γ1 = γ2 –

sootnoxenie gruppy virtual~nyh kos, imeem: f(β_1) = f(β_2).

Dokazav utverßdenie A, poluqaem f(β_1δ) = f(β_1δ) dlØ proizvol~nogo δ, tak kak znaqenie funkcii f(β_1δ) (tak ße kak i f(β_2δ)) stroitsØ xag za xagom, t.e. znaØ znaqenie f(β_1) i slovo-kosu δ,

274 V. O. MANTUROV

my moßem vyqislit~ znaqenie f(β_1δ). Takim obrazom, dlØ kaßdyh slov-kos β, δ i dlØ kaßdogo sootnoxeniØ γ_1 = γ_2 my dokaßem, qto f(βγ_1 δ) = f(βγ_2δ). �to zaverxit dokazatel~stvo teore- my. Dokazatel~stvo utverßdeniØ A. Rassmotrim vse sootnoxeniØ

virtual~noæ gruppy kos. Proverka dlØ sootnoxeniØ dal~neæ kommutativnosti σ_iσ_j = σ_jσ_i dlØ |i − j| ¿ 2 oqevidna: vse qetyre niti, zadeæstvovannye v fftom preobrazovanii, razliqny, sledovatel~no, porØdok rassmotreniØ perekrestkov nesuwestvennen. To ße samoe moßno skazat~ i o drugih sootnoxeniØh kommutativnosti, otnosØwihsØ k odnoæ σ i odnoæ ζ ili k dvum ζ.

Pokaßem teper~ invariantnost~ funkcii f pri primenenii preobrazovaniØ, sootvetstvu¸wego sootnoxeni¸ ζ^2_i = e.

Deæstvitel~no, pust~ β – nekotoroe slovo-kosa, a β_1 = βζ^2_i dlØ nekotorogo i. Pust~

f(β) = (P_1, . . . , P_n), f(β_1) = (P^′_1, . . ., P^′_n).

Oboznaqim qerez p i q nomera niteæ, pohodØwih k perekrestku sverhu sleva i sverhu sprava. Oqevidno, qto dlØ l¸bogo j ≠ p, q my imeem P_j = P^′_j. Krome togo,

P^′_p = (P_p · t) · t^{−1} = P_p, P^′_q = (P_q · t^{−1}) · t = P_q.

Rassmotrim teper~ sluqaæ β_1 = β · σ_i · σ^{−1}_i (s oqevidnost~¸, sluqaæ b_1 = βσ^{−1}_i σ_i polnost~¸ analogiqen fftomu). Kak i ran~xe, oboznaqim f(β) qerez (. . . P_i . . . ), f(β_1) – qerez (. . . P^′_i . . . ). Pust~

p, q – sootvetstvu¸wie nomera niteæ. My imeem: P^′_j = P_j dlØ j ≠ p, q. Takße ponØtno, qto P_p = P^′_p. (�to sleduet iz opredele-

niØ funkcii f, tak kak p-Ø nit~ dvaßdy obrazuet perekrestok.) Takim obrazom,

P^′_q = (P_q P^{−1}_p a^{−1}_p P_p)P^{−1}_p a_pP_p = P_q.

Pereædem teper~ k variantam III preobrazovaniØ Raædemaæstera. Pust~ β – slovo-kosa,

β_1 = βζ_iζ_{i+1}ζ_i, β_2 = βζ_{i+1}ζ_iζ_{i+1}.

Pust~ p, q, r – global~nye (sqitanye ot osi y = 1) nomera niteæ, zanima¸wih pozicii n, n + 1, n + 2 nißnem rØdu kosy b.

O RASPOZNAVANII VIRTUAL^NYH KOS 275

Oboznaqim f(β) qerez (P_1, . . ., P_n), f(β_1) – qerez (P^1_1 , . . ., P^1_n), a

f(β_2) – qerez (P^2_1 , . . . , P^2_n). Oqevidno, qto P_i = P^1_i = P^2_i ∀i ≠ p, q, r.

PrØmye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto

P^1_p = P^2_p = P_p · t^2, P^1_q = P^2_q = P_q i P^1_r = P^2_r = P_r · t^{−2}.

Rassmotrim smexannoe preobrazovanie, ispol~zuØ te ße oboznaqeniØ, qto i ranee:

β_1 = βζ_iζ_{i+1}σ_i, β_2 = σ_{i+1}ζ_iζ_{i+1}.

Kak i ranee, P^1_j = P^2_j = P_j dlØ vseh j ≠ p, q, r. Netrudnye podsqety pokazyva¸t, qto

P^1_p = P_pt^2, P^1_q = P_qt^{−1},

P^1_r = P_rt^{−1}(P_q t^{−1})^{−1}a^{−1}_q (P_qt^{−1}) = P_rP_qa^{−1}_q P_qt^{−1} i P^2_p = P_pt^2, P^2_q = P_qt^{−1}, P^2_r = P_rP^{−1}_q a^{−1}_q P_q.

Nakonec, v sluqae III “klassiqeskogo” preobrazovaniØ

β_1 = βσ_iσ_{i+1}σ_i, β_2 = βσ_{i+1}σ_iσ_{i+1}

(oboznaqeniØ te ße) imeem ∀j ≠ p, q, r : P^1_j = P^2_j = P_j. Krome togo, poskol~ku niti s nomerom p v oboih sluqaØh obrazu¸t perehod, imeem P^1_p = P^2_p = P_p. Takim obrazom,

P^1_q = P_qP^{−1}_p a^{−1}_p P_p,

P^1_r = (P_rP^{−1}_p a^{−1}_p P_p) · (P_qP^{−1}_p a^{−1}_p P_p)^{−1}a^{−1}_q (P_qP^{−1}_p a^{−1}_p P_p)

= P_rP^−1_q a^−1_q P_qP^−1_p a^−1_p P_p i P^2_q = P_qP^{−1}_p a^{−1}_p P_p, P^2_r = P_rP^{−1}_q a^{−1}_q P_qP^{−1}_p a^{−1}_p P_p.

Kak vidno, okonqatel~nye rezul~taty sovpada¸t, qto zaverxaet dokazatel~stvo teoremy. •

Takim obrazom, my pokazali, qto f ØvlØetsØ invariantom virtual~nyh kos, t.e. dlØ zadannoæ virtual~noæ kosy b znaqenie invarianta f ne zavisit ot diagrammy, predstavlØ¸weæ fftu kosu. Pofftomu my moßem pisat~ prosto f(b).

276 V. O. MANTUROV

Zameqanie 5. V deæstvitel~nosti my moßem rassmatrivat~ f

kak funkci¸ so znaqeniØmi ne v (E_1, . . . , E_n), a v n ffkzemplØrah gruppy G: dokazatel~stvo invariantnosti doslovno povtorØetsØ dlØ (G, . . . , G). PredloßennaØ konstrukciØ (E_1, . . . , E_n) opisana dlØ udobstva dal~neæxego izloßeniØ.

§3. Pervye sledstviØ

Klassiqeskie kosy (t.e. kosy bez virtual~nyh pereseqeniæ) mogut byt~ rassmotreny s toqnost~¸ do dvuh otnoxeniæ ffkvivalentnosti: klassiqeskoæ (obrazovannoæ lix~ klassiqeskimi sootnoxeniØmi) i virtual~noæ (obrazovannoæ vsemi sootnoxeniØmi).

Pokaßem, qto na samom dele ffti sootnoxeniØ ffkvivalentnosti sovpada¸t (fftot fakt vytekaet iz raboty [2], kotoraØ byla napisana, kogda virtual~nye kosy ewe ne byli opredeleny).

Teorema 2. Dve virtual~no ffkvivalentnye klassiqeskie kosy b1

i b_2 ØvlØ¸tsØ klassiqeski-ffkvivalentnymi.

Dokazatel~stvo. Tak kak kosa b1 virtual~no ffkvivalentna kose

b_2, my imeem f(b_1) = f(b_2). PrinimaØ vo vnimanie, qto f ØvlØetsØ

polnym invariantom na mnoßestve klassiqeskih kos, my imeem

b_1 = b_2 (v smysle klassiqeskoæ ffkvivalentnosti).

Kak ob¨Øvleno v zameqanii 2, preobrazovanie X = σ_iσ_{i+1}ζ_i →

ζ_{i+1}σ_{i+1}σ_i = Y ØvlØetsØ zaprewennym. Pokaßem, qto ono ne mo-

ßet byt~ predstavleno v vide kompozicii sootnoxeniæ gruppy virtual~nyh kos.

Teorema 3. Zaprewennoe preobrazovanie (sootnoxenie) ne ØvlØ-

etsØ kombinacieæ sootnoxeniæ gruppy virtual~nyh kos.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, podsqitaem znaqeniØ f(σ1σ2ζ1)

i f(ζ_2σ_1σ_2). V pervom sluqae my imeem: (e, e, e) → (e, a^−11 , e) → (e, a^−11 , a1a^−12 a^−11 ) → (t, a^−11 t^−1, a1a^−12 a^−11 ). Vtoroæ sluqaæ daet: (e, e, e) → (e, t, t^−1) → (e, ta^−11 , t^−1) → (e, ta^−11 , t^−1a1t^−1a^−12 ta^−11 ).

O RASPOZNAVANII VIRTUAL^NYH KOS 277

Kak vidno, okonqatel~nye rezul~taty ne sovpada¸t (predstavlØ¸t razliqnye n-sistemy), sledovatel~no, zaprewennoe preobrazovanie izmenØet virtual~nu¸ kosu.

Zameqanie 6. Esli poloßit~ t = 1, to znaqeniØ f(X) i f(Y ) so-

vpadut. Takim obrazom, t igraet rol~ peremennoæ, kotoraØ “quvstvuet” zaprewennoe preobrazovanie.

Opredelenie 4. DlØ zadannoæ diagrammy β virtual~noæ kosy i

dvuh qisel 1 6 i < j 6 n opredelim kofffficient zacepleniØ l_{i,j}(β) sledu¸wim obrazom (sm., napr., [4]). Rassmotrim vse perekrestki, v kotoryh i-Ø nit~ (v global~noæ numeracii, sqitaØ sverhu) obrazuet prohod, a j-Ø nit~ (v global~noæ numeracii) obrazuet perehod. Podsqitaem algebraiqesku¸ summu fftih perekrestkov (−1 dlØ otricatel~nyh i +1 dlØ poloßitel~nyh).

My pokaßem, qto funkcii l_{i,j} (β) mogut byt~ podsqitany s ispol~zovaniem lix~ f(β), i sledovatel~no, ØvlØ¸tsØ invariantami kos.

Rassmotrim teper~ kosu b i znaqenie invarianta f(b). On sostoit iz n fflementov (e_1, . . . , e_n). Pust~ dlØ 1 6 p ≠ q 6 n qislo

f_{pq} budet ravno algebraiqeskomu qislu vhoßdeniæ a_q v e_p. Vse

qisla f_{pq} opredeleny korrektno po znaqeni¸ f: kaßdyæ fflement

e_i, rassmotrennyæ kak fflement iz G, opredelen s toqnost~¸ do

umnoßeniØ na a_i sleva; takoe umnoßenie ne izmenØet f_{ij} dlØ j ≠ i.

Takim obrazom, dlØ 1 6 p ≠ q 6 n, funkciØ f_{pq} ØvlØetsØ invariantom virtual~nyh kos.

Teorema 4. Invariant fpq otliqaetsØ znakom ot kofffficienta

zacepleniØ l_{pq} dlØ l¸byh niteæ s nomerami p i q.

Dokazatel~stvo. Deæstvitel~no, rassmotrim slovo-kosu β. Bu-

dem stroit~ f(β) xag za xagom. Zametim, qto nabor inavariantov f_{pq} predstavlØet soboæ “abelianizaci¸” invarianta f: vmesto peremnoßeniØ obrazu¸wih my skladyvaem ih i rassmatrivaem sootvetstvu¸wie kofffficienty.

OstanovimsØ na fftom voprose bolee podrobno. Budem dokazyvat~ teoremu indukcieæ po dline (koliqestvu perekrestkov) slova-kosy β. DlØ nulØ perekrestkov utverßdenie oqevidno. Dobavim teper~ odin perekrestok k diagramme kosy i posmotrim, qto proizoædet. Virtual~nyæ perekrestok ne menØet kofffficienta zacepleniØ (postroennogo kak algebraiqeskaØ

278 V. O. MANTUROV

summa po vsem klassiqeskim perekrestkam ). �tot perekrestok ne menØet takße i f_{ij} : nekotorye dva fflementa e_i, e_j umnoßa¸tsØ na t^{±1}, pri fftom algebraiqeskoe qislo vhoßdeniæ fflementa

a_k, k = 1, . . . , n, v kaßdyæ iz nih ostaetsØ neizmennym. Pri doba-

vlenii σ_i qisla f_{kl}, l = 1, . . . , n, izmenØ¸tsØ sledu¸wim obrazom. Pust~ p – nomer niti, podhodØweæ k perekrestku sverhu i sprava, a q – nomer niti, podhodØweæ sverhu i sleva. Togda edinstvennoe, qto menØetsØ v znaqenii f, ffto e_q . Ono umnoßaetsØ na

e^{−1}_p p^{−1}e_p. Pri podsqete algebraiqeskogo qisla vhoßdeniæ kakoæ-

libo bukvy, e_p sprava annuliruet vse vhoßdeniØ, poroßdennye

e^{−1}_p sleva. Takim obrazom, f_{qp} umen~xaetsØ na 1, v to vremØ kak l_{qp} uveliqivaetsØ na 1, a vse ostal~nye qisla f_{xy}, l_{xy} osta¸tsØ

neizmennymi.

Sluqaæ dobavleniØ perekrestka σ^{−1}_i rassmatrivaetsØ polnost~¸ analogiqno.

Itak, my dokazali indukcionnyæ perehod i, tem samym, teoremu. •

Takim obrazom, pokazano, qto invariant f sil~nee izvestnogo invarianta, nazyvaemogo kofffficientom zacepleniØ.

Privedem ewe dva primera, pokazyva¸wih prevoshodstvo invarianta f.

Rassmotrim virtual~nu¸ kosu iz 3 niteæ

b = ζ_2σ^{−1}_2 ζ_2σ_1σ_2ζ_1σ_1ζ_1σ^{−1}_2 σ^{−1}_1 .

Legko proverit~, qto dlØ nee f(b) ≠ f(e).

S drugoæ storony, ffta kosa ne raspoznaetsØ polinomom Dßonsa (Kauffmana), opredelennym v [7].

Bolee toqno, rassmotrim zaceplenie L(b), poluqennoe zamykaniem kosy b, i ego polinom Kauffmana K(L(b)). Xiroko izvestno, qto polinom Kauffmana ne razliqaet zacepleniæ, kotorye otliqa¸tsØ tak, kak pokazano na ris. 7.

Ris. 7. Pary diagramm, ne razliqaemyh polinomom Kauffmana

O RASPOZNAVANII VIRTUAL^NYH KOS 279

Takim obrazom, legko videt~, qto esli v zapisi nekotoroæ kosyy zamenit~ σ^{±1}_i na ζ_iσ^{±1}_i ζ_i, to zamykaniØ fftih kos budut imet~ odinakovye polinomy Kauffmana (Dßonsa).

Sledovatel~no,

K(L(b)) = K(L(σ^{−1}_2 σ_1σ_2σ_1σ^{−1}_2 σ^{−1}_1 )).

IzmenennaØ kosa ØvlØetsØ trivial~noæ, znaqit, K(L(b)) = K(L(e)). Privedem ewe odin primer sravneniØ invarianta f s izvestnym invariantom.

Rassmotrim predstavlenie Burau virtual~noæ gruppy kos

V B_n, sm. [6]. V sluqae V B_2 ffto predstavlenie zadaetsØ dvumØ

matricami:

R(σ_1) =

`_{1 − t t} 0 1 ´_{, R(ζ} 1) =

`_{0 1} 1 0 ´_.

Oqevidno, qto matrica R(σ_1) imeet sobstvennye znaqeniØ 1 i −t. Bolee toqno,

CR(σ_1)C^{−1} =

`_{1 0}

0 1 − t

´_{=: σ} pri C = `_{0 1}

1 −1

´_.

V fftom sluqae

CR(ζ_1)C^{−1} =

`_{1 t − 1} 0 1 ´_{=: ζ.}

Togda F (k, l, m) = σ^kζσ^lζσ^mζ – ffto verhnetreugol~naØ matrica s 1 i −1 na glavnoæ diagonali v sluqae, esli k + l + m = 0.

Poloßim k = 2, l = m = −1. Togda F (2, −1, −1)^2 = e. Legko proverØetsØ, qto dlØ netrivial~noæ kosy b = (σ^2_1ζ_1σ^{−1}_1

ζ_1σ^{−1}_1 ζ_1)^2 my imeem f(b) ≠ f(e).

V fftom smysle invariant f sil~nee, qem predstavlenie Burau daße dlØ sluqaØ 2 niteæ.

280 V. O. MANTUROV

§4. Naskol~ko silen invariant f?

Kak my pokazali vyxe, postroennyæ invariant toqnee, qem kofffficienty zacepleniØ; inogda on raspoznaet virtual~nye kosy, kotorye ne raspozna¸tsØ polinomom Dßonsa (Kauffmana) ili predstavleniem Burau.

Krome fftogo, ograniqenie invarianta f na sluqaæ klassiqeskih kos (takße oboznaqennoe qerez f) sovpadaet s polnym invariantom klassiqeskoæ gruppy kos, opisannym v [3].

Invariant f predstavlØet soboæ primer otobraßeniØ iz algebraiqeskogo ob¨ekta (gruppy kos) v drugoæ algebraiqeskiæ ob¨ekt (n ffkzemplØrov svobodnoæ gruppy iz n obrazu¸wih). Odnako ffto otobraßenie ne ØvlØetsØ gomomorfizmom.

Qtoby luqxe ponØt~ toqnost~ invarianta f, ustanovim nekotorye svoæstva fftogo otobraßeniØ.

OkazyvaetsØ, est~ svoæstva, kotorye dela¸t f pohoßim na gomomorfizm.

Lemma 2. Esli f(b1) = f(b2) dlØ nekotoryh kos b1, b2, to dlØ l¸-

byh dvuh kos a i c imeet mesto ravenstvo f(ab_1c) = f(ab_2c).

Dokazatel~stvo. My dokaßem fftu lemmu v dva xaga. Snaqala

pokaßem, qto f(ab_1) = f(ab_2). Zatem dokaßem, qto f(a_1) = f(a_2) ⇒

f(a_1c) = f(a_2c). Dokazav oba utverßdeniØ, legko poluqim utver-

ßdenie teoremy, podstavlØØ ab_1 v kaqestve a_1 i ab_2 v kaqestve

a_2.

Vtoroæ xag ØvlØetsØ oqevidnym. On byl prodelan pri dokazatel~stve teoremy 1 (kak utverßdenie A).

Pokaßem teper~, qto esli f(b_1) = f(b_2), to f(ab_1) = f(ab_2). Pust~ slova α, β_1 i β_2 predstavlØ¸t kosy a, b_1 i b_2, sootvetstvenno.

Primenim indukci¸ po dline slova α. Esli α imeet dlinu 0, to a = e, pofftomu f(ab_1) = f(ab_2) v silu glavnogo predpoloßeniØ.

Rassmotrim teper~ sluqaæ, kogda α imeet dlinu 1, t.e. prosto ØvlØetsØ bukvoæ.

Predpoloßim, qto α = ζ_i. Togda vmesto sistemy obrazu¸wih

(a1, . . . , a_n, t) gruppy G moßno rassmotret~ sistemu a_1, . . . , a_{i−1}, ta_{i+1}t^{−1}, t^{−1}a_it, a_{i+2}, . . . , a_n. Oqevidno, qto ffti n fflementov deæstvitel~no poroßda¸t gruppu G. Oboznaqim P (β_j ) qerez P^j_1 , . . ., P^j_n pri j = 1, 2 (zdes~ P

O RASPOZNAVANII VIRTUAL^NYH KOS 281

bez verhnego indeksa otnositsØ k β bez nißnego indeksa). Kaßdoe

P^i_j vyraßaetsØ nekotorym obrazom qerez “starye obrazu¸wie”: P^i_j = P^i_j (a_1, . . ., a_n, t). Opredelim teper~ dlØ zadannoæ funkcii X(a_1, . . . , a_n) funkci¸ X^′ = X(a_1, . . ., a_{i−1}, ta_{i+1}t^{−1}, t^{−1}a_it, a_{i+2}, . . . , a_n), t.e. prosto podstavim novye obrazu¸wie vmesto staryh. My utverßdaem, qto ∀β f(αβ) = (P^′_1, . . . , P^′_{i−1}, tP^′_i , t^{−1}P^′_{i+1}, . . ., P^′_n). �to legko proverØetsØ indukcieæ po dline slova β. No slovo P^′_j zavisit tol~ko ot P_j i moßet byt~ oqevidnym obrazom vosstanovleno po fftomu slovu. (Na samom dele, nußno takße pokazat~, qto pri umnoßenii P_j na a^l_j sleva vse klassy smeßnosti P_k osta- ¸tsØ temi ße samymi, no ffto proverØetsØ neposredstvenno.) �to pokazyvaet, qto otobraßenie f(β) → f(αβ) opredeleno korrektno i ØvlØetsØ in¨ektivnym.

Takim obrazom, esli f(β_1) = f(β_2), to f(αβ_1) = f(αβ_2). Te ße rassußdeniØ prohodØt i v sluqae, kogda α = σ^{±1}_i . Niße my privedem lix~ sposoby preobrazovaniØ fflementov

P_i.

V sluqae, kogda α = σ_i, obrazu¸wimi ØvlØ¸tsØ a_1, . . . , a_{i−1}, a_ia_{i+1}a^{−1}_i , a_i, a_{i+2}, . . . , a_n, f(αβ) = (P^′_1, . . . , P^′_{i−1}, P^′_i , a^{−1}_i P^′_{i+1}, . . ., P^′_n). (Zdes~ i dalee pod P^′_i podrazumevaetsØ rezul~tat poddstanovki novyh obrazu¸wih vmesto staryh.)

V sluqae α = σ^{−1}_i obrazu¸wie vyglØdØt tak: a_1, . . ., a_{i−1}, a_{i+1},

a^{−1}_{i+1}a_ia_{i+1}, a_{i+2}, . . . , a_n,

f(αβ) = (P^′_1, . . . , P^′_{i−1}, a_{i+1}P^′_i , P^′_{i+1}, . . . , P^′_n).

Takim obrazom, vo vseh treh opisannyh vyxe sluqaØh slovo

f(αβ) odnoznaqno vosstanavlivaetsØ po α i f(β). Sledovatel~no, f(αβ_1) = f(αβ_2).

Itak, my proverili bazu indukcii. Predpoloßim teper~, qto indukcionnoe utverßdenie verno dlØ l¸bogo slova dliny 6 1. Pust~ α – slovo dliny k. Togda α = α^′ψ, gde ψ – poslednØØ bukva v slove α, a slovo α^′ imeet dlinu k − 1. Pust~ β^′_1 = ψβ_1, β^′_2 = ψβ_2.

282 V. O. MANTUROV

Po predpoloßeni¸ indukcii f(β^′_1) = f(β^′_2). PrimenØØ predpoloßenie indukcii ewe raz, poluqaem

f(αβ_1) = f(α^′β^′_1) = f(α^′β^′_2) = f(αβ_2).

Tem samym my zaverxili dokazatel~stvo pervogo utverßdeniØ i vseæ lemmy. •

Sledstvie 1. Esli dlØ nekotoroæ kosy a imeet mesto f(a) =

f(e) = (e, . . . , e), to dlØ l¸boæ kosy b imeet mesto f(b^{−1}ab) = f(e).

Iz lemmy 3 i teoremy 4 srazu poluqaem

Sledstvie 2. L¸bye dve kosy a, b, ime¸wie diagrammy α, β, po-

luqa¸wiesØ odna iz drugoæ rovno odnim zaprewennym preobrazovaniem, ne ØvlØ¸tsØ ffkvivalentnymi.

Sledu¸wim xagom ØvlØetsØ vopros ob opisanii vozmoßnyh znaqeniæ invarianta f. V obwem sluqae ffta problema ØvlØetsØ oqen~ sloßnoæ. OstanovimsØ na ee rexenii v sluqae n = 2 niteæ. My rassmotrim daße bolee prostu¸ zadaqu, svØzannu¸ s bolee prostym invariantom.

Sdelaem zamenu oboznaqeniæ: vmesto obrazu¸wih a_1, a_2 budem pisat~ a, b, a vmesto σ_1, ζ_1 budem prosto pisat~ σ, ζ.

Pust~ F – invariant gruppy virtual~nyh kos, poluqennyæ iz f poloßeniem t = 1. Oboznaqim svobodnu¸ gruppu s obrazu¸wimi a, b qerez G^′. Pust~ E^′_1 = {a}\G, E^′_2 = {b}\G.

V sluqae 2 niteæ invariant F ØvlØetsØ otobraßeniem iz V B_2 v (E^′_1, E^′_2) ili, prowe, v (G^′, G^′).

DlØ kosy α oboznaqim F(α) qerez (P (α), Q(α)). Rassmotrim snaqala nekotorye primery slov-kos dlØ virtual~nyh kos iz 2 niteæ i znaqeniæ na nih funkcii F:

1. dlØ trivial~noæ kosy imeem (e, e); 2. dlØ σ imeem (1, a^{−1}); 3. dlØ σ^{−1} imeem (b, 1); 4. dlØ ζ poluqaem (1, 1).

Teorema 5. Pust~ β – slovo-kosa. Togda P (β)Q(β)^{−1} = a^kb^l dlØ

nekotoryh k, l.

Dokazatel~stvo. Budem ispol~zovat~ indukci¸ po koliqestvu

perekrestkov. DlØ 0 perekrestkov dokazyvat~ neqego. Pust~ teper~ β – kosa, ime¸waØ diagrammu s n perekrestkami, β^′ = βα, v to vremØ kak α = ζ, σ ili σ_{−1}. Pust~ P (β)Q(β)^{−1} = a^nb^m.

O RASPOZNAVANII VIRTUAL^NYH KOS 283

DlØ α = ζ imeem P (β^′) = P (β)t, Q(β^′) = Q(β)t^{−1}. Takim obrazom, P (β^′)Q(β^′)^{−1} = a^nb^m.

DlØ α = σ i pri qetnom β poluqaem P → P, Q → QP^{−1}a^{−1}P, P Q^{−1} → a^{−1}P Q^{−1}; pri qetnom β: Q → Q, P → P Q^{−1}b^{−1}Q, P Q^{−1} → P Q^{−1}b^{−1}. Pri α = σ^{−1}, β — qetnoe: Q → Q, P → P Q^{−1}bQ, P Q^{−1} → P Q^{−1}b, β – neqetnoe: P → P, Q → QP^{−1}aP, P Q^{−1} → aP Q^{−1}. Takim obrazom, my proveli indukcionnyæ perehod i tem samym zaverxili dokazatel~stvo teoremy. •

Uslovie na P Q^{−1} ØvlØetsØ vpolne estestvennym. Ono oznaqaet, qto ∃g ∈ G^′ : g ∈ [P ] ∈ E^′_1 i g ∈ [Q] ∈ E^′_2. Oqevidno, takoæ fflement g edinstvenen. Takim obrazom, fflement g moßet byt~ rassmotren kak invariant gruppy V B_2.

Deæstvitel~no, dlØ l¸boæ kosy b ∈ V B_2 imeem F(b) = F(bζ). Krome togo, suwestvuet edinstvennaØ kosa bζ, eæ sootvetstvu¸- waØ. Sledovatel~no, dostatoqno rassmotret~ lix~ qetnu¸ podgruppu (s trivial~noæ perestanovkoæ) EV B_2 gruppy V B_2.

Teorema 6. Invariant g (i, sledovatel~no, invariant F) ØvlØ-

etsØ polnym dlØ gruppy EV B_2.

Dostatoqno dokazat~, qto polnym ØvlØetsØ invariant g. DlØ dokazatel~stvo nam potrebuetsØ vspomogatel~naØ

Lemma 3. DlØ l¸byh qetnyh slov-kos π, ρ iz 2 niteæ imeem

g(πρ) = g(ρ)g(π) i g(π)^{−1} = g(π^{−1}),

t.e. g ØvlØetsØ antigomomorfizmom.

Dokazatel~stvo. Zametim snaqala, qto gruppa V B2 – ffto svo-

bodnaØ gruppa s dvumØ obrazu¸wimi α = ζσ i β = ζσ^{−1}.

284 V. O. MANTUROV

Legko proverit~, qto g(e) = e, a takße

g(α) = a, g(β) = b^{−1}, g(α^{−1}) = a^{−1}, g(β^{−1}) = b.

Krome togo, neposredstvenno proverØetsØ, qto ∀ρ : g(ρα) = g(α)f(ρ), g(ρβ) = g(β)g(ρ), g(ρα^{−1}) = g(α^{−1})g(ρ), g(ρβ^{−1}) = g(β^{−1})g(ρ). Dokaßem snaqala, qto g(πρ) = g(ρ)g(π). Budem provodit~ dokazatel~stvo indukcieæ po dline slova. (Pod “dlinoæ” my ponimaem minimal~noe qislo bukv α, β, α^{−1} i β^{−1} v razloßenii slova ρ.) DlØ ρ = e utverßdenie oqevidno. DlØ ρ dliny 1 proverØetsØ neposredstvenno, qto ∀ρ : g(ρα) = g(α)f(ρ), g(ρβ) = g(β)g(ρ), g(ρα^{−1} ) = g(α^−1)g(ρ), g(ρβ^−1 ) = g(β^−1)g(ρ). Predpoloßim teper~, qto ρ imeet dlinu k + 1 > 1, a dlØ vseh

ρ^′ dliny 6 k imeet mesto g(πρ^′) = g(ρ^′)g(π). Pust~ ρ = ρ_1ρ_2, gde ρ_1 imeet dlinu 1, a ρ_2 imeet dlinu k.

Sledovatel~no,

g(πρ) = g(πρ_1ρ_2) = g((πρ_1)ρ_2

po predpoloßeni¸ indukcii dlØ ρ_2 = g(ρ2)g(πρ1) = primenØØ predpoloßenie indukcii dlØ ρ_1 = g(ρ2)g(ρ1)g(π) = po predpoloßeni¸ indukcii dlØ ρ_1 = g(ρ1ρ2)g(π) = g(ρ)g(p), q.t.d.

Takim obrazom, tak kak g(e) = e, imeem: e = g = e = g(ρρ^{−1}) =

g(ρ)^{−1}g(ρ), otkuda sleduet vtoroe utverßdenie lemmy. •

Dokazatel~stvo teoremy. Iz lemmy sleduet, qto g ØvlØetsØ

antigomomorfnym otobraßeniem iz svobodnoæ gruppy EV B_2 v

O RASPOZNAVANII VIRTUAL^NYH KOS 285

svobodnu¸ gruppu s obrazu¸wimi a, b. �to otobraßenie perevodit obrazu¸wie α, β v obrazu¸wie a, b^{−1}. Takim obrazom, u nego net Ødra. Pofftomu g ØvlØetsØ polnym invariantov gruppy

EV B_2. Sledovatel~no, takovym ØvlØetsØ i F. •

Koneqno, invariant f takße ØvlØetsØ polnym dlØ gruppy

EV B_2. Krome togo, on quvstvitelen k umnoßeni¸ na ζ sprava,

takim obrazom, on raspoznaet i vse fflementy gruppy V B_2. DlØ raspoznavaniØ togo, zadaet li para fflementov (e_1 ∈ E_1, e_2 ∈ E_2) znaqenie invarianta f na nekotoroæ virtual~noæ kose, profaktorizuem ih po t, rassmotrim proobraz b poluqennoæ pary

(e^′1, e^′2) otnositel~no F i opredelim, ravno li f(b) = (e1, e2) ili f(bζ) = (e_1, e_2).

Deæstvitel~no, fflementy gruppy V B_2 legko podda¸tsØ raspoznavani¸: ffto gruppa predstavlØet soboæ svobodnoe proizvedenie gruppy Z (s obrazu¸weæ σ) i gruppy Z_2 (s obrazu¸weæ ζ). Takim obrazom, prosteæxiæ primer (e_1 ∈ E_1, e_2 ∈ E_2), kotoryæ ne predstavlØet soboæ znaqenie funkcii f na nekotoroæ virtual~noæ kose, – ffto (b, a). V fftom sluqae imeem P Q^{−1} = ba^{−1}, qto ne ravno a^kb^l ni pri kakih k, l.

Zametim, qto invariant f legko sqitaetsØ na komp~¸tere. Krome togo, v silu lemmy 3 ponØtno, qto dlØ proverki polnoty invarianta f dostatoqno proverit~ suwestvovanie netrivial~noæ kosy, znaqenie invarianta f na kotoroæ ravno (e, . . . , e).

Komp~¸ternaØ proverka pokazyvaet, qto sredi netrivial~nyh virtual~nyh kos s nebol~xim koliqestvom perekrestkov, takih kos net.

Gipoteza. Invariant f ØvlØetsØ polnym invariantom virtu-

al~nyh kos.

Blagodarnost~. Vyraßa¸ blagodarnost~ K. S. Zlotinu za plo-

dotvornye konsul~tacii.

Literatura

1. P. Dehornoy, From large cardinals to braids via distributive algebra. — J. Knot Theory Ram. 4 (1995), 33–79.

2. R. P. Fenn, R. Rimányi, C. P. Rourke, The braid-permutation group. — Topology

36 (1997), 123–135.

3. A. A. Gaifullin, V. O. Manturov, On the recognition of braids. — J. Knot Theory Ram. 11 (2002), 1193-1209.

286 V. O. MANTUROV

4. M. N. Gusarov, M. Polyak, O. Viro, Finite type invariants of classical and virtual knots. — Topology 39 (2000), 1045–1068.

5. V. O. Manturov, Lekcii po teorii uzlov i ih invariantov. M., URSS (2001).

6. V. Vershinin, On homology of virtual braids and burau representation. — J. Knot Theory Ram. 10 (2001), 795–812.

7. L. H. Kauffman, Virtual knot theory. — European J. Combinatorics. 20 (1999), 662–690.

Manturov V. O. On recognition of virtual braids.

The virtual braid group V B_n containing the Artin braid group B_n as a subgroup is studied. A complete invariant constructed earlier on B_n is extended to V B_n. It is conjectered that this invariant is also complete.

Postupilo 1 ØnvarØ 2003 g. Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet im. M. V. Lomonosova E-mail: vassily@manturov.mccme.ru