Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 296, 2003 g.

V. B. Hazanov

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ DL˚ MNOGOPARAMETRIQESKIH PUQKOV MATRIC

Opisyva¸tsØ metody rexeniØ qastiqnoæ problemy sobstvennyh znaqeniæ dlØ mnogoparametriqeskih regulØrnyh puqkov vewestvennyh matric, kotorye pozvolØ¸t utoqnØt~ zadannye priblißeniØ k sobstvennomu vektoru i sootvetstvu¸weæ toqke spektra (kak koneqnogo, tak i beskoneqnogo). Voprosy, otnosØwiesØ k usloviØm i skorosti shodimosti metodov, ne rassmatriva¸tsØ. OtmeqaetsØ vozmoßnost~ obobweniØ metodov na kompleksnyæ sluqaæ, na sluqaæ polinomial~nyh matric i na sluqaæ “svØzannyh” mnogoparametriqeskih zadaq.

1. Rexenie “nesvØzannoæ” zadaqi

1.1. RassmatrivaetsØ spektral~naØ zadaqa dlØ regulØrnogo puq-

ka postoØnnyh matric^1

F (λ)x := ( A − q∑ j=1 λ_j B_j ) x = 0, (1.1)

gde A, B_j ∈ R^{n×n}, j = 1, . . . , q, λ = (λ_1, λ_2, . . . , λ_q), a x ∈ R^n \ {0} pri ispol~zovanii ograniqeniæ:

~C(x)x = ~d, (1.2)

gde ~C(x) – matrica razmerov q × n, fflementy kotoroæ v obwem sluqae zavisØt ot vektora x, a ~d ∈ R^q{0}. Polagaem, qto ograniqeniØ ØvlØ¸tsØ neprotivoreqivymi i dostatoqnymi dlØ togo, qtoby sistema (1.1), (1.2) ØvlØlas~ sovmestnoæ i imela koneqnoe qislo rexeniæ (λ, x). Iz fftogo, v qastnosti, sleduet, qto q < n.

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI (02-01-00095) i NX- 2268.2003.1.

1Opredelenie spektral~nyh harakteristik mnogoparametriqeskih matric i ih svoæstv privodØtsØ v rabotah [1, 3–5] 139

140 V. B. HAZANOV

Oqevidno, qto ograniqeniØ (1.2) dolßny, v qastnosti, obespeqivat~ otliqie vektora x ot nulØ. Takoe uslovie obyqno opredelØetsØ normirovkoæ vektora po dline

⟨ x, x ⟩ = 1, (1.3a)

ili po komponente s nomerom s (1 6 s 6 n)

⟨ x, e_s ⟩ = 1.

Poslednee uslovie moßno rassmatrivat~ kak qastnyæ sluqaæ bolee obwego usloviØ “normirovki” vektora x:

⟨ x, w ⟩ = 1, (1.3b)

gde w ∈ R^n \ {0} – nekotoryæ postoØnnyæ vektor. Pri w = x uslovie (1.3b) prinimaet vid (1.3a). V predpoloßenii lineænosti otnositel~no x ostal~nyh ograniqeniæ matrica ~C(x) i vektor ~d ime¸t sledu¸wiæ vid:

~C(x) = [ w— C ] , C ∈ R^{(q−1)×n}; ~d = [ 1 d ] , d ∈ R^{q−1}. V sluqae ispol~zovaniØ usloviæ (1.3b), t.e. kogda vektor w ØvlØetsØ postoØnnym, postoØnnoæ budet ØvlØt~sØ i matrica ~C(x) ≡ ~C ∈ Rq×n. Takim obrazom, rexaetsØ nelineænaØ sistema

f (z) := [ ( A − ∑_q j=1 λ_j B_j ) x ~C(x)x − ~d ] = 0. (1.4a) gde z := [ x λ ] ≡ [ x col { λ_j }_q j=1 ] . (1.4b)

Oqevidno, qto rexenie sistemy (1.4) otveqaet minimal~nomu (nulevomu) znaqeni¸ kvadrata normy vektora nevØzki:

ϕ(z) ≡ ϕ(λ, x) = ‖f ‖^2_E = ‖F (λ)x‖^2_E + ‖ ~C(x)x − ~d‖^2_E , (1.5a)

kotoryæ budem nazyvat~ funkcionalom absol¸tnoæ nevØzki. Esli vse ograniqeniØ, za iskl¸qeniem usloviØ normirovki, ØvlØ¸tsØ odnorodnymi (pri d = 0), to moßno ispol~zovat~ funkcional otnositel~noæ nevØzki:

ϕ_n(z) = ϕ(λ, x_n) = ‖F (λ)x_n‖^2_E + ‖Cx_n‖^2_E , (1.5b)

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 141

gde x_n – vektor, normirovannyæ v sootvetstvii s usloviem (1.3):

x_n = x/⟨ x, w ⟩.

Pri fiksirovannom znaqenii vektora x veliqina funkcionala (1.5a) zavisit tol~ko ot pervogo slagaemogo, t.e. opredelØetsØ vektorom nevØzki sistemy vida

f˘(x) := F˘_(x_)x = 0, x ≠ 0, (1.6a) gde F˘_(x_) = A − q∑ j=1 λ_j (x)B_j , (1.6b)

sostoØweæ iz n skalØrnyh uravneniæ otnositel~no n-mernogo vektora x. V fftom sluqae znaqenie mul~tiparametra λ = λ(x) estestvenno vybirat~ iz usloviØ minimizacii normy vektora nevØzki sistemy (1.6). Pofftomu pomimo funkcionalov (1.5) budem rassmatrivat~ i drugie vidy funkcionalov nevØzki: • funkcional absol¸tnoæ spektral~noæ nevØzki

ϕ_s(x) = 1 2 ‖f˘(x)‖^2_E = 1 2 ‖F˘_(x_)x‖^2_E ; (1.7a)

• funkcional otnositel~noæ spektral~noæ nevØzki

ϕ_{sn}(x) = ϕ_s(x_n) = 1 2 ‖F˘_(x_{n)}x_n‖^2_E ; (1.7b)

• funkcional absol¸tnoæ spektral~noæ nevØzki s ograniqeni- Ømi ϕ_o(x) = 1 2 ‖F˘_(x_)x‖^2_E + 1 2 e^a‖ ~C(x)x − ~d‖^2_E. (1.7c)

• funkcional otnositel~noæ spektral~noæ nevØzki s odnorodnymi ograniqeniØmi

ϕ_{on}(x) = 1 2 ‖F˘_(x_{n)}x_n‖^2_E + 1 2 e^a‖Cx_n‖^2_E . (1.7d)

Zametim, qto funkcionaly (1.5a), (1.5b) ØvlØ¸tsØ qastnymi sluqaØmi funkcionalov (1.7c), (1.7d), sootvetstvenno, v kotoryh vewestvennoe qislo a opredelØet dol¸ uqeta ograniqeniØ (1.2).

Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie [6].

142 V. B. HAZANOV

Teorema 1. Pri fiksirovannom znaqenii vektora x, ne ØvlØ¸-

wegosØ sobstvennym vektorom, otveqa¸wim toqke beskoneqnogo spektra puqka (1.1), funkcional absol¸tnoæ spektral~noæ nevØzki (1.7a) dostigaet minimuma v toqke, otveqa¸weæ rexeni¸ λ = λ(x) sistemy lineænyh algebraiqeskih uravneniæ

Ǎ(x)λ(x) = ǧ(x), (1.8a) gde Ǎ(x) = matr {⟨ B_j x, B_ix ⟩}^q_{i,j=1}, ǧ(x) = col {⟨ Ax, B_ix ⟩}^q_{i=1}. (1.8b)

Dokazatel~stvo. Sistema (1.6), zapisannaØ v vektornom vide

otnositel~no vektora λ

Y λ = g, (1.9a) gde Y = row {B_j x}^q_{j=1}, g = Ax, (1.9b)

sostoit iz n skalØrnyh uravneniæ otnositel~no q skalØrnyh neizvetsnyh, t.e. ØvlØetsØ pereopredelennoæ. Esli vektory B_j x,

j = 1, . . . , q, ØvlØ¸tsØ lineæno nezavisimymi, to matrica Y ime-

et polnyæ stolbcovyæ rang, pofftomu obobwennoe rexenie fftoæ sistemy, kotoroe obespeqivaet minimum normy ee nevØzki, moßet byt~ poluqeno, naprimer, s pomow~¸ pervoæ transformacii Gaussa: Y —Y λ = Y —g, qto i privodit k sisteme (1.8): Ǎ(x) = Y^—Y , ǧ(x) = Y^—g.

LineænaØ ße zavisimost~ vektorov B_j x, j = 1, . . . , q, t.e. vypolnenie ravenstva ∑_q j=1 α_j B_j x = 0, kogda ∑_q j=1 |α_j| ≠ 0, ozna-

qaet, qto vektor x ØvlØetsØ sobstvennym vektorom, otveqa¸wim toqke beskoneqnoæ qasti spektra^∘λ = (0 : α_1 : α_2 : . . . : α_q) ∈

σ_∞[F^π]. �

ZameqaniØ. 1. Obobwennoe rexenie λ sistemy (1.9) celeso-

obrazno nahodit~, ispol~zuØ ortogonal~nye levostoronnie preobrazovaniØ s matricami vraweniØ ili otraßeniØ. 2. Iz vida sistemy (1.9) sleduet, qto pri l¸bom qisle α ∈ R\{0}

λ(x) = λ(αx), pofftomu funkcional (1.7d) moßet byt~ zapisan v

vide

ϕ_{on}(x) = 1 2 ‖F˘_(x_)x_n‖^2_E + 1 2 ‖Cx_n‖^2_E.

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 143

3. Pri fiksirovannom znaqenii vektora x funkcionaly (1.7b)– (1.7d) dostiga¸t minimuma v toæ ße toqke, qto i funkcional (1.7a).

Komponenty vektora λ(x) = col {λ_j(x)‖^q_{j=1}, ØvlØ¸wegosØ rexenie sistemy (1.8), predstavlØ¸t soboæ obobwenie otnoxeniØ ReleØ dlØ odnomernogo sluqaØ i nazyva¸tsØ v rabote [6] otnoxeniØmi minimal~nyh nevØzok (minimum residual quotients).

Rassmotrim teper~ metody rexeniØ nelineænoæ sistemy (1.4), v tom qisle, metody minimizacii funkcionalov (1.7), kotorye ØvlØ¸tsØ obobweniØmi metodov rexeniØ zadaqi (1.1), opisannyh v [6–8]. Vse metody ØvlØ¸tsØ iteracionnymi i prednaznaqeny dlØ utoqneniØ naqal~nyh priblißeniæ x^0 k sobstvennomu vektoru i k sootvetstvu¸weæ toqke spektra λ^0 ∈ σ_c[F ] puqka (1.1).

1.2. Budem rexat~ nelineænu¸ sistemu (1.4) metodom N~¸tona.

NaqinaØ s naqal~nogo priblißeniØ z^0, kaßdyæ xag iteracionnogo procnssa osuwestvlØetsØ po formule

z^{k+1} = z^k + s^k, k = 0, 1, . . . , (1.10)

gde n~¸tonovskaØ popravka s^k nahoditsØ kak rexenie sistemy

f^{′k}s^k = −f^k. (1.11)

Zdes~ i dalee ispol~zuetsØ oboznaqeniØ

f^k = f (z^k), f^{′k} = f^′(z^k),

gde f^′(z) predstavlØet soboæ proizvodnu¸ Frexe nelineænogo operatora f (z), kotoraØ nahoditsØ iz sootnoxeniØ

f^′(z)s = d dt f (z + ts) | |_{t=0}. Predstavim vektor s v vide s = [ h δ ] = [ h col {δ_j }^q_{j=1} ] . (1.12)

Togda pri ispol~zovanii normirovki (1.3a) poluqaem:

f^′(z)s = ( A − q∑ j=1 λ_j B_j ) h − q∑ j=1 δ_jB_j x 2⟨ h, x ⟩ Ch ,

144 V. B. HAZANOV

sledovatel~no,

f^′(z) = A −^q ∑ j=1 λ_j B_j row {−B_j x‖^q_{j=1}

2x— 0—_q C O_{q−1,q} . (1.13a)

Takim obrazom, sistema (1.11) dlØ opredeleniØ popravki s^k, predstavlennoæ v vide

s^k = [ h^k δ^k ] ≡ [ h^k col {δ^k_j }^q_{j=1} ] (1.14)

k tekuwemu priblißeni¸

z^k = [ x^k λ^k ] = [ x^k col {δ^k_j }^q_{j=1} ] (1.15)

prinimaet vid

F^kh^k − q∑ j=1 δ^k_j B_j x^k = −F^kx^k,

2⟨ h^k, x^k ⟩ = 1 − ⟨ x^k, x^k ⟩,

Ch^k = d − Cx^k.

(1.16a)

Zdes~ i dalee ispol~zuetsØ oboznaqenie F^k = A −^q ∑ j=1 λ^k_j B_j .

Iz (1.10) s uqetom (1.14), (1.15) imeem x^{k+1} = x^k + h^k. Togda v predpoloßenii nevyroßdennosti matricy F^k sistema (1.16a) preobrazuetsØ k vidu

x^{k+1} = q∑ j=1 δ^k_j [F^k]^{−1}B_j x^k,

⟨ x^{k+1}, x^k ⟩ = 1 2 (1 + ⟨ x^k, x^k ⟩),

Cx^{k+1} = d.

(1.17a)

Ispol~zuØ oboznaqenie u^k_j = [F^k]^{−1}B_j x^k, preobrazuem sistemu

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 145

(1.17a) k vidu

x^{k+1} = q∑ j=1 δ^k_j u^k_j , q∑ j=1 ⟨ u^l_j , x^k ⟩δ^k_j = 1 2 (1 + ⟨ x^k, x^k ⟩), q∑ j=1 Cu^k_j δ^k_j = d.

(1.18a)

Analogiqno, pri ispol~zovanii normirovki (1.3b), poluqaem sootvetstvenno

f^′(z) = A −^q ∑ j=1 λ_j B_j row {−B_j x‖^q_{j=1} ~C O_{q,q} . (1.13b)

F^kh^k − q∑ j=1 δ^k_j B_j x^k = −F^kx^k, ~Ch^k = ~d − ~Cx^k. (1.16b)

x^{k+1} = q∑ j=1 δ^k_j u^k_j , q∑ j=1 ~Cu^k_j δ^k_j = ~d. (1.18b)

VvodØ oboznaqeniØ

Y^k = row { B_j x^k }_q j=1, U^k = row { u^k_j }_q j=1, D^k = ~C^kU^k, (1.19)

gde v zavisimosti ot ispol~zuemyh usloviæ normirovki ~C^k = [ x^k — C ] , ~d^k =

[_1

2 (1 + ⟨ x^k, x^k ⟩) d ] , (1.20a)

~C^k = ~C, ~d^k = ~d, (1.20b)

poluqaem okonqatel~no v matriqnom vide:

F^kU^k = Y^k, (1.21)

146 V. B. HAZANOV

D^kδ^k = ~d^k, (1.22)

x^{k+1} = U^kδ^k; λ^{k+1} = λ^k + δ^k. (1.23)

ZameqaniØ. 1. Kriteriæ prekraweniØ iteracional~nogo pro-

cessa moßet vybirat~sØ neodnoznaqno. Estestvennym kriteriem ØvlØetsØ vypolnenie usloviØ malosti znaqeniØ funkcionala (1.5a) ili (1.7c). Pri odnorodnyh ograniqeniØh, moßno, iskl¸- qaØ sobstvenno uslovie normirovki, ispol~zovat~ funkcional (1.5b), ili (1.5d).

2. V kaqestve naqal~nogo priblißeniØ x^0 estestvenno vybirat~ vektor, udovletvorØ¸wiæ ograniqeniØm (1.2), v tom qisle, ispol~zuemomu uslovi¸ normirovki.

3. Esli ograniqeniØ ØvlØ¸tsØ odnorodnymi, a normirovki (1.3b) presleduet lix~ cel~ otliqiØ vektora x ot nulØ, to konkretnyæ vid vektora w ne ØvlØetsØ principial~nym. Togda pri normirovke vektora x^k, naprimer, po fiksirovannoæ komponente s nomerov s neobhodimo proverØt~, ne stremØtsØ li k beskoneqnosti kakie-libo drugie ego komponenty. Esli ffto imeet mesto, sleduet izmenit~ nomer normiruemoæ komponenty. Al~ternativoæ ØvlØetsØ vybor na kaßdom xage processa dlØ vektora x^k pozicii s^k, otveqa¸weæ ego maksimal~noæ po modul¸ komponente, t.e. ispol~zovanie vektora w^k = e_sk vmesto vektora w = e_s.

4. Sleduet uqityvat~, qto po mere priblißeniØ λ^k k toqke spektra λ^∗ ∈ σ_c[F ] matrica F (λ^k) priblißaetsØ k vyroßdennoæ matrice. Sootvetstvenno sistemy lineænyh uravneniæ (1.21) stanovØtsØ ploho obuslovlennymi. PodobnaØ situaciØ primenitel~no k obyqnoæ probleme sobstvennyh znaqeniæ rassmatrivalas~ v [10]. Obobwenie predloßennoæ v fftoæ rabote modifikacii metoda N~¸tona privoditsØ niße kak modifikaciØ metoda obratnyh iteraciæ.

5. Vyroßdennost~ matricy D^k zavisit tol~ko ot lineænoæ zavisimosti stolbcov matricy U^k, t.e. zavisit ot lineænoæ zavisimosti stolbcov B_j x^k, j = 1, . . . , q, matricy Y^k, kotoraØ imeet mesto tol~ko, esli vektor x^k ØvlØetsØ sobstvennym vektorom, otveqa¸wim toqke beskoneqnoæ qasti spektra puqka (1.1).

Bol~xaØ qast~ privedennyh zameqaniæ budet spravedliva i dlØ metodov, kotorye rassmatriva¸tsØ niße.

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 147

1.3. Kaßdyæ xag rexeniØ nelineænoæ sistemy metodom Qeby-

xeva osuwestvlØetsØ po formule

z^{k+1} = z^k + s^k − 1 2 t^2, (1.24)

gde n~¸tonovskaØ popravka s^k nahoditsØ kak rexenie sistemy (1.11), a popravka vtorogo porØdka t^k nahoditsØ kak rexenie sistemy

f^{′k}t^k = −f^{′′k}(s^k)^2. (1.25)

Zdes~ i dalee ispol~zuetsØ oboznaqenie f^{′′k} = f^{′′}(z^k), gde f^{′′}(z) nahoditsØ iz sootnoxeniØ f^{′′}(z)s = d dt f^′(z + ts) | |_{t=0}.

PredstavlØØ vektor s v vide (1.12), poluqaem sootvetstvenno dlØ (1.3a) i (1.3b):

f^{′′}(z)s = − q∑ j=1 δ_j B_j row {−B_j h}^q_{j=1}

2h— 0— O_{q−1,n} O_{q−1,q} , (1.26a)

f^{′′}(z)s = − q∑ j=1 δ_j B_j row {−B_j h}^q_{j=1} O_{q,n} O_{q,q} , (1.26b)

Togda sistema (1.25) dlØ opredeleniØ popravki

t^k = [ g^k ε ] ≡ [ g^k col {ε^k_j }^q_{j=1} ] (1.27)

v zavisimosti ot ispol~zuemyh usloviæ normirovki sootvetstvenno prinimaet vid

F^kg^k − q∑ j=1 ε^k_j B_j x^k = −2 q∑ j=1 δ^k_j B_j h^k,

⟨ g^k, x^k ⟩ = ⟨ h^k, h^k ⟩, Cg^k = 0;

(1.28a)

F^kg^k − q∑ j=1 ε^k_j B_j x^k = −2 q∑ j=1 δ^k_j B_j h^k,

~Cg^k = 0.

(1.28b)

148 V. B. HAZANOV

Ispol~zuØ oboznaqenie v^k = 2[F^k]^{−1 q} ∑ j=1 δ^k_j B_j h^k, poluqaem so-

otvetstvenno sistemy:

g^k = q∑ j=1 ε^k_j u^k_j − v^k, q∑ j=1 ⟨ u^k_j , x^k ⟩ε^k_j = ⟨ h^k, h^k ⟩ + ⟨ v^k, x^k ⟩, q∑ j=1 Cu^k_j ε^k_j = Cv^k;

g^k = q∑ j=1 ε^k_j u^k_j − v^k, q∑ j=1 ~Cu^k_j ε^k_j = ~Cv^k. Ispol~zuØ oboznaqeniØ (1.19), (1.20) i

c^k = ~C^kv^k + κ^ke_1, r^k = 2 q∑ j=1 δ^k_j B_j h^k,

gde κ^k otliqen ot nulØ tol~ko dlØ normirovki (1.3a) i vyqislØetsØ po formule

κ^k = ⟨ h^k, h^k ⟩,

poluqaem okonqatel~no dlØ vyqisleniØ popravok ε^k i g^k:

F^kv^k = r^k, (1.29) D^kε^k = c^k, (1.30) g^k = U^kε^k − v^k.

Oqerednye priblißeniØ vyqislØ¸tsØ po formulam

x^{k+1} = x^k + h^k − g^k, λ^{k+1} = λ^k + δ^k − 1 2 ε^k. Metod Hfflli (sm., naprimer, [10]) rexeniØ nelineænoæ sistemy osnovan, kak i metod Qebyxeva, na approksimacii obratnogo

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 149

k f otobraßeniØ po znaqeniØm f (z), f^′(z), f^{′′}(z), no s ispol~zovaniem Pade-approksimacii vida [1/1]. �to privodit k zamene iteracionnoæ formuly (1.24) na iteracionnu¸ formulu vida:

z^{k+1} = z^k +

(s^k)^2 s^k +^1_2 t^k , gde operacii umnoßeniØ i deleniØ vektorov osuwestvlØ¸tsØ pokomponentno.

Takim obrazom, pri rexenii nelineænoæ sistemy (1.4) metodom Hfflli oqerednye priblißeniØ nahodØtsØ po formulam

x^{k+1} = x^k +

(h^k)^2 g^k +^1_2 g^k

, λ^{k+1} = λ^k +

(δ^k)^2 δ^k +^1_2 ε^k

Zameqanie. Matricy sistem (1.29), (1.30) sovpada¸t soot-

vetstvenno s matricami sistem (1.21), (1.22). Pofftomu dlØ ih rexeniØ celesoobrazno primenØt~ metody, osnovannye na razloßenii matricy sistemy (naprimer, LU- i QR-razloßeniØ).

1.4. Metod kasatel~nyh giperbol (sm., naprimer, [10]), kotoryæ

moßno rassmatrivat~ kak modifikaci¸ metoda Qebyxeva, osuwestvlØetsØ po iteracionnoæ formule

z^{k+1} = z^k − [ f^{′k} − 1 2 f^{′k}(f^{′k})^{−1}f^k ]_{−1} f^k,

kotoraØ pri ispol~zovanii n~¸tonovskoæ popravki s^k = −(f^k)^{−1}f^k preobrazuetsØ k vidu:

z^{k+1} = z^k + [ I + 1 2 (f^{′k})^{−1}f^{′′k}s^k ] s^k. (1.31)

Vvedem sledu¸wie oboznaqeniØ:

T^k = f^{′′k}s^k, V^k = (f^{′k})^{−1} T^k, W^k = ( I + 1 2 V^k )

Togda (1.31) prinimaet vid

z^{k+1} = z^k + t^k,

gde popravka t^k nahoditsØ kak rexenie sistemy

W^kt^k = s^k. (1.32)

150 V. B. HAZANOV

UqityvaØ vid vyraßeniæ (1.26), zapixem matricu T^k v vide

T^k = [ −G^k −Z^k S^k O_{q,q} ] , gde G^k = q∑ j=1 δ^k_j B_j, Z^k = row { B_j h^k }_q j=1, a matrica S^k, v zavisimosti ot ispol~zuemogo usloviØ normirovaniØ, imeet vid

S^k = [ 2h^{k—} O_{q−1,n} ] , S^k = O_{q,n}. UqityvaØ vid vyraßeniæ (1.13) i vvedennye vyxe oboznaqeniØ, predstavim f^{′k} v faktorizovannom vide:

f^{′k} = [ F^k −Y^k ~Ck O_{q,q} ] = [ F^k O_{n,q} O_{q,n} I_q ] [ I_n O_{n,q} ~C^k D^k ] [ I_n −U^k O_{q,n} I_q ] . Togda

(f^{′k})^{−1} = [ I_n U^k O_{q,n} I_q ] [ I_n O_{n,q} −(D^k)^{−1} ~C^k (D^k)^{−1} ] [ (F^k)^{−1} O_{n,q} O_{q,n} I_q , ]

i matrica V^k imeet sledu¸wee predstavlenie:

V^k = [ ~Gk + U k ~Hk − ~Zk + U k ~Kk ~H^k ~K^k ] , gde ~G^k = −(F^k)^{−1}G^k, ~Z^k = (F^k)^{−1}Z^k, ~H^k = −M^k ~G^k + L^k, ~K^k = M^k ~Z^k, M^k = (D^k)^{−1} ~C^k, L^k = (D^k)^{−1}S^k.

Okonqatel~no, matricy W^k imeet sledu¸wee predstavlenie:

W^k = 1 2 [ 2I_n + ~G^k + U^k ~H^k − ~Z^k + U^k ~K^k ~H^k 2I_q + ~K^k ]

Posle rexeniØ sistemy (1.32) otnositel~no popravki t^k vida (1.27), nahodØtsØ oqerednye priblißeniØ

x^{k+1} = x^k + g^k, λ^{k+1} = λ^k + ε^k.

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 151

V otnoxenii matriqnyh uravneniæ dlØ opredeleniØ matric

~G^k, ~Z^k i M^k, L^k spravedlivo zameqanie iz predyduwego punk-

ta. K nedostatku metoda sleduet otnesti neobhodimost~ rexeniØ dopolnitel~no sistemy porØdka n + q.

1.5. Formuly (1.19)–(1.23) metoda N~¸tona pozvolØ¸t (kak i v

odnoparametriqeskom sluqae [11]) rassmatrivat~ fftot metod v kaqestve analoga metoda obratnyh iteraciæ [6]. Odnako, v otliqie ot odnomernogo sluqaØ, v mnogoparametriqeskom sluqae metod obratnyh iteraciæ ne svoditsØ k analogu stepennogo metoda. Privedem vnaqale obwu¸ shemu postroeniØ metoda dlØ rexeniØ zadaqi (1.4).

PolagaØ λ i x toqnymi znaqeniØmi iskomyh spektral~nyh harakteristik i predstavlØØ λ v vide

λ = β + δ, (1.33)

preobrazuem pervoe uravnenie iz (1.4) k vidu: ( A − q∑ j=1 β_j B_j ) x = q∑ j=1 δ_j B_j x. (1.34)

V predpoloßenii, qto β /∈ σ_c[F ] preobrazuem (1.34) k vidu:

x = U δ, (1.35) gde U = row {( A − q∑ i=1 β_iB_i )_{−1} B_j x }_q j=1 . PodstavlØØ (1.35) vo vtoroe uravnenie iz (1.4), poluqaem

~C(x)U δ = ~d. (1.36)

Pri zamene toqnogo znaqeniØ x priblißennym x^k i ispol~- zovanii zavisØwego ot nomera xaga mul~tiparametra β^k = col { β^k_j }_q j=1 sootnoxeniØ (1.33), (1.35) i (1.36) prinima¸t vid:

λ = β^k + δ^k, (1.37)

x^k = U^kδ^k, (1.38)

~C^kU^kδ^k = ~d, (1.39)

152 V. B. HAZANOV gde U^k = row { (F^k)^{−1}B_j x^k }_q j=1, F^k = A − q∑ j=1 β^k_j B_j . SootnoxeniØ (1.37)–(1.39) mogut ispol~zovat~sØ kak dlØ opredeleniØ popravki δ^k, tak i dlØ nahoßdeniØ oqerednyh priblißeniæ λ^{k+1} i x^{k+1}, poslednee iz kotoryh normiruetsØ na kaßdom xage. Sposoby vybora mul~tiparametrov β^k i δ^k, a takße sposob nahoßdeniØ priblißeniØ λ^k k toqke spektra opredelØ¸t konkretnyæ variantn metoda obratnyh iteraciæ.

1.5.1. Vybor v kaqestve β^k tekuwego priblißeniØ λ^k, vyqisle-

nie δ^k kak rexeniØ sistemy (1.39) i ispol~zovanie sootnoxeniæ (1.37), (1.38) dlØ nahoßdeniØ oqerednyh priblißeniæ λ^{k+1} i

x^{k+1} privodit k formulam (1.22), (1.23) metoda N~¸tona. Takoæ

variant metoda obratnyh iteraciæ otliqaetsØ ot metoda N~¸- tona tol~ko normirovkoæ iteriruemyh vektorov, kotoraØ vypolnØetsØ na kaßdom xage processa.

Postroim modifikaci¸ metoda obratnyh iteraciæ s “n~¸- tonovskimi” popravkami, kotoraØ iskl¸qala by neobhodimost~ rexeniØ ploho obuslovlennyh sistem vida (1.32). Ispol~zovanie usloviæ normirovki vektora x^k po ego komponente s nomerom s oznaqaet, qto x^k_s = x^{k+1}_s = 1, togda komponenta s nomerom s rezul~tiru¸wego vektora h^k = x^{k+1} − x^k udovletvorØet uslovi¸:

h^k_s = 0. Sledovatel~no, vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ

F^kh^k = F^k h^k, Ch^k = C h^k,

gde h^k – vektor razmernosti (n − 1), poluqaemyæ iskl¸qeniem u vektora h^k ego nulevoæ komponenty s nomerom s, a F^k i C – matricy razmerov n×(n−1) i (q −1)×(n−1), poluqaemye iskl¸- qeniem u matric F^k i C, sootvetstvenno, ih stolbca s nomerom s. Togda sistema (1.16b) dlØ opredeleniØ popravok moßet byt~ zapisana v vide [ F^k −Y^k C O_{q−1,q} ] [ h^k δ^k ] = [ −F^kx^k d − Cx^k ] . Matrica poluqennoæ sistemy uße ne obØzatel~no priblißaetsØ k vyroßdennoæ. K nedostatku poluqennogo metoda sleduet otnesti neobhodimost~ rexeniØ sistemy porØdka n+q. Vozmoßna

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 153

modifikaciØ metoda, kogda na kaßdom xage processa (ili tol~- ko v sluqae neobhodimosti) vybiraetsØ nomer s^k normiruemoæ komponenty vektora x^k.

1.5.2. Kak i preßde budem ispol~zovat~ v kaqestve β^k tekuwee

priblißenie λ^k, no δ^k budem nahodit~ kak obobwennoe rexenie sistemy (1.38), (1.39): [ U^k D^k ] δ^k = [ x^k ~d ] , (1.40)

gde D^k = ~C^kU^k (sovmestnost~ sistemy oznaqala by, qto priblißenie x^k ØvlØetsØ toqnym rexeniem ishodnoæ zadaqi). Togda primenenie pervoæ transformacii Gaussa privodit k sledu¸- weæ sisteme ( U^{kH} U^k + D^{tH} D^k ) δ^k = U^{kH} x^k + D^{kH} ~d.

Poluqennyæ metod obratnyh iteraciæ s “obobwennymi” popravkami otliqaetsØ ot metoda obratnyh iteraciæ s “n~¸tonovskimi” popravkami tol~ko sposobom vyqisleniØ δ^k.

Zameqanie. Obobwennoe rexenie sistemy (1.40) celesoobraz-

no nahodit~ ne s pomow~¸ pervoæ transformacii Gaussa, a ispol~zuØ levostoronee ortogonal~nye preobrazovaniØ s pomow~¸ matric vraweniØ ili otraßeniØ.

1.5.3. Rassmotrim variant metoda obratnyh iteraciæ, kogda

priblißenie λ^k nahoditsØ kak otnoxeniØ minimal~nyh nevØzok (iz usloviØ minimizacii funkcionala (1.7a) pri fiksirovannom znaqenii vektora x^k), t.e. kak rexeniØ sistemy: Y^k — Y^kλ^k = Y^k — g^k, (1.41)

ili kak obobwennoe rexenie sistemy:

Y^kλ^k = g^k, (1.42) gde Y^k = row { B_j x^k }_q j=1, g^k = Ax^k.

Naædennoe priblißenie ispol~zuetsØ v kaqestve β^k, posle qego opredelenie δ^k moßet osuwestvlØt~sØ tak ße, kak v iteraciØh s “n~¸tonovskimi” ili “obobwennymi” popravkami.

154 V. B. HAZANOV

1.6. Predlagaemye niße metody ØvlØ¸tsØ obobweniem lokal~-

no shodØwegosØ gradientnogo metoda [7] rexeniØ zadaqi dlØ puqka postoØnnyh matric (1.1), kogda pri fiksirovannom znaqenii vektora x^k sootvetstvu¸wee znaqenie λ^k = λ(x^k), kotoroe nahoditsØ kak rexenie sistemy (1.41), ili kak obobwennoe rexenie sistemy (1.42). Pri fftoi uslovii gradient Frexe ϕ^′_s(x) ≡ ∇ϕ_s(x) funkcionala (1.7a), opredelØemyæ iz usloviØ

⟨ ∇φ_s(x), s ⟩ =^d_{dt} ϕ_s(x + ts) | |_{t=0}, imeet sledu¸wiæ vid:

∇ϕ_s(x) = F —˘_(x_)F˘_(x_)x.

Takim obrazom, l¸baØ nenulevaØ stacionarnaØ toqka x^∗ funkcionala ØvlØetsØ sobstvennym vektorom puqka (1.1), otveqa¸wim toqke λ^∗ = λ(x^∗) ego spektra. VtoraØ proizvodnaØ ϕ_s(x) funkcionala (1.7a), vyqislennaØ v stacionarnoæ toqke, harakterizuetsØ dlØ proizvol~nogo vektora h vyraßeniem

⟨ ϕ^{′′}_s (x)h, h ⟩ = ‖ ‖ ‖ ‖F˘^(x^)h − q∑ j=1 dλ_jB_j ‖ ‖ ‖ ‖ 2 E . Zdes~ dλ_j ≡ dλ_j(x, h), j = 1, . . . , q, – komponenty vektora dλ(x, h), ØvlØ¸wegosØ rexeniem sistemy

Ǎ(x)dλ(x, h) = dǧ(x, h), (1.43)

komponenty pravoæ qasti kotoroæ opredelØ¸tsØ formulami

dǧ_i(x, h) = ⟨( F —˘_(x_)B_i + B—_i F˘_(x_) ) x, h ⟩ , i = 1, . . . , q. Posledovatel~nost~ priblißeniæ x^k, vyqislØemyh po formulam metoda Bluma–Rodriga [8]:

y^{k+1} = x^k + h(x^k), (1.44a)

x^{k+1} = y^{k+1} ‖y^{k+1}‖

, (1.44b) gde h(x) = − 2ϕ_s(x) ‖∇ϕ_s(x)‖ ∇ϕ_s(x), ∇ϕ_s(x) ≠ 0,

0, ∇ϕ_s(x) = 0,

(1.45)

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 155

ØvlØetsØ lokal~no shodØweæsØ k stacionarnym toqkam funkcionala, v kotoryh dostigaetsØ ego minimum, t.e. k sobstvennym vektoram puqka (1.1).

Rassmotrim obobweniØ fftogo metoda dlØ rexeniØ zadaqi (1.4), poluqaemye pri ispol~zovanii drugih funkcionalov spektral~noæ nevØzki.

1.6.1. Gradient Frexe funkcionala (1.7s) v zavisimosti ot is-

pol~zuemyh usloviæ normirovaniØ imeet vid:

∇ϕ_o(x) = F —˘_(x_)F˘_(x_)x + 2e^a(⟨ x, x ⟩ − 1)x + e^aC—(Cx − d),

∇ϕ_o(x) = F —˘_(x_)F˘_(x_)x + e^a ~C—( ~Cx − ~d).

(1.46)

Oqevidno, qto sobstvennye vektory puqka (1.1), udovletvorØ¸wie uslovi¸ (1.2), ØvlØ¸tsØ stacionarnymi toqkami funkcionala, no ne isqerpyva¸t ih. Deæstvitel~no, stacionarnye toqki x rassmatrivaemogo funkcionala udovletvorØ¸t sootvetstvenno sootnoxeniØm: ( F —˘_(x_) F˘_(x_) + e^aC— C ) x = 2e^a ( 1 − ‖ ‖x ‖ ‖^2_E )x + e^aC—d, ( F —˘_(x_)F˘_(x_) + e^aC—C ) x = e^a ~C — ~d.

Esli vse ograniqeniØ, za iskl¸qeniem sobstvennogo usloviØ normirovki, ØvlØ¸tsØ odnorodnymi (pri d = 0), to vyraßeniØ (1.46) prinima¸t vid

∇ϕ_o(x) = F —˘_(x_) F˘_(x_)x + 2e^a(⟨ x, x ⟩ − 1)x + e^aC— Cx,

∇ϕ_o(x) = F —˘_(x_) F˘_(x_)x + 2e^a(⟨ x, w ⟩ − 1)w + e^aC— Cx,

a stacionarnye toqki udovletvorØ¸t sootvetstvenno sootnoxeniØm: (

F —˘_(x_) F˘_(x_) + e^aC—C ) x = 2e^a ( 1 − ‖ ‖x ‖ ‖^2_E )x, ( F —˘_(x_) F˘_(x_) + e^aC—C ) x = e^a(1 − ⟨ x, w ⟩)w.

Sledovatel~no, stacionarnaØ toqka x^∗ ØvlØetsØ sobstvennym vektorom matricy ( F —˘_(x_)F˘_(x_)+e^aC—C ) , otveqa¸wim pri ispol~- zovanii normirovki (1.3a) ee sobstvennomu znaqeni¸ 2e^a ( 1 − ‖ ‖x ‖ ‖^2_E ), kotoroe ravno nul¸, esli x^∗ ØvlØetsØ normirovannym

156 V. B. HAZANOV

vektorom, a pri ispol~zovanii normirovki (1.3b) – ee nulevomu

sobstvennomu znaqeni¸ tol~ko v sluqae normirovannosti vekto-

ra x^∗.

VtoraØ proizvodnaØ ϕ^{′′}_0 (x) funkcionala (1.7s) harakterizuet-

sØ dlØ proizvol~nogo vektora h sledu¸wimi vyraßeniØmi:

⟨ ϕ^{′′}_0 (x)h, h ⟩ = ‖ ‖F˘_(x_)h ‖ ‖^2_E + ‖ ‖e^aCh ‖ ‖^2_E − ‖ ‖ ‖ q∑ j=1 dλ_j B_j x ‖ ‖ ‖^2_E +

+2e^a⟨ x, h ⟩^2 + 2e^a ( ⟨ x, x ⟩ − 1 ) ⟨ h, h ⟩, ⟨ ϕ^{′′}_0 (x)h, h ⟩ = ‖ ‖F˘_(x_)h ‖ ‖^2_E + ‖ ‖e^aCh ‖ ‖^2_E − ‖ ‖ ‖ q∑ j=1 dλ_j B_j x ‖ ‖ ‖^2_E + e^a⟨ w, h ⟩^2,

kotorye na rexenii zadaqi (1.4) prinima¸t vid

⟨ ϕ^{′′}_0 (x)h, h ⟩ = ‖ ‖F ˘(x)h − q∑ j=1 dλ_jB_j x ‖ ‖^2 E + ‖ ‖e^aCh ‖ ‖^2_E + 2e^a⟨ x, h ⟩^2,

⟨ ϕ^{′′}_0 (x)h, h ⟩ = ‖ ‖F ˘(x)h − q∑ j=1 dλ_j B_j x ‖ ‖^2 E + ‖ ‖e^aCh ‖ ‖^2_E + e^a⟨ w, h ⟩^2.

Suwestvuet teoretiqeskaØ vozmoßnost~ shodimosti iteraci-

onnogo processa (1.44), (1.45), gde vmesto funkcionala ϕ_c(x) is-

pol~zuetsØ funkcional ϕ_o(x), k “parazitiqeskoæ” stacionarnoæ

toqke, ne ØvlØ¸weæsØ rexeniem zadaqi (1.4). DlØ predotvrawe-

niØ fftogo moßno var~irovat~ znaqenie parametra a.

1.6.2. Analogiqno pri odnorodnyh ograniqeniØh dlØ funkcio-

nala (1.7d) imeem v zavisimosti ot ispol~zuemyh usloviæ nor-

mirovaniØ:

∇ϕ_{on}(x) = ⟨ x, x ⟩^{−1/2} [( F —˘_(x_) F˘_(x_) + e^aC—C ) x_n− − (‖ ‖F˘_(x_)x_n ‖ ‖^2_E + 2e^a ‖ ‖Cx_n ‖ ‖^2_E ) x_n ] ,

∇ϕ_{on}(x) = ⟨ x, w ⟩^{−1} [( F —˘_(x_) F˘_(x_) + e^aC—C ) x_n− − (‖ ‖F˘_(x_)x_n ‖ ‖^2_E + e^a ‖ ‖Cx_n ‖ ‖^2_E ) w ] .

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 157

Stacionarnye toqki funkcionala, k kotorym otnosØtsØ i udovletvorØ¸wie uslovi¸ (1.2) sobstvennye vektory puqka (1.1), udovletvorØ¸t sootnoxeniØm ( F —˘_(x_) F˘_(x_) + e^aC—C ) x_n = (‖ ‖F˘_(x_)x_n ‖ ‖^2_E + 2e^a ‖ ‖Cx_n ‖ ‖^2_E ) x_n, ( F —˘_(x_) F˘_(x_) + e^aC—C ) x_n = (‖ ‖F˘_(x_)x_n ‖ ‖^2_E + e^a ‖ ‖Cx_n ‖ ‖^2_E ) w. Takim obrazom, tol~ko v sluqae normirovki (1.3a) stacionarnaØ toqka x^∗ ØvlØetsØ sobstvennym vektorom matricy ( F —˘_(x_) F˘_(x_)+ +e^aC—C ) , otveqa¸wim ee sobstvennomu znaqeni¸ (‖ F˘_(x_)x_n ‖ ‖^2_E + +e^a ‖ ‖Cx_n ‖ ‖^2_E ).

VtoraØ proizvodnaØ ϕ^{′′}_{on}(x) funkcionala (1.7d) harakterizuetsØ dlØ proizvol~nogo vektora h sledu¸wim vyraßeniem:

⟨ ϕ^{′′}_{on}(x)h, h ⟩ = (‖ ‖F˘_(x_)^h ‖ ‖^2_E + e^a ‖ ‖Ch ‖ ‖^2_E −

− ‖ ‖ ‖ q∑ j=1 dλ_j B_j x_n ‖ ‖ ‖^2_E − ‖ F˘_(x_)x_n ‖_2 E ‖^ h ‖_2 E ) , gde ^h := h/‖x‖, kotoroe na rexenii zadaqi (1.4) prinimaet vid

⟨ ϕ^{′′}_{on}(x)h, h ⟩ = (‖ ‖F˘_(x_)^h − q∑ j=1 dλ_jB_j x_n ‖ ‖ ‖^2_E − ‖ ‖F˘_(x_)x_n ‖ ‖^2_E + e^a ‖ ‖Ch ‖ ‖^2_E .

Iz fftogo sleduet, qto iskomye rexeniØ vlØ¸tsØ toqkami minimuma rassmatrivaemogo funkcionala.

Takße kak i v predyduwem sluqae, za sqet var~irovaniØ parametra a, moßno predotvrawat~ shodimost~ iteracionnogo processa (1.44), (1.45), gde vmesto funkcionala ϕ_c(x) ispol~zuetsØ funkcional ϕ_{on}(x), k ego “parazitiqeskoæ” stacionarnoæ toqke.

2. Rexenie “nesvØzannoæ” zadaqi na beskoneqnosti

2.1. Rasprostranim, rassmotrennye vyxe metody, na sluqaæ re-

gulØrnyh odnorodnyh puqkov postoØnnyh matric:

F^π(^∘λ)x := q∑ j=1 ∘ λ_j B_j x = 0, x ≠ 0, (2.1)

158 V. B. HAZANOV

gde B_j ∈ R^{n×n}, j = 0, 1, . . . , q,^∘λ = (^∘λ_0 :^∘λ_1 :^∘λ_2 : . . . :^∘λ_q), a x ∈ R^n. Zadaqa (2.1) poluqaetsØ iz (1.1) pri perehode ot affinnogo

prostranstva C^q k proektivnomu prostranstvu C Π^q (λ_j =^∘λ_j/^∘λ_0,

j = 1, . . . , q) s zamenoæ B_0 := −A. V fftom sluqae moßno nahodit~

priblißeniØ k toqkam kak koneqnogo, tak i beskoneqnogo spektra puqka (2.1), poslednie iz kotoryh harakterizu¸tsØ uslovi-

em^∘λ_0 = 0.

Pomimo rassmotrennogo vywe ograniqeniØ (1.2), budem ispol~zovat~ takße uslovie normirovki koordinat toqki proek-

tivnogo prostranstva^∘λ = (^∘λ_0 :^∘λ_1 :^∘λ_2 : . . . :^∘λ_q) ∈ C Π^q (komponent

(q + 1)-mernogo vektora^∘λ = col {^∘λ_j}^q_{j=0}): ‖ ‖^∘λ ‖ ‖^2 := q∑ j=1 |^∘λ_j|^2 = 1. (2.2)

�to privodit k nelineænoæ sisteme

f_0(z_0) := q∑ j=1 ∘ λ_jB_j x ~C(x)x − ~d q∑ j=1 |^∘λ_j|^2 − 1

= 0, (2.3a)

gde z_0 := [ x_∘ λ ] ≡ [ x col {^∘λ_j }^q_{j=0} ] . (2.3b)

Rexenie sistemy otveqaet minimal~nomu (nulevomu) znaqeni¸ kvadrata normy vektora nevØzki:

ϕ_o(z_0) = ϕ_o(^∘λ, x) = ‖ f_0 ‖_2 E = = ‖ F^π(^∘λ)x ‖_2 E + ‖ ~ C(x)x − ~d ‖_2 E + (‖ ∘ λ ‖_2 2 − 1 ) , (2.4a)

kotoryæ budem nazyvat~ funkcionalom absol¸tnoæ nevØzki. Esli vse ograniqeniØ, za iskl¸qeniem usloviØ normirovki, ØvlØ¸tsØ odnorodnymi, moßno ispol~zovat~ funkcional otnositel~noæ nevØzki:

ϕ_{on}(z_0) = ϕ_o(^∘λ, x_n) = ‖ ‖F^π(^∘λ)x_n ‖ ‖^2_E + ‖ ‖Cx_n ‖ ‖^2_E + ( ‖ ‖^∘λ ‖ ‖^2 − 1), (2.4b)

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 159

kotoryæ v sluqae vypolneniØ usloviØ (2.2) normirovannosti^∘λ prinimaet vid:

ϕ_{on}(z_0) = ϕ_o(^∘λ, x_n) = ‖ ‖F^π(^∘λ)x_n ‖ ‖^2_E + ‖ ‖Cx_n ‖ ‖^2_E . (2.4c)

Zdes~, kak i preßde, x_n – vektor, normirovannyæ v sootvetstvii s usloviem (1.3).

Pri fiksirovannom znaqenii vektora x veliqina funkcionala (2.4a) zavisit tol~ko ot pervogo slagaemogo, t.e. opredelØetsØ vektorom nevØzki sistemy vida

f_{0ffi} ˘ (x) := F^πffi ˘(x) x = 0, (2.5a) gde F^πffi ˘(x) := q∑ j=1 ∘ λ_j (x)B_j , (2.5b)

sostoØweæ iz n skalØrnyh uravneniæ otnositel~no n-mernogo vektora x. V fftom sluqae znaqenie mul~tiparametra^∘λ :=^∘λ(x) estestvenno vybirat~ iz usloviØ minimizacii normy vektora nevØzki sistemy (2.5). Pofftomu pomimo funkcionalov (2.4) budem rassmatrivat~ i drugie vida funkcional~noæ nevØzki: • funkcional absol¸tnoæ spektral~noæ nevØzki

ϕ_{os}(x) = 1 2 ‖f_{0ffiλ} (x)‖^2_E = 1 2 ‖F^πffi ˘(x) x‖^2_E ; (2.6a)

• funkcional otnositel~noæ spektral~noæ nevØzki

ϕ_{osn}(x) = ϕ_{os}(x_n) = 1 2 ‖F^πffi ˘(xn) x_n‖^2_E ; (2.6b)

• funkcional absol¸tnoæ spektral~noæ nevØzki s ograniqeni- Ømi ϕ_{oo}(x) = 1 2 ‖F^πffi ˘(x) x‖^2_E + 1 2 ‖ ~C(x)x − ~d‖^2_E . (2.6c)

• funkcional otnositel~noæ spektral~noæ nevØzki s odnorodnymi ograniqeniØmi

ϕ_{oon}(x) = ‖F^πffi ˘(xn) x_n‖^2_E + 1 2 ‖Cx_n‖^2_E . (2.6d)

160 V. B. HAZANOV

• funkcional absol¸tnoæ spektral~noæ nevØzki s normirovkoæ

ϕ_{osn}(x) = 1 2 ‖F^πffi ˘(xn) x_n‖^2_E + 1 4 e^a (‖ ∘ λ ‖ ‖^2_E − 1). (2.6e)

Pri fftom predpolagaetsØ, qto vypolneno uslovie (2.2) normirovki^∘λ(x).

Spravedlivo sledu¸wee utverßdenie.

Teorema 2. Pri fiksirovannom znaqenii vektora x funkcional

absol¸stnoæ spektral~noæ nevØzki (2.6a) dostigaet minimuma na normirovannom sobstvennom vektore^∘λ(x) ∈ C^{q+1} , sootvetstvu- ¸wim naimen~xemu sobstvennomu znaqeni¸ γ(x) matricy Č(x) = matr {⟨B_j x, B_ix⟩}^q_{i,j=0}, (2.7)

Dokazatel~stvo. Uslovnyæ ffkstremum funkcionala (2.6a)

ϕ_{os}(x) = 1 2 ⟨_q∑ j=0 ∘ λ_j B_j x, q∑ p=0 ∘ λ_pB_px ⟩ =

= 1 2 q∑ j=0 q∑ p=0 ⟨ B_j x, B_px ⟩^∘λ_j^∘λ_p = 1 2 ∘ λ—Č^∘λ pri ograniqenii (2.2) opredelØetsØ kak ffkstremum funkcii Lagranßa

ϕ_{Loc}(x) =^∘λ—Č^∘λ + 1 2 γ ( 1 − q∑ j=0 ∘ λ^2_j ) , (2.8)

gde γ – postoØnnyæ mnoßitel~. DifferenciruØ (2.8):

dϕ_{Loc}(x) = q∑ p=0 ( q∑ j=0 č_{jp}^∘λ_j − γ^∘λ_p ) d^∘λ_p + 1 2 ( 1 − q∑ j=0 ∘ λ^2_j ) dγ, prihodim k vyvodu, qto ego stacionarnye toqki opredelØ¸tsØ sootnoxeniØmi q∑ j=0 č_{jp}^∘λ_j = γ^∘λ_p, p = 0, 1, . . . , q; q∑ j=0 ∘ λ^2_j = 1.

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 161

Takim obrazom, l¸baØ stacionarnaØ toqka^∘λ ØvlØetsØ normirovannym sobstvennym vektorom, otveqa¸wim sobstvennomu znaqeni¸ γ samosoprØßennoæ matricy Č(x), ØvlØ¸weæsØ matriceæ Grama. V sluqae lineænoæ nezavisimosti vektorov B_j x,

j = 0, 1, . . . , q, ona ØvlØetsØ poloßitel~no opredelennoæ. Diffe-

rencial vtorogo porØdka funkcionala (2.8) imeet vid

d^2ϕ_{Loc}(x) = q∑ p=0 (_q∑ j=0 č_{jp}d^∘λ_j d^∘λ_p − γ^∘λ^2_p ) − q∑ j=0 ∘ λ_j d^∘λ_j dγ. Uslovnyæ minimum funkcionala (2.8) opredelØetsØ sootnoxeniØmi

d^2ϕ_{Loc}(x) > 0, q∑ j=0 ∘ λ_jd^∘λ_j = 0.

Sledovatel~no, dolßno vypolnØt~sØ neravenstvo q∑ p=0 (_q∑ j=0 č_{jp}d^∘λ_jd^∘λ_p − γ^∘λ^2_p ) ≡ d^∘λ—(Č − γI)d^∘λ > 0, (2.9a)

pri vypolnenii usloviØ q∑ j=0 ∘ λ_jd^∘λ_j = 0. (2.9b)

Pust~ γ_j , j = 0, 1, . . . , q, – sobstvennye znaqeniØ matricy Č, uporØdoqennye po nevozrastani¸

0 < γ_0 6 γ_1 6 . . . 6 γ_q ,

a^∘λ_j, j = 0, 1, . . . , q, – sootvetstvu¸wie im sobstvennye vektory. Sledovatel~no, kvadratiqnaØ forma, opredelØemaØ matriceæ (Č −γI), tol~ko pri γ = γ_0 ØvlØetsØ polupoloßitel~no opredelennoæ, priqem v nul~ ona obrawaetsØ tol~ko na sootvetstvu- ¸wem sobstvennom vektore^∘λ_0. Poskol~ku uslovie (2.9b) oznaqa-

et ortogonal~nost~ vektorov^∘λ i d^∘λ, to iz fftogo sleduet spravedlivost~ neravenstva (2.9a).

V sluqae lineænoæ zavisimosti vektorov B_j x, j = 0, 1, . . . , q, matrica Č ØvlØetsØ polupoloßitel~no opredelennoæ. Ee naimen~xee sobstvennoe znaqenie γ_0 = 0, priqem sootvetstvu¸wiæ

162 V. B. HAZANOV

emu sobstvennyæ vektor^∘λ_0 ØvlØetsØ toqkoæ spektra puqka (2.1). � ZameqaniØ. 1. Pri l¸bom qisle α ∈ R\ {0}^∘λ(x) =^∘λ(αx), poffto-

mu v funkcionalah (2.6b), (2.6d) F^π_ffi ˘(xn) moßno zamenit~ na F^π_ffi ˘(x) . Pri fiksirovannom znaqenii vektora x funkcionaly (2.6b)– (2.6e) dostiga¸t minimuma v toæ ße toqke, qto i funkcional (2.6a).

2. V sluqae lineænoæ zavisimosti vektorov B_j x, j = 0, 1, . . . , q,

vektor^∘λ_0 moßno iskat~ kak netrivial~noe rexenie odnorodnoæ sistemy

Y_0^∘λ = 0,

gde Y_0 = row {B_j x}^q_{j=0}.

Vse, opisyvaemye niße metody rexeniØ sistemy (2.3), poluqa¸tsØ analogiqno rassmotrennym vyxe metodam rexeniØ sistemy (1.4). Pri fftom ispol~zu¸tsØ vvedennye vyxe oboznaqeniØ i osta¸tsØ spravedlivymi privedennye vyxe zameqaniØ.

2.2. Oqerednye priblißeniØ k rexeni¸ sistemy (2.3) metoda

N~¸tona vyqislØ¸tsØ po formulam

x^{k+1} = U^k_0^∘δ^k;^∘λ^{k+1} =^∘λ^k +^∘δ^k, (2.10)

gde popravka^∘δ^k = col {^∘δ^k_j }^q_{j=0} nahoditsØ iz sootnoxeniæ:

F^{πk}U^k_0 = Y^k_0 , ~D^k_0^∘δ^k = ~d^k_0. (2.12)

Zdes~ i dalee

F^{πk} = q∑ j=0 ∘ λ^k_j B_j , Y^k_0 = row {B_jx^k}^q_{j=0}, (2.13)

~D^k_0 = [ ~C^kU^k_0 ∘ λ^k — ] , ~d^k_0 = [ ~ d^k 1 2 ( 1 − ∑_q j=0 |^∘λ^k_j |^2 ) ] . (2.14)

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 163

2.3. PriblißeniØ k rexeni¸ sistemy (2.3) metodami Qebyxeva

i Hfflli vyqislØ¸tsØ sootvetstvenno po formulam

x^{k+1} = x^k + h^k − 1 2 g^k,^∘λ^{k+1} =^∘λ^k +^∘δ^k − 1 2 ∘ ε^k,

x^{k+1} = x^k +

(h^k)^2 h^k +^1_2 g^k

,^∘λ^{k+1} =^∘λ^k +

(^∘δ^k)^2 ∘ δ^k +^1_2^∘ε^k , gde^∘δ^k i h^k = U^k_0^∘δ^k − x^k – “n~¸tonovskie” popravki, a popravki vtorogo porØdka^∘ε^k i g^k opredelØ¸tsØ iz sootnoxeniæ:

F^{πk}v^k = r^k, ~D^k_0 ε^k = ~c^k_0, g^k = −U^k_0^∘ε^k − v^k.

Zdes~

r^k = 2 q∑ j=0 ∘ δ^k_j B_j h^k, ~c^k_0 = [ − ~C^kv^k + κ^ke_1 ⟨^∘δ^k,^∘δ^k ⟩ ] . 2.4. PriblißeniØ k rexeni¸ sistemy (2.3) metodom kasatel~-

nyh giperbol vyqislØ¸tsØ po formulam:

x^{k+1} = x^k + g^k,^∘λ^{k+1} =^∘λ^k +^∘ε^k,

gde popravki g^k i^∘ε^k nahodØtsØ iz rexeniØ sistemy

W^k_0 [ g^k_∘ ε^k ] = [ h^k_∘ δ^k ] , matrica W^k_0 kotoroæ imeet sledu¸wee predstavlenie

W^k_0 = 1 2 [ 2I_n + ~G^k_0 − U^k_0 ~H^k_0 − ~Z^k_0 − U^k_0 ~K^k_0 ~Hk_0 2I_{q+1} + ~Kk_0 ] , gde ~G^k_0 = (F^{πk})^{−1}G^k_0, ~Z^k_0 = (F^{πk})^{−1}Z^k_0 ,

G^k_0 = q∑ j=0 ∘ δ^k_j B_j , Z^k_0 = row {B_jh^k}^q_{j=0};

~H^k_0 = −M^k_0 ~G^k_0 + L^k_0, ~K^k_0 = M^k_0 ~Z^k_0 + N^k_0 ,

M^k_0 = ( ~D^k_0 )^{−1}P^k, L^k_0 = ( ~D^k_0 )^{−1}S^k_0 , N^k_0 = ( ~D^k_0 )^{−1}Q^k_0 ,

164 V. B. HAZANOV

~D^k_0 = [ ~C^kU^k_0 ∘ λ^k — ] , Q^k_0 = [ O_{q,q+1} 2^∘δ^k — ] , P^k = [ ~C^k 0—_n ] , i v zavisimosti ot ispol~zuemogo usloviØ normirovaniØ

S^k_0 = [ 2h^k — O_{q,n} ] , S^k_0 = O_{q+1,n}.

2.5. Metod obratnyh iteraciæ dlØ rexeniØ zadaqi (2.4), kak i

v predyduwem sluqae, poluqim, ispol~zuØ predstavlenie mul~- tiparametrov^∘λ v vide: ∘ λ =^∘β +^∘δ, (2.15)

qto privodit k sootnoxeniØm

x = −U_0^∘δ, (2.16)

~C(x)U_0^∘δ = −~d, (2.17) gde U_0 = row {( q∑ i=0 ∘ β_iB_i )_{−1} B_j x }_q j=0 , kotorye popolnØ¸tsØ sootnoxeniem q∑ j=0 ∘ β_j^∘δ_j = − 1 2 q∑ j=0 |^∘δ_j|^2, (2.18)

ime¸wim mesto pri normirovannosti oboih mul~tiparametrov ∘ λ i^∘β.

Pri zamene toqnogo znaqeniØ x priblißennym x^k i ispol~- zovanii zavisØwego ot nomera xaga mul~tiparametra^∘β^k = col { ∘ β^k_j }_q j=0, sootnoxeniØ (2.15)–(2.17) prinima¸t vid: ∘ λ =^∘β^k +^∘δ^k, (2.19)

x^k = U^k_0^∘δ^k, (2.20)

~C^kU^k_0^∘δ^k = ~d, (2.21)

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 165 gde U^k_0 = row {( F^{πk} )_{−1} B_j x^k }_q j=0, F^{πk} = q∑ j=0 ∘ β^k_j B_j . a sootnoxenie (2.18), pri otbrasyvanii veliqiny vtorogo porØdka malosti, prinimaet vid q∑ j=0 ∘ β^k_j^∘δ^k_j = 0. (2.22)

SootnoxeniØ (2.19)–(2.22) mogut ispol~zovat~sØ dlØ opredele-

niØ popravki^∘δ^k, a takße dlØ nahoßdeniØ oqerednyh priblißeniæ^∘λ^{k+1} i x^{k+1}.

2.5.1. Vybor v kaqestve^∘β^k tekuwego priblißeniØ^∘λ^k, vyqisle-

nie^∘δ^k kak rexeniØ sistemy (2.21), (2.22) i ispol~zovanie sootnoxeniæ (2.19), (2.20) dlØ nahoßdeniØ oqerednyh priblißeniæ ∘ λ^{k+1} i x^{k+1} privodit k formulam (2.10)–(2.14) metoda N~¸tona.

Takoæ variant metoda obratnyh iteraciæ otliqaetsØ ot metoda N~¸tona tol~ko normirovkami priblißeniæ, kotorye vypolnØ- ¸tsØ na kaßdom xage processa.

Modificirovannyæ variant metoda obratnyh iteraciæ s “n~¸tonovskimi” popravkami, iskl¸qa¸wiæ neobhodimost~ rexeniØ ploho obuslovlennyh sistem pri ispol~zovanii normirovki vektora x^k po ego komponente s nomerom s, privodit k sisteme

F^{π k} Y^k_0 C O_{q−1,q+1} 0—_{n−1} row {^∘λ^k_j }^q_{j=0} [ h^k_∘ δ^k ] = −F^{πk}x^k d − Cx^k 0 ,

gde vektor h^k, matricy F^{π k} i C opredelØ¸tsØ takße, kak i v p. 1.5.1.

2.5.2. Kak i preßde budem ispol~zovat~ v kaqestve^∘β^k tekuwee

priblißenie^∘λ^k, no “popravku”^∘δ^k budem nahodit~ kak obobwennoe rexenie sistemy (2.20), (2.21): [ U^k_0 D^k_0 ]_∘ δ^k = [ x^k ~d ] , (2.23)

166 V. B. HAZANOV

ili sistemy (2.20)–(2.22): [ U^k_0 ~D^k_0 ]_∘ δ^k = [ x^k ~d_0 ] , (2.24) gde D^k_0 = ~C^kU^k_0 , ~D^k_0 = [ D^k_{0∘} λ^k — ] , ~d_0 = [ ~d 0 ] . Takim obrazom, poluqeny dva varianta metoda obratnyh iteraciæ s “obobwennymi” popravkami.

2.5.3. Kak i v sluqae neodnorodnoæ zadaqi, budem nahodit~ pri-

blißeniØ^∘λ^k k toqke spektra kak otnoxeniØ minimal~nyh nevØzok (iz usloviØ minimizacii funkcionala (2.6a) pri fiksirovannom znaqenii vektora x^k), t.e. kak normirovannyæ sobstvennyæ vektor, sootvetstvu¸wiæ naimen~xemu sobstvennomu znaqeni¸ matricy Č(x^k) vida (2.7):

Č(x^k)^∘λ^k = γ^{k ∘}λ^k.

Naædennoe priblißenie ispol~zuetsØ v kaqestve^∘β^k, posle qego opredelenie^∘δ^k moßet osuwestvlØt~sØ tak ße, kak v iteraciØh s “n~¸tonovskimi” popravkami, ispol~zuØ sistemu (2.21), (2.22), ili s “obobwennymi” popravkami, ispol~zuØ sistemu (2.23) ili (2.24).

3. ObobweniØ

S odnoæ storony, bol~xaØ qast~ opisannyh vyxe metodov moßet byt~ obobwena na kompleksnyæ sluqaæ. S drugoæ storony, metody mogut byt~ rasprostraneny na sluqaæ polinomial~nyh matric (kak qerez ispol~zovanie soprovoßda¸wego puqka, tak i neposredstvenno).

Nakonec, “svØzannaØ” zadaqa dlØ regulØrnyh puqkov postoØnnyh matric

F_i(λ)x := ( A_i − q∑ j=1 λ_j B_{ij} ) x_i = 0, i = 1, . . . , q (3.1)

METODY REXENI˚ SPEKTRAL^NYH ZADAQ 167

gde A_i, B_{ij} ∈ R^{ni×ni} , i, j = 1, . . . , q, λ = (λ_1, λ_2, . . . , λ_q), a x_i ∈

R^{ni} \ {0} pri ispol~zovanii normirovok vida (1.3):

⟨ x_i, x_i ⟩ = 1, i = 1, . . . , q, (3.2a) ili ⟨ x_i, w_i ⟩ = 1, i = 1, . . . , q, (3.2b)

gde w_i ∈ R^{ni} \ {0}, moßet byt~ svedena k zadaqe (1.4), nde

x := col {x_i}^q_{i=1},

F (λ) := diag { F_i(λ) }_q i=1 ≡ A − q∑ j=1 λ_j B_j , gde A := diag { A_i }_q i=1, B_j := diag { B_{ij} }_q i=1, j = 1, . . . , q, i v zavisimosti ot ispol~zuemyh usloviæ normirovaniØ

~C(x) = diag {x—_i }^q_{i=1}, ~d = col {1}^q_{i=1},

~C(x) = diag {w—_i }^q_{i=1}, ~d = col {1}^q_{i=1},

Pofftomu opisannye vyxe metody mogut byt~ rasprostraneny na rexenie zadaqi (3.1), (3.2). Pri fftom neobhodimost~ Øvnogo formirovaniØ matric A, B_j , j = 1, . . . , q ne voznikaet (sm., naprimer, [2]).

Literatura

1. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 238 (1997), 3–330.

2. V. B. Hazanov, Metody rexeniØ mnogoparametriqeskih zadaq. Algorithms

89, Proc. 10th Simp. Algorithms, Bratislava (1989), pp. 46–48.

3. V. B. Hazanov, O spektral~nyh svoæstvah mnogoparametriqeskih polinomial~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 284–321.

4. V. B. Hazanov, O sobstvennyh poroßda¸wih vektorah mnogoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy. — Zap. nauqn. semin. POMI 248 (1998), 165–186.

5. V. B. Hazanov, O nekotoryh svoæstvah polinomial~nyh bazisov nad polem racional~nyh funkciæ mnogih peremennyh. — Zap. nauqn. semin. PO- MI 284 (2002), 177–191.

168 V. B. HAZANOV

6. E. K. Blum, A. F. Chang, A numerical methods for the solution of the double eigenvalue problems. — J. Inst. Math. Appl. 22, No. 1 (1978), 29–42.

7. E. K. Blum, A. R. Curtis, A convergent gradient method for matrix eigenvector-eigenvalue problems. — Numer. Math. 31, No. 3 (1978), 247–263.

8. E. K. Blum, G. H. Rodrigue, Solutions of eigenvalue problems in Hilbert spaces by a gradient method. — J. Comput. System Sci. 2 (1974), 220–237.

9. A. Cuit, Pade approximats for operators: Theory and applications. — Lect. Notes Math. 1065 (1984).

10. G. Peters, J. H. Wilkinson, Inverse iteration, ill-conditional equations and Newton’s method. — SIAM Reviev 21, No. 3 (1979), 339–360.

Khazanov V. B. Methods for solving spectral problems for multiparameter matrix pencils.

Method for solving the partial eigenproblem for multiparameter regular pencils of real matrices, which allow to improve given approximations of an eigenvector and the associated point of the spectrum (both finite and infinite) are suggested. The possibility of extending the methods to complex matrices, polynomial matrices, and coupled multiparameter problems is indicated.

Postupilo 10 aprelØ 2003 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN