Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 296, 2003 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı SPEKTRAL^NYH ZADAQ DL˚ POLINOMIAL^NYH MATRIC

Vvedenie

V stat~e prodolßa¸tsØ issledovaniØ po primeneni¸ ranee predloßennogo metoda rangovoæ faktorizacii (ΔW -metoda, sm., naprimer, [1, 2]) k rexeni¸ zadaq algebry s polinomial~nym i racional~nym vhoßdeniem parametrov. RasxirØetsØ oblast~ primeneniØ metoda.

DlØ polinomial~nyh matric polnogo ranga (v tom qisle dlØ A − λI, A − λB) predlaga¸tsØ metody rexeniØ sledu¸wih zadaq: vyqislenie deliteleæ polinomial~noæ matricy, spektry kotoryh sovpada¸t s nulØmi izvestnyh deliteleæ ee harakteristiqeskogo polinoma; vyqislenie obwego delitelØ dlØ neskol~kih regulØrnyh polinomial~nyh matric, sobstvennye pary kotorogo sovpada¸t s sootvetstvu¸wimi sobstvennymi parami rassmatrivaemyh matric; rexenie obratnoæ zadaqi na sobstvennye znaqeniØ polinomial~noæ matricy v nekotoroæ postanovke. RassmatrivaetsØ primenenie predlagaemyh metodov k rexeni¸ nekotoryh zadaq algebry.

Stat~Ø sostoit iz treh paragrafov.

V §1 predlagaetsØ algoritm, pozvolØ¸wiæ nahodit~ deliteli dlØ polinomial~noæ matricy polnogo ranga, spektry kotoryh sovpada¸t s nulØmi zadannyh deliteleæ harakteristiqeskogo polinoma matricy. RassmatrivaetsØ primenenie algoritma k rexeni¸ sledu¸wih zadaq: vydelenie regulØrnogo bloka matricy, vydelenie nulevyh sobstvennyh znaqeniæ iz spektra matricy s vyqisleniem delitelØ matricy, ne ime¸wego nulevyh sobstvennyh znaqeniæ. Predlaga¸tsØ algoritmy vyqisleniØ prisoedinennoæ i privedennoæ prisoedinennoæ matric dlØ regulØrnoæ polinomial~noæ matricy.

V §2 rassmatrivaetsØ algoritm vyqisleniØ obwego delitelØ dlØ dvuh (i bolee) regulØrnyh matric, sobstvennye pary kotorogo sovpada¸t s obwimi sobstvennymi parami rassmatrivae- 122

K REXENIı SPEKTRAL^NYH ZADAQ 123 myh matric. V qastnosti, rassmatrivaetsØ algoritm vydeleniØ delitelØ iz puqka A−λB, sobstvennye pary kotorogo sovpada¸t s odinakovymi sobstvennymi parami matric A i B. PredlagaetsØ algoritm vyqisleniØ nesokratimoæ faktorizacii racional~- noæ matricy.

§3 posvØwen rexeni¸ obratnoæ zadaqi na sobstvennye znaqeniØ regulØrnoæ matricy F (λ) (v tom qisle F (λ) = A − λI i F (λ) = A − λB) v sledu¸weæ postanovke. V spektre F (λ) zamenit~ neskol~ko (vse) izvestnye sobstvennye znaqeniØ na zadannye qisla, sohraniv pri fftom neizmennymi nekotorye vektornye spektral~nye harakteristiki. RassmatrivaetsØ rexenie zadaqi dlØ sluqaev odnogo i neskol~kih zamenØemyh sobstvennyh znaqeniæ.

V osnove predlagaemyh algoritmov leßit metod rangovoæ faktorizacii (ΔW -1 metod). Budut ispol~zovany sledu¸wie izvestnye (sm. [1, 2]) utverßdeniØ.

1. L¸baØ polinomial~naØ m × n matrica Φ(λ) ranga m moßet byt~ predstavlena v vide tak nazyvaemogo ΔW -1 razloßeniØ:

Φ(λ)W (λ) = [Δ(λ), 0].

Zdes~ 0 est~ nulevaØ m×(n−m) matrica, W (λ) – unimodulØrnaØ matrica porØdka n; Δ(λ) – regulØrnaØ polinomial~naØ matrica porØdka m.

2. L¸baØ polinomial~naØ m × n matrica Φ(λ) ranga m moßet byt~ predstavlena v vide tak nazyvaemogo ∇V − 1 razloßeniØ: Φ(λ) = ∇(λ)V (λ). Zdes~ ∇(λ) – regulØrnaØ polinomial~naØ m×m matrica, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom Φ(λ); V (λ) – polinomial~naØ matrica polnogo stroqnogo ranga, sostavlennaØ iz m pervyh strok unimodulØrnoæ matricy W^{−1}(λ), tak qto koneqnyæ spektr V (λ) est~ pustoe mnoßestvo. Pravye nul~ prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matric Φ(λ) i V (λ) sovpada¸t.

Svoæstva ΔW -1 i ∇V − 1 razloßeniæ, algoritmy ih realizacii i primenenie k rexeni¸ nekotoryh zadaq algebry s polinomial~nym i racional~nym vhoßdeniem parametrov sm., naprimer, [1, 2].

Niße budut ispol~zovany sledu¸wie oboznaqeniØ. F^{m×n}_ρ – mnoßestvo polinomial~nyh m × n matric ranga ρ;

124 V. N. KUBLANOVSKA˚

σ_r[F ] – koneqnyæ spektr matricy F (λ), t.e. mnoßestvo nuleæ obwego naibol~xego delitelØ (OND) vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ matricy F (λ);

f[F ] = f(λ) – harakteristiqeskiæ polinom F (λ): {λ|f(λ) = 0} = σ_r[F ];

ε[F ] = ε(λ) – minimal~nyæ polinom matricy F (λ); ε[F ] =^{f[F ]}_{f1[F ]} , gde f_1[F ] est~ OND vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ−1 matricy F (λ); N_c[F ] – pravoe nul~-prostranstvo iz polinomial~nyh rexeniæ matricy F (λ);

(λ_∗, x_∗) i (λ_∗, y_∗) – pravaØ i levaØ sobstvennye pary matricy F (λ): F (λ_∗)x_∗ = 0, F^T (λ_∗)y_∗ = 0.

§1. Vyqislenie deliteleæ matriqnogo polinoma s zadannymi spektrami 1.1. Postanovka zadaqi. Pust~ F (λ) =^{∑s}_{n=0} Ckλ^k est~ m × n

matriqnyæ polinom (polinomial~naØ matrica) polnogo ranga, stepeni s ¿ 1. V qastnosti, F (λ) = A − λI, F (λ) = A − λB. DlØ opredelennosti polagaem F (λ) ∈ F^{m×n}_m , m 6 n. Vse privedennye niße rezul~taty spravedlivy dlØ regulØrnoæ matricy F (λ) (m = n) i dlØ matricy F^T (λ) pri m 6 n. Pust~ g_1(λ) i g_2(λ) sut~ deliteli harakteristiqeskogo polinoma f[F ].

TrebuetsØ naæti razloßenie

F (λ) = F_1(λ)F_2(λ), (1.1) gde σ_r [F_1] = {λ|g_1(λ) = 0}, σ_r[F_2] = {λ|g_2(λ) = 0}. (1.2)

1.2. Algoritm vyqisleniØ. Algoritm vyqisleniØ razloßeniØ

(1.1), (1.2) rassmotrim v bolee obweæ postanovke. Budem predpolagat~, qto izvesten polinom h(λ): {λ|h(λ) = 0} ⊇ {λ|g_1(λ) = 0}; {λ|h(λ) = 0} ∩ {λ|g_2(λ) = 0} = ?. (1.3) Algoritm vyqisleniØ razloßeniØ (1.1), (1.2) trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) Sformirovat~ polinomial~nu¸ m × (m + n) matricu Φ(λ) = [h(λ)I_m, F (λ)], gde I_m – ediniqnaØ matrica porØdka m.

K REXENIı SPEKTRAL^NYH ZADAQ 125 (2) Naæti ∇V -razloßenie matricy Φ(λ):

Φ(λ) = ∇(λ)V (λ), V (λ) = [V_1(λ), V_2(λ)], (1.4)

gde V_1(λ) i V_2(λ) sut~ bloki matricy V (λ), razmery kotoryh sovpada¸t s razmerami blokov matricy Φ(λ).

V kaqestve iskomyh matric berem F_1(λ) = ∇(λ), F_2(λ) = V_2(λ). Dokaßem, qto tak vybrannye matricy udovletvorØ¸t sootnoxeniØm (1.1), (1.2).

Deæstvitel~no, iz (1.4) imeem

F (λ) = ∇(λ)V_2(λ), (1.5)

gde po svoæstvam ∇V -razloßeniØ ∇(λ) est~ regulØrnaØ matrica, spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom matricy Φ(λ). Pri fftom iz opredeleniØ koneqnogo spektra polinomial~noæ matricy s uqetom vida matricy Φ(λ) imeem:

σ_2[∇] = σ[Φ] = {λ|g_1(λ) = 0}.

Dalee, s uqetom, qto vse matricy, vhodØwie v (1.5), ime¸t odin i tot ße rang, ∇(λ) – regulØrnaØ matrica, zakl¸qaem, qto σ_r[V_2] dopolnØet σ_r[∇] do σ_r[F ], tak qto σ_r[V_2] = {λ|g_2(λ) = 0}. Spravedlivost~ fftogo utverßdeniØ ustanavlivaetsØ primeneniem formuly Bine–Koxi[3] k vyqisleni¸ minorov F (_{1...m} i1...i_m ) ma- tricy F (λ), predstavlennoæ v vide (1.5). Spravedlivost~ razloßeniØ (1.1), (1.2) ustanovlena.

Oboznaqim (λ_∗, x_∗), (λ_∗, x^{(i)}_∗ ) i (λ_∗, y_∗), (λ_∗, y^{(i)}_∗ ) pravye i levye sobstvennye pary matric F (λ), F_i(λ), i = 1.2.

Sledstvie 1.1. Esli polinom g1(λ) i g2(λ) ne ime¸t obwih nuleæ,

to v usloviØh algoritma ime¸t mesto sledu¸wie ravenstva

x^{(2)}_∗ = x_∗, y^{(2)}_∗ = F^T (λ_∗)y_∗, esli λ_∗ ∈ {σ_r[F ] ∩ σ_r[F_2]};

y^{(1)}_∗ = y_∗, x^{(1)}_∗ = F_2(λ_∗)x_∗, esli λ_∗ ∈ {σ_r[F ] ∩ σ_r[F_1]}.

(1.6)

1.3. PrimeneniØ algoritma.

1.3.1. Isqerpyvanie iz spektra polinomial~noæ matricy neskol~kih sobstvennyh znaqeniæ. Pust~ F (λ) ∈ F^{m×n}_m ,

λ_1, . . . λ_r, r ¿ 1, sut~ izvestnye sobstvennye znaqeniØ, kotorye podleßat isqerpyvani¸ iz σ_r[F ]. Zadaqa rexaetsØ algoritmom

126 V. N. KUBLANOVSKA˚

p. 1.2. V kaqestve h(λ) beretsØ polinom h(λ) =^r ∏ i=1 (λ − λ_i). V

rezul~tate budet poluqeno razloßenie (1.1), (1.2), gde σ_r [F_1] = {λ|h(λ) = 0}, σ_r[F_2] sostoit iz sobstvennyh znaqeniæ matricy F (λ) za iskl¸qeniem λ_i, i = 1, . . . r.

Iz sledstviØ 1.1 pri uslovii, qto spektry matric F_1(λ) i F_2(λ) ne pereseka¸tsØ, sleduet, qto pravye sobstvennye pary (λ_∗, x^{(2)}_∗ ) matricy F_2(λ) sovpada¸t s sootvetstvu¸wimi sobstvennymi parami (λ_∗, x_∗) matricy F (λ); levye sobstvennye pary (λ_∗, y_∗) matricy F (λ) svØzany s levymi sobstvennymi parami (λ_∗, y^{(2)}_∗ ) matricy F_2(λ) sootnoxeniem y^{(2)}_∗ = F^T_1 (λ_∗)y_∗, tak qto y_∗ = F^{−T}_1 (λ_∗) y^{(2)}_∗ .

1.3.2. Vydelenie regulØrnogo Ødra. Pust~ F (λ) ∈ F^{m×n}_n , m >

n. Zadaqa sostoit v vyqislenii regulØrnoæ matricy ∇(λ), spektr kotoroæ sovpadaet s koneqnym spektrom F (λ). DlØ rexeniØ primenØetsØ algoritm p. 1.2, gde v kaqestve h(λ) beretsØ harakteristiqeskiæ polinom f[F ] matricy F (λ), esli posledniæ izvesten. V protivnom sluqae v kaqestve h(λ) berem l¸boæ minor porØdka n matricy F (λ).

V rezul~tate primeneniØ algoritma p.1.2, t.e. ∇V -razloßeniØ matricy Φ(λ) = [h(λ)I_n, F^τ (λ)] budet poluqeno razloßenie (1.1), (1.2), gde ∇(λ) est~ iskomaØ matrica. Deæstvitel~no, spektr matricy ∇(λ) sovpadaet so spektrom Φ(λ), a sledovatel~no, i so spektrom F (λ), tak kak pri ukazannom vyxe vybore h(λ) nuli obwego naibol~xego delitelØ vsevozmoßnyh minorov porØdka n matricy Φ sovpada¸t so spektrom F (λ).

1.3.3. Vydelenie iz spektra F (λ) nulevyh sobstvennyh znaqeniæ. DlØ rexeniØ zadaqi v kaqestve h(λ) v algoritme p. 1.2

sleduet vzØt~ λ^q, gde q – kratnost~ nulØ harakteristiqeskogo polinoma f(F ). Esli q neizvestno, to dlØ isqerpyvaniØ nulevogo sobstvennogo znaqeniØ iz σ_r[F ] moßno primenit~ l¸boæ iz sledu¸wih dvuh sposobov.

V pervom sposobe h(λ) = λ^t, gde v kaqestve qisla t moßno vzØt~ maksimal~no vozmoßnu¸ kratnost~ λ = 0, kak kornØ harakteristiqeskogo polinoma matricy F (λ) (t = n_1−1, gde n_1 est~ stepen~ f[F ]).

Vtoroæ sposob sostoit v vypolnenii q xagov, kaßdyæ iz kotoryh isqerpyvaet h(λ) = λ. Qislo q opredelØetsØ v processe

K REXENIı SPEKTRAL^NYH ZADAQ 127 isqerpyvaniØ. DlØ fftogo vyqislØetsØ posledovatel~nost~ polinomial~nyh matric Φ_k(λ) = [λI_n, V^{(k−1)}_2 (λ)] i ih ∇V -razloßeniØ: Φ_k(λ) = ∇_k[V^{(k)}_1 (λ), V^{(k)}_2 (λ)], k = 1, . . . q, V^{(0)}_2 (λ) = F^T (λ). VyqisleniØ zakanqiva¸tsØ na tom k = q, kogda det ∇_q(0) ≠ 0. V rezul~- tate budet postroena iskomaØ matrica V^{(q−1)}_2 (λ), gde σ_r[V^{(q−1)}_2 ] sovpadaet s σ_r[F ] za iskl¸qeniem nulevogo sobstvennogo znaqeniØ (λ = 0 /∈ σ_r[V^{(q−1)}_2 ]). Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv algoritma p. 1.2.

Zameqanie. Vtoroæ sposob moßet byt~ primenen dlØ opredele-

niØ kratnosti l¸bogo sobstvennogo znaqeniØ matricy F (λ).

1.3.4. Vyqislenie prisoedinennoæ i privedennoæ prisoedinennoæ matric. Zadaqa sostoit v vyqislenii matric B(λ) i

C(λ), udovletvorØ¸wih ravenstvam:

F (λ)B(λ) = B(λ)F (λ) = f[F ]I; (1.7)

F (λ)C(λ) = C(λ)F (λ) = E[F ]I. (1.8)

Zdes~ F (λ) est~ regulØrnaØ polinomial~naØ m×m matrica, f[F ] i E[F ] sootvetstvenno harakteristiqeskiæ i minimal~nyæ polinomy F (λ); B(λ) i C(λ) sut~ prisoedinennaØ i privedennaØ prisoedinennaØ matricy dlØ F (λ) (sm., naprimer, [3]).

DlØ vyqisleniØ B(λ), v predpoloßenii, qto f[F ] izvesten, sleduet vypolnit~ operacii.

(1) Sformirovat~ m × 2m matricu Φ(λ) := [f[F ]I_m, F ] i naæti ee ∇V -razloßenie:

Φ(λ) = ∇(λ)V (λ), V (λ) = [V_1(λ), V_2(λ)], (1.9)

gde V_i(λ), i = 1, 2, bloki matricy V (λ) kaßdyæ razmerov m × m.

(2) Naæti obratnu¸ matricu dlØ unimodulØrnoæ matricy^1 V_2(λ).

(3) Iskomu¸ matricu B(λ) vyqislit~ po formule

B(λ) = V^{−1}_2 (λ)V_1(λ). (1.10)

DlØ obosnovaniØ algoritma predvaritel~no ustanovim, qto V_2(λ) est~ unimodulØrnaØ matrica. Iz (1.9) sleduet ravenstvo F (λ) = ∇(λ)V_2(λ), gde po svoæstvam algoritma p. 1.2, imeem

1Algoritm obraweniØ unimodulØrnyh matric sm., naprimer, [2].

128 V. N. KUBLANOVSKA˚ σ_r[∇] = σ_r[F ], tak qto det V_2(λ) = const . Ots¸da V_2(λ) est~ unimodulØrnaØ matrica. Iz svoæstv ∇V -razloßeniØ matricy Φ(λ)

sleduet N_c[Φ] = N_c[V ]. Togda, s uqetom, qto [ −F (λ) f(λ)I ] est~ bazis-

naØ matrica dlØ N_c[Φ], imeem

V_1(λ)F (λ) = V_2(λ)f(λ) ili V^{−1}_2 (λ)V_1(λ)F (λ) = f(λ)I.

Ots¸da, s uqetom, qto f(λ) est~ skalØrnyæ polinom, sleduet spravedlivost~ (1.7).

Vyqislenie matricy C(λ), udovletvorØ¸weæ (1.8), v predpoloßenii, qto minimal~nyæ polinom E[F ] izvesten, realizuetsØ analogiqno vyqisleni¸ matricy B(λ) i sostoit v vypolnenii operaciæ (1)–(3) s zamenoæ f[F ] na E[F ].

ZameqaniØ. 1. Vyqislenie harakteristiqeskogo polinoma f[F ]

dlØ regulØrnoæ matricy F (λ) moßno realizovat~ metodom sledov D. K. Faddeeva (sm., naprimer, [3]).

2. Vyqislenie minimal~nogo polinoma E[F ] moßno realizovat~ sledu¸wim sposobom.

(1) Vyqislit~ polinom f_1[F ] ≡ f_1(λ), t.e. OND vseh fflementov b_{ij}(λ) matricy B(λ) = {b_{ij}(λ)}, i, j = 1, . . . , m. (2) Naæti E[F ] po formule: E[F ] =^{f[F ]}_{f1[F ]} .

Algoritm vyqisleniØ OND skalØrnyh polinomov i deleniØ polinomov, osnovannyæ na ispol~zovanii ΔW -1 metoda, sm. v [2].

§2. Vyqislenie obwego naibol~xego delitelØ (OND) matriqnyh polinomov Postanovka zadaqi. Pust~ dlØ zadannoæ posledovatel~nosti

matriqnyh polinomov (polinomial~nyh matric) F_i(λ) ∈ F^{m×m}_m , i = 1, . . . , p, sleduet naæti matricu C(λ) ∈ F^{m×m}_m , ØvlØ¸wu¸sØ levym OND matriqnyh polinomov {F_i(λ)}, tak qto vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ F_i(λ) = P_i(λ)C(λ), i = 1, . . . , p, gde C(λ) ØvlØetsØ regulØrnoæ matriceæ, a posledovatel~nost~ polinomial~nyh matric {P_r(λ)} ne imeet obwego netrivial~nogo levogo delitelØ.

K REXENIı SPEKTRAL^NYH ZADAQ 129

Algoritm rexeniØ zadaqi sostoit v vypolnenii sledu¸wih

operaciæ.

(1) FormiruetsØ polinomial~naØ m × mp matrica Φ(λ) = [F^T_1 (λ), . . . , F^T_p (λ)].

(2) VyqislØetsØ ∇V -razloßenie Φ(λ):

Φ(λ) = ∇(λ)V (λ), (2.1)

gde ∇(λ) – regulØrnaØ m × m polinomial~naØ matrica, V (λ) := [V_1(λ), . . . , V_p(λ)] – polinomial~naØ m × mp matrica s blokami V_i(λ), i = 1, . . . , p razmerov m × m; tak qto ime¸t mesto ravenstva

F_i(λ) = V^T_i (λ)∇^T (λ), i = 1, . . ., p. (2.2)

Dokaßem, qto

C(λ) = ∇^T (λ), P_i(λ) = V^T_i (λ) (2.3)

sut~ iskomye matricy.

Deæstvitel~no, iz (2.1) i (2.2) imeem ravenstvo

F_1(λ) . . . F_p(λ) = V^T_1 (λ) . . . V^T_p (λ)

∇^T (λ) = V^T (λ)∇^T (λ).

Ots¸da sleduet, qto C(λ) = ∇^T (λ) est~ obwiæ levyæ delitel~ kaßdoæ iz matric F_i(λ), i = 1, . . ., p. Matrica V^T (λ) ne imeet koneqnogo regulØrnogo spektra, tak kak po svoæstvam ∇V - razloßeniØ matrica V (λ) v (2.1) sostavlena iz strok unimodulØrnoæ matricy. Ots¸da posledovatel~nost~ matric {P_i(λ)} = {V^T_i (λ)} ne imeet obwih levyh netrivial~nyh deliteleæ. Spravedlivost~ (2.3) ustanovlena.

ZameqaniØ. 1. Rassmotrennyæ algoritm primenim k vyqisle-

ni¸ levogo OND posledovatel~nosti m_i × n, m_i ¿ n, matric F_i(λ), i = 1, . . . , p, ime¸wih odin i tot ße polnyæ stolbcovyæ rang. V fftom sluqae v ravenstve (2.2) matricy V_i(λ) ime¸t te ße razmery, qto i F^T_i (λ), i = 1, . . . , p, tak qto C(λ) = ∇^T (λ) est~ regulØrnaØ polinomial~naØ n × n matrica; kaßdaØ iz matric P_i(λ) imeet razmery m_i × n.

2. Algoritm vyqisleniØ OND posledovatel~nosti {F_i(λ)} moßno rassmatrivat~ kak algoritm vyqisleniØ regulØrnoæ matricy C(λ), l¸baØ pravaØ sobstvennaØ para (λ_∗, x_∗) kotoroæ

130 V. N. KUBLANOVSKA˚ ØvlØetsØ pravoæ sobstvennoæ paroæ kaßdoæ iz matric F_i(λ) i, naoborot, l¸baØ pravaØ sobstvennaØ para (λ_∗, x_∗), obwaØ dlØ matric F_i(λ), i = 1, . . . , p, ØvlØetsØ pravoæ sobstvennoæ paroæ dlØ C(λ). 2.2. PrimeneniØ algoritma. Rassmotrim primeneniØ algorit-

ma p. 2.1 k rexeni¸ nekotoryh zadaq algebry.

2.2.1. Vyqislenie nesokratimoæ faktorizacii racional~- noæ matricy. Pust~ R(λ) = P (λ)Q^{−1}(λ) est~ zadannaØ racio-

nal~naØ m × m matrica. TrebuetsØ naæti nesokratimu¸ faktorizaci¸ R(λ) = S(λ)T^{−1}(λ) (2.4)

i ustanovit~ ravenstva P (λ) = S(λ)C(λ), Q(λ) = T (λ)C(λ). Zdes~ T (λ) – regulØrnaØ polinomial~naØ matrica, uravnenie [ S(λ) T (λ) ] x = 0 ne imeet nenulevyh rexeniæ.

DlØ rexeniØ zadaqi primenim algoritm p. 2.1, polagaØ F_1(λ) = Q(λ), F_2(λ) = P (λ). Rezul~tatom primeneniØ ∇V - razloßeniØ k matrice Φ(λ) = [Q^T (λ), P^T (λ)] budut ravenstva: Φ(λ) = ∇(λ)V (λ), V (λ) = [V_1(λ), V_2(λ)], tak qto Q(λ) = V^T_1 (λ)∇^T (λ), P (λ) = V^T_2 (λ)∇^T (λ). Ots¸da nahodim P (λ)Q^{−1}(λ) = V^T_2 (λ)V^{−T}_1 (λ). V kaqestve iskomyh berem matricy: C(λ) := ∇^T (λ), S(λ) := V^T_2 (λ), T (λ) := V^T_1 (λ), tak qto R(λ) = S(λ)T^{−1}(λ), Q(λ) = T (λ)C(λ), P (λ) = S(λ)C(λ). Zameqanie. Opisannyæ vyxe algoritm moßet byt~ primenen

k racional~noæ m × n matrice R(λ) = P (λ)Q^{−1}(λ), gde P (λ) – polinomial~naØ m × n matrica polnogo stolbcovogo ranga, Q(λ) – regulØrnaØ polinomial~naØ n × n matrica.

2.2.2. Vydelenie iz regulØrnogo puqka A − λB delitelØ, sobstvennye pary kotorogo ØvlØ¸tsØ obwimi dlØ matric A i B. DlØ rexeniØ predlaga¸tsØ dva sposoba.

Pervyæ sposob sostoit v posledovatel~nom primenenii algoritma ∇V -razloßeniØ k matricam Φ_1(λ) i Φ_2(λ):

Φ_1(λ) = [F^{(1)}_1 (λ), F^{(1)}_2 (λ)] = ∇^{(1)}(λ)V^{(1)}(λ),

gde F^{(1)}_1 := A − λI, F^{(1)}_2 := B − λI;

Φ_2(λ) = [F^{(2)}_1 (λ), F^{(2)}_2 (λ)] = ∇^{(2)}(λ)V^{(2)}(λ),

K REXENIı SPEKTRAL^NYH ZADAQ 131 gde F^{(2)}_1 (λ) = ∇^{(1)}(λ), F^{(2)}_2 (λ) = A − λB. Dokaßem, qto matrica ∇^{(2)}(λ) ØvlØetsØ iskomoæ. Deæstvitel~no, po svoæstvam algoritma p. 2.1 sobstvennye pary matricy ∇^{(1)}(λ) ØvlØ¸tsØ obwimi dlØ matric A − λI, B − λI. Sobstvennye pary matricy ∇^{(2)}(λ) ØvlØ¸tsØ obwimi dlØ ∇^{(1)}(λ) i puqka A − λB. Iz skazannogo sleduet, qto sobstvennye pary ∇^{(2)}(λ) sovpada¸t s obwimi sobstvennymi parami matric A − λI, B − λI i A − λB.

Vtoroæ sposob sostoit v formirovanii matricy Φ_3(λ) = [A − λI, B −λI, A−λB] i primeneniØ k neæ algoritma ∇V -razloßeniØ:

Φ_3(λ) = ∇(λ)V^{(3)}(λ), V^{(3)}_3 = [V_1(λ), V_2(λ), V_3(λ)],

gde ∇(λ) ØvlØetsØ iskomoæ matriceæ, tak kak po svoæstvam algoritma p. 2.1 (sm. zameqanie 2) pravye sobstvennye pary matricy ∇(λ) sovpada¸t s obwimi pravymi sobstvennymi parami treh matric A − λB, A − λI, B − λI. Zameqanie. Spektr ∇(λ), t.e. spektr levogo obwego naibol~xe-

go delitelØ matric A−λB, A−λI i B−λI, sostoit iz sobstvennyh znaqeniæ, ravnyh nul¸ i edinice.

§3. ObratnaØ zadaqa na sobstvennye znaqeniØ polinomial~noæ matricy 3.1. Postanovka zadaqi. Pust~ F (λ) est~ polinomial~naØ regu-

lØrnaØ m × m matrica stepeni s ¿ 1. V qastnosti, F (λ) = A − λI, F (λ) = A − λB. Oboznaqim (λ_i, x_i) sobstvennu¸ paru F (λ).

Rassmotrim obratnu¸ zadaqu na sobstvennye znaqeniØ matricy F (λ) v sledu¸weæ postanovke. Pust~ μ_{i∗}, i = 1, . . . , r, zadannye qisla. TrebuetsØ matricu F (λ) preobrazovat~ v matricu F_1(λ), zameniv v spektre F (λ) izvestnu¸ gruppu sobstvennyh znaqeniæ λ_{i∗}, i = 1, . . . , r, r ¿ 1, na zadannye qisla μ_{i∗}, i = 1, . . ., r, pri fftom sleduet sohranit~ sobstvennye vektory x_i, sootvetstvu¸- wie sobstvennym znaqeniØm λ_i ≠ λ_{i∗}. Niße privoditsØ algoritm preobrazovaniØ F (λ) v F_1(λ) i ustanavlivaetsØ svØz~ meßdu sobstvennymi parami matric F (λ) i F_1(λ).

3.2. Algoritm rexeniØ obratnoæ zadaqi. Rassmotrim raz-

del~no sluqai r = 1 i r > 1.

Sluqaæ r = 1. Matricu F (λ) sleduet preobrazovat~ v matricu

F_1(λ): zamenit~ v σ_r[F ] izvestnoe sobstvennoe znaqenie λ = λ_∗ na

132 V. N. KUBLANOVSKA˚ zadannoe λ = μ_∗, sohraniv neizmennymi sobstvennye pary (λ_i, x_i) dlØ λ_i ≠ λ_∗. Budem razliqat~ dve situacii: λ = λ_∗ est~ prostoe sobstvennoe znaqenie i λ = λ_∗ est~ t-kratnoe sobstvennoe znaqenie matricy F (λ).

3.2.1. V situacii, kogda λ = λ∗ est~ prostoe sobstvennoe zna-

qenie F (λ) i μ_∗ ≠ λ_i, algoritm rexeniØ sostoit v vypolnenii sledu¸wih xagov.

(1) Ispol~zuØ algoritm vyqisleniØ deliteleæ polinomial~- noæ matricy iz p. 1.2, nahodØtsØ pravyæ ∇(λ) i levyæ V_2(λ) deliteli F (λ):

F (λ) = ∇(λ)V_2(λ). (3.1)

Zdes~ ∇(λ) est~ regulØrnaØ polinomial~naØ m × m matrica, spektr kotoroæ sostoit iz odnoæ toqki λ = λ_∗; V_2(λ) est~ polinomial~naØ m × m matrica, spektr kotoroæ sovpadaet so spektrom matricy F (λ), za iskl¸qeniem λ = λ_∗ (λ = λ_∗ /∈ σ_r[V_2]).

DlØ predstavleniØ F (λ) v vide (3.1) vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii:

(1.1) FormiruetsØ polinomial~naØ m × 2m matrica Φ(λ) = [(λ − λ_∗)I_m, F (λ)].

(1.2) VyqislØetsØ ∇V -razloßenie Φ(λ):

Φ(λ) = ∇(λ)V (λ), V (λ) = [V_1(λ), V_2(λ)].

(2) Iz spektra matricy ∇(λ) isqerpyvaetsØ sobstvennoe znaqenie λ = λ_∗ s zamenoæ ego na λ = μ_∗. DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(2.1) VyqislØetsØ postoØnnaØ matrica ∇(λ_∗) i ee ΔW -0- razloßenie^2:

∇(λ_∗)U = [∗, 0], (3.2)

gde U – ortogonal~naØ matrica, zvezdoqkoæ ∗ oboznaqena m×(m− 1) postoØnnaØ matrica polnogo stolbcovogo ranga, 0 – nulevoæ stolbec.

(2.2) VyqislØetsØ polinomial~naØ matrica C(λ) = Δ(λ)U . (2.3) Komponenty poslednego stolbca matricy C(λ) umnoßa- ¸tsØ na racional~nu¸ drob~ q(λ) =^{λ−μ�}_{λ−λ�} .

2Pod ΔW �0-razloßeniem postoØnnoæ matricy ponimaetsØ ee normalizovannoe razloßenie (QR-razloßenie s perestanovkami, sm., naprimer, [2]).

K REXENIı SPEKTRAL^NYH ZADAQ 133 Rezul~tatom operacii (2) budet matrica

∇_1(λ) = ∇(λ)U blockdiag{I_{m−1}, q(λ)e_m}, (3.3)

gde e_m est~ posledniæ stolbec ediniqnoæ matricy I_m.

(3) VyqislØetsØ matrica

F_1(λ) = ∇_1(λ)V_2(λ). (3.4)

Dokaßem, qto F_1(λ) est~ iskomaØ matrica. Snaqala ustanovim, qto ∇_1(λ) est~ regulØrnaØ polinomial~naØ matrica, spektr kotoroæ sostoit iz odnoæ toqki λ = μ_∗.

Deæstvitel~no, iz svoæstv ΔW -0-razloßeniØ (3.2) sleduet, qto (λ_∗, u_∗) est~ sobstvennaØ para matricy ∇(λ). (Zdes~ u_∗ – posledniæ stolbec ortogonal~noæ matricy U .) Komponenty poslednego stolbca matricy C(λ) ime¸t svoim obwim delitelem odnoqlen (λ−λ_∗ ). Ots¸da s uqetom (3.3) i svoæstv matricy ∇(λ) sleduet, qto ∇_1(λ) ØvlØetsØ regulØrnoæ polinomial~noæ matriceæ, spektr kotoroæ sostoit iz odnoæ toqki λ = μ_∗, pri fftom (μ_∗, u_∗) est~ sobstvennaØ para matricy ∇_1(λ).

Dalee, iz svoæstv algoritma p. 1.2 sleduet, qto spektr matricy V_2(λ) sovpadaet so spektrom matricy F (λ), za iskl¸qeniem toqki λ = λ_∗. Spravedlivost~ ravenstva (3.4) dokazana.

Ustanovim svØz~ meßdu sobstvennymi parami matric F (λ) i F_1(λ). Ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ.

Sobstvennye pary (λ_i, x_i) i (λ_i, x^{(1)}_i ), λ_i ≠ λ_∗, matric F (λ) i F_1(λ) sovpada¸t. Spravedlivost~ sleduet iz ravenstv (3.1) i (3.4).

Sobstvennomu znaqeni¸ λ = λ_∗ matricy ∇(λ) i sobstvennomu znaqeni¸ λ = μ_∗ matricy ∇_1(λ) sootvetstvuet odin i tot ße sobstvennyæ vektor u_∗: ∇(λ_∗)u_∗ = 0, ∇_1(μ_∗)u_∗ = 0. Spravedlivost~ sleduet iz ravenstva (3.3) s uqetom privedennyh vyxe svoæstv ΔW -0-razloßeniØ.

Sobstvennye pary (λ_∗, x_∗) i (μ_∗, x^{(1)}_∗ ) sootvetstvenno matric F (λ) i F_1(λ) udovletvorØ¸t sootnoxeniØm:

F (λ_∗)x_∗ = 0, V_2(λ_∗)x_∗ = u_∗, det V_2(λ_∗) ≠ 0;

F_1(μ_∗)x^{(1)}_∗ = 0, V_2(μ_∗)x^{(1)}_∗ = u_∗, det V_2(μ_∗) ≠ 0.

134 V. N. KUBLANOVSKA˚

3.2.2. Rassmotrim obratnu¸ zadaqu dlØ situacii, kogda λ = λ∗

est~ t-kratnoe sobstvennoe znaqenie matricy F (λ) s sovpada¸- weæ geometriqeskoæ i algebraiqeskoæ kratnost~¸, (t > 1). Drugimi slovami, t-kratnomu sobstvennomu znaqeni¸ λ = λ_∗ sootvetstvuet t lineæno nezavisimyh sobstvennyh vektorov matricy F (λ). Zadaqa sostoit v isqerpyvanii toqki λ = λ_∗ iz σ_r[F ] i zamene ee a) na zadannoe qislo μ_∗ ≠ λ_i, ime¸wee tu ße kratnost~ t, qto i λ_∗; b) na zadannye qisla μ_{k∗} ≠ λ_i, k = m − t + 1, . . ., m.

Algoritm rexeniØ obratnoæ zadaqi analogiqen algoritmu p. 3.2.1 i sostoit v vypolnenii sledu¸wih xagov.

(1) Ispol~zuØ iz 1.2 algoritm vyqisleniØ deliteleæ polinomial~noæ matricy, nahoditsØ razloßenie

F (λ) = ∇(λ)V_2(λ), (3.5)

gde ∇(λ) – regulØrnaØ matrica, spektr kotoroæ sostoit iz tkratnogo sobstvennogo znaqeniØ λ = λ_∗, spektr V_2(λ) sovpadaet so spektrom F (λ), za iskl¸qeniem toqki λ = λ_∗ (λ = λ_∗ /∈ σ_r[F ]). Zdes~ v otliqie ot algoritma p. 3.2.1 v kaqestve matricy Φ(λ) sleduet vzØt~ matricu vida:

Φ(λ) = [(λ − λ_∗)^tI_m, F (λ)].

(2) Iz spektra matricy ∇(λ) isqerpyvaetsØ sobstvennoe znaqenie λ = λ_∗ s zamenoæ ego na λ = μ_∗ v variante a) ili na t razliqnyh zadannyh qisel μ_{∗k}, k = m − t + 1, . . ., m, v variante b). DlØ fftogo vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii. (2.1) VyqislØetsØ matrica ∇(λ_∗) i ee ΔW -0-razloßenie

∇(λ_∗)U = [∗, 0], (3.6)

gde U – ortogonal~naØ matrica, 0 – nulevaØ m × t matrica, zvezdoqkoæ ∗ oboznaqena postoØnnaØ m × (m − t) matrica polnogo stolbcovogo ranga.

(2.2) VyqislØetsØ polinomial~naØ matrica C(λ) = ∇(λ)U. (2.3) V variante a) komponenty poslednih t stolbcov matricy C(λ) umnoßa¸tsØ kaßdyæ na racional~nu¸ drob~ q(λ) =^{λ−μ�}_{λ−λ�} .

K REXENIı SPEKTRAL^NYH ZADAQ 135 V variante b) poslednie t stolbcov matricy C(λ) s nomerami k = m − t + 1, . . ., m umnoßa¸tsØ sootvetstvenno na drobi q_k = λ−μ_k� λ−λ� . Rezul~tatom operacii (2) ØvlØ¸tsØ matricy ∇_1(λ) = ∇(λ)U blockdiag{I_{m−t}, q(λ)e_{m−t+1}, . . . , q(λ)e_m}; (3.7) ∇_1(λ) = ∇(λ)U blockdiag{I_{m−t}, q_{m−t+1}(λ)e_{m−t+1}, . . ., q_m(λ)e_m} sootvetstvu¸wie variantam a) i b).

(3) VyqislØetsØ matrica

F_1(λ) = ∇_1(λ)V_2(λ). (3.8)

Ustanovim, qto matrica F_1(λ) ØvlØetsØ iskomoæ. Deæstvitel~- no, iz svoæstv ΔW -0 razloßeniØ (3.6) sleduet, qto (λ_∗, u_{∗k}), k = m−t+1, . . . , m, est~ sobstvennye pary matricy ∇(λ) iz ravenstva (3.5). Zdes~ u_{∗k} oboznaqaet stolbec s nomerom k ortogonal~- noæ matricy U . Komponenty poslednih t stolbcov matricy C(λ) ime¸t kaßdyæ svoim obwim delitelem odnoqlen (λ − λ_∗), tak qto iz (3.7) i svoæstv matricy ∇(λ), vhodØweæ v (3.5), sleduet, qto ∇_1(λ) v (3.8) ØvlØetsØ regulØrnoæ polinomial~noæ matriceæ, spektr kotoroæ sostoit iz t-kratnogo sobstvennogo znaqeniØ λ = μ_∗ v variante a); iz t razliqnyh sobstvennyh znaqeniæ λ = μ_{∗k}, v variante b). Pri fftom imeetsØ t lineæno nezavisimyh vektorov u_{∗k}, k = 1, . . ., t, sootvetstvu¸wih v variante a) t-kratnomu sobstvennomu znaqeni¸ λ = μ_∗; sootvetstvu¸wih v variante b) sobstvennym znaqeniØm λ = μ_{∗k}, k = m − t + 1, . . . , m. Svoæstva spektra matricy V_2(λ) pri perehode ot (3.5) k (3.7) sohranØ¸tsØ. �tim zaverxaetsØ obosnovanie svoæstv matric, vhodØwih v (3.8).

Ustanovim svØz~ meßdu sobstvennymi parami matric F (λ) i F_1(λ). Ime¸t mesto sledu¸wie sootnoxeniØ.

Sobstvennye pary (λ_i, x_i) i (λ_i, x^{(1)}_i ) dlØ λ_i ≠ λ_∗ matric F (λ) i F_1(λ) sovpada¸t. Spravedlivost~ sleduet iz ravenstv (3.5), (3.8) i svoæstv vhodØwih v nih matric.

V variante a) t-kratnomu sobstvennomu znaqeni¸ λ = λ_∗ matricy ∇(λ) i t-kratnomu sobstvennomu znaqeni¸ λ = μ_∗ matricy ∇_1(λ) otveqa¸t sootvetstvenno sobstvennye pary (λ_∗, u_{k∗}) i (μ_∗, u_{k∗}), k = m − t + 1, . . . , m. V variante b) t-kratnomu sobstvennomu znaqeni¸ λ = λ_∗ matricy ∇(λ) i sobstvennym znaqeniØm λ = μ_{k∗} matricy ∇_1(λ) ot-

136 V. N. KUBLANOVSKA˚ veqa¸t sobstvennye vektory u_{k∗}, k = m−t+1, . . . , m: ∇(λ_∗)u_{k∗} = 0, ∇_1(μ_{k∗})u_{k∗} = 0.

V variante a) sobstvennye pary (λ_∗, x_{k∗}) i (μ_∗, x^{(1)}_{k∗} ) matric F (λ) i F_1(λ) udovletvorØ¸t sootnoxeniØm: F (λ_∗)x_{k∗} = 0, V_2(λ_∗)x^{(1)}_{k∗} = u_{k∗}, det V_2(λ_∗) ≠ 0, k = m − t + 1, . . . , m.

V variante b) sobstvennye pary (λ_∗, x_{k∗}) i (μ_{k∗}, x^{(1)}_{k∗} ) matric F (λ) i F_1(λ) udovletvorØ¸t sootnoxeniØm:

F (λ_∗)x_{k∗} = 0, V_2(λ_∗)x_{k∗} = u_{k∗}, det V_2(λ_∗) ≠ 0,

F_1(μ_{k∗})x^{(1)}_{k∗} = 0, V_2(μ_{k∗})x^{(1)}_{k∗} = u_{k∗}, det V_2(μ_{k∗}) ≠ 0, k = m − t + 1, . . . , m. Sluqaæ r > 1. Matricu F (λ) sleduet preobrazovat~ v matri-

cu F_1(λ): zamenit~ v σ_r[F ] izvestnye sobstvennye znaqeniØ λ_{i∗} kratnosti t_i ¿ 1 na zadannye qisla μ_{i∗} kratnosti t_i, i = 1, . . ., r, sohraniv neizmennymi sobstvennye pary (λ_i, x_i) dlØ λ_i ≠ λ_{i∗}.

Rassmotrim dva algoritma rexeniØ obratnoæ zadaqi.

3.2.3. Pervyæ algoritm analogiqen algoritmam iz pp. 3.2.1 i

3.2.2 i trebuet vypolneniØ sledu¸wih xagov.

(1) Ispol~zuØ algoritm p. 1.2, vyqislØ¸tsØ pravyæ ∇(λ) i levyæ V_2(λ) deliteli F (λ), tak qto

F (λ) = ∇(λ)V_2(λ).

Zdes~ σ_r[∇] sostoit iz sobstvennyh znaqeniæ λ = λ_{i∗} s sootvetstvu¸wimi im kratnostØmi t_i; σ_r[V_2] sostoit iz sobstvennyh znaqeniæ λ = λ_i, za iskl¸qeniem λ = λ_{i∗}. DlØ fftogo v kaqestve matricy Φ(λ) beretsØ Φ(λ) = [_r∏ i=1 (λ − λ_{i∗})^{ti} I_m, F (λ) ] . (2) Ispol~zuØ algoritm ΔW -0-razloßeniØ, iz spektra matricy ∇(λ) posledovatel~no isqerpyva¸tsØ vse sobstvennye znaqeniØ λ = λ_{i∗} s zamenoæ ih na qisla μ_{i∗}, i = 1, . . ., r. DlØ fftogo, naqinaØ s i = 1, dlØ i = 1, . . ., r vypolnØ¸tsØ sledu¸wie operacii.

(2i) VyqislØetsØ postoØnnaØ matrica ∇^{(i−1)}(λ_{1∗}) i ee ΔW -0- razloßenie

∇^{(i−1)}(λ_{1∗})U^{(i)} = [∗, 0], ∇^{(0)} := ∇(λ).

K REXENIı SPEKTRAL^NYH ZADAQ 137 Zdes~ U^{(i)} – ortogonal~naØ matrica, 0 – nulevaØ m × (m − t_i) matrica ∗ oboznaqaet postoØnnu¸ m × t_i matricu polnogo stolbcovogo ranga.

(2ii) VyqislØetsØ matrica C^{(i)}(λ) := ∇^{(i−1)}(λ)U^{(i)}. (2iii) Poslednie t_i stolbcy matricy C^{(i)}(λ) umnoßa¸tsØ na racional~nu¸ drob~ q_i(λ) =^{λ−μi�}_{λ−λi�} .

V rezul~tate vypolneniØ operaciæ (2i)–(2iii) budet vyqislena matrica ∇^{(i)} = ∇^{(i−1)}U^{(i)}blockdiag{I_{m−ti} , q_{m−ti+1}(λ)e_{m−ti +1}, . . . , q_m(λ)e_m}. Rezul~tatom xaga (2) ØvlØetsØ polinomial~naØ matrica

∇_1(λ) = ∇^{(r)}(λ).

(3) VyqislØetsØ iskomaØ matrica

F_1(λ) = ∇_1(λ)V_2(λ).

Obosnovanie algoritma p. 3.2.3 provoditsØ analogiqno vyxe privedennomu obosnovani¸ algoritmov pp. 3.2.1 i 3.2.2.

3.2.4. Vtoroæ algoritm rexeniØ obratnoæ zadaqi dlØ sluqaØ

r > 1 sostoit v posledovatel~nom isqerpyvanii sobstvennyh znaqeniæ λ = λ_{i∗} iz spektra matricy F (λ) i zamene ih na zadannye qisla μ_{i∗}. Algoritm ne trebuet predvaritel~nogo vyqisleniØ qisel t_i, t.e. kratnosti sobstvennogo znaqeniØ λ = λ_{i∗}, v otliqii ot algoritma p. 3.2.3 ne sohranØet neizmennymi sobstvennye vektory matricy F (λ) pri preobrazovanii ee v iskomu¸ matricu F_1(λ). Algoritm sostoit iz r odnotipnyh xagov i osnovan na primenenii algoritma ΔW −0-razloßeniØ.

DlØ fiksirovannogo i = 1, . . ., r, naqinaØ s i = 1, nahoditsØ matrica F^{(i)}(λ), F^{(0)}(λ) = F (λ) vypolneniem sledu¸wih operaciæ.

(1i) VyqislØetsØ F^{(i)}(λ_{i∗}) i ee ΔW −0-razloßenie

F^{(i)}(λ_{i∗})U^{(i)} = [∗, 0],

gde U^{(i)} – ortogonal~naØ matrica, 0 – nulevaØ m × (m − t_i) matrica.

(1ii) VyqislØetsØ matrica C^{(i)}(λ) = F^{(i)}(λ)U^{(i)}. (1iii) Poslednie t_i stolbcy matricy C^{(i)}(λ) umnoßa¸tsØ posledovatel~no na racional~nye drobi q_i(λ) =^{λ−μi�}_{λ−λi�} .

138 V. N. KUBLANOVSKA˚

Rezul~tatom vypolneniØ operaciæ (1i)–(1iii) budet polinomial~naØ matrica F^{(i+1)}(λ), spektr kotoroæ otliqaetsØ ot spektra matricy F^{(i)}(λ) otsutstviem sobstvennogo znaqeniØ λ = λ_{i∗} kratnosti t_i, kotoryæ zamenØetsØ sobstvennym znaqeniem λ = μ_{i∗} toæ ße kratnosti. Na xage s nomerom r budet poluqena iskomaØ matrica F_1(λ) = F^{(r)}(λ). Spravedlivost~ sleduet iz svoæstv ΔW −0-razloßeniØ.

Literatura 1. V. N. Kublanovskaya, Rank division algorithms and their applications. — J. Nu-

mer. Algebra Appl., No. 1, 2 (1992), 198–213.

2. V. N. KublanovskaØ, Metody i algoritmy rexeniØ spektral~nyh zadaq

dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO-

MI, 238 (1997), 7–329.

3. F. R. Gantmaher, TeoriØ matric. — M., Nauka (1988).

Kublanovskaya V. N. The solution of spectral problems for polynomial matrices.

For polynomial matrices of full rank, including matrices of the form A−λI and A−λB, numerical methods for solving the following problems are suggested: find the divisors of a polynomial matrix whose spectra coincide with the roots of known divisors of its characteristic polynomial; compute the greatest common divisor of a sequence of polynomial matrices; solve the inverse eigenvalue problem for a polynomial matrix. The methods proposed are based on the ΔW and ΔV factorizations of polynomial matrices. Applications of these methods to the solution of certain algebraic problems are considered.

Postupilo 10 ØnvarØ 2003 g. S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

E-mail: verakub@pdmi.ras.ru