Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 296, 2003 g.

V. N. KublanovskaØ

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ ALGEBRY. 3. CILINDRIQESKIE MNOGOOBRAZI˚ REGUL˚RNOGO SPEKTRA MATRICY

Vvedenie. V stat~e prodolßa¸tsØ issledovaniØ po primene-

ni¸ metoda faktorizaciæ (ΔW -q metoda) k rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry s polinomial~nym vhoßdeniem parametrov (sm. [1–4]). Rassmatriva¸tsØ metody vyqisleniØ polinomov (nasledstvennyh polinomov), nuli kotoryh v prostranstve C^q obrazu¸t cilindriqeskie mnogoobraziØ regulØrnogo spektra q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy v predpoloßenii, qto singulØrnyæ i regulØrnyæ spektry matricy ne ime¸t obwih toqek.

Niße budut ispol~zovany sledu¸wie oboznaqeniØ i razloßeniØ matric.

F^{m×n}_ρ mnoßestvo q-parametriqeskih polinomial~nyh m×n ma-

tric F := F (μ_1, . . . , μ_q) ranga ρ; f_k[F ] – obwiæ naibol~xiæ delitel~ vsevozmoßnyh minorov porØdka ρ − k matricy F ; f[F ] :=

f_0[F ] – harakteristiqeskiæ polinom F , ε[F ] – minimal~nyæ po-

linom F .

PredstavleniØ vida

f[F ] = φ[F ]g[F ], f_k[F ] = φ_k[F ]g_k[F ]

est~ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ (NOF) [4] skalØrnyh polinomov f i f_k ot q-peremennyh, tak qto g i g_k ØvlØ¸tsØ primitivnymi polinomami nad kol~com polinomov ot (q − 1)- peremennyh iz mnoßestva {μ_1, . . . , μ_q}; φ i φ_k sut~ polinomy nuli kaßdogo iz kotoryh ne zavisØt po kraæneæ mere ot odnogo iz parametrov.

Rabota vypolnena pri podderßke grantov RFFI (02-01-00095) i NX- 2268.2003.1. 108

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ... 3 109 Vvedem v rassmotrenie nasledstvennye polinomy

ψ_k[F ] = φ_{k−1}[F ] φ_k[F ]

, k = 1, . . . , u_1 − 1, ψ_u1 = const .

Togda^1

ε[F ] = f[F ] f_1[F ]

= h_1[F ]ψ_1[F ],

gde h_1[F ] =^{g[F ]}_g1_{[F ]} , ψ_1[F ] =^{φ[F ]}_φ1_{[F ]} est~ minimal~nyæ nasledstvennyæ polinom. Mnoßestva σ[F ], σ_r[F ], σ_s[F ] oboznaqa¸t sootvetstvenno spektr, regulØrnyæ spektr i singulØrnyæ spektr matricy F ;

M[F ] := σr[F ] ∩ σs[F ].

Mnoßestvo σ_r[F ] predstavim v vide:

σ_r[F ] = σ_{r1}[F ] ∪ σ_{r2}[F ],

gde σ_r[F ] = {μ | f[F ] = 0}; σ_{r1}[F ] = {μ | ε[F ] = 0}; σ_{r2}[F ] =

{μ | φ_1[F ] = 0}. Qerez μ_{q−k} oboznaqim mul~tiparamet: μ_{q−k} = (μ_1, . . . , μ_{k−1}, μ_{k+1}, . . . , μ_q). V stat~e budut ispol~zovany sledu¸wie faktorizacii matric.

1) ΔW -q-faktorizaciØ (sm. [1, 2]) F =^s ∑ k=0 C_k(μ)λ^k ∈ F^{m×n}_m vida

F W = [Δ, 0].

Zdes~ 0-nulevaØ n × (n − m) matrica, Δ ∈ F^{m×m}_m , W ∈ F^{n×n}_n ,

W = [W_1, W_0], W_0 ∈ F^{n×(n−m)}_{n−m} . Stolbcy matricy W_0 := W_0[F ]

obrazu¸t bazis N_c[F ], ne zavisØwiæ ot parametra λ.

2) NepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ (NOF) matricy [4]. •⌋ LevaØ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ matricy F ∈

F^{m×n}_m , M[F ] = ? vida F = P F . Zdes~ P =^q ∏ k=1 ∇_k(μ_{q−k}) est~ regulØrnaØ q-parametriqeskaØ ma-

trica, sobstvennye znaqeniØ kotoroæ zavisØt ot (q−1) parametrov; ∇_k(μ_{q−k}) est~ regulØrnaØ matrica, sobstvennye znaqeniØ

1Pod deleniem^p_p1 = p2 polinomov ot mnogih peremennyh ponimaetsØ vypolnenie sootnoxeniæ p = p1p2 = p2p1, gde mnoßestvo {¯ | p1 = 0} dopolnØet {¯ | p2 = 0} do {¯ | p = 0}.

110 V. N. KUBLANOVSKA˚ kotoroæ ne zavisØt ot parametra μ_k; F – q-parametriqeskaØ m×n matrica ranga m, regulØrnyæ spektr kotoroæ sostoit iz ob¨edineniØ nuleæ polinomov φ_1[F ] i g[F ].

•⌋ PravaØ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ matricy F ∈ F^{m×n}_n , F = ^F ^P . Zdes~ ^P =^′ ∏ k=q ∇—_k(μ_{q−k}) est~ regulØrnaØ q-parametriqeskaØ ma-

trica, sobstvennye znaqeniØ kotoroæ zavisØt ot (q−1) parametrov; ∇_k(μ_{q−k}) est~ regulØrnaØ matrica, sobstvennye znaqeniØ kotoroæ ne zavisØt ot parametra μ_k; ^F – q-parametriqeskaØ m×n matrica ranga n, regulØrnyæ spektr kotoroæ sostoit iz ob¨edineniØ nuleæ polinomov φ_1[F ] i g[F ].

3) ∇V -q-faktorizaciØ [2] matricy F ∈ F^{m×n}_m vida F = ∇V. Zdes~ ∇ ∈ F^{m×m}_m , V ∈ F^{m×n}_m pri fftom, esli M[F ] = ?, to σ_r [∇] =

σ_r[F ], σ_r[V ] = ?.

Algoritm realizacii faktorizaciæ 1)–3), ih svoæstva sm. [1– 4]. N_c[F ] oboznaqaet nul~-prostranstvo iz pravyh polinomial~-

nyh rexeniæ matricy F : W_0 := W_0[F ] – bazisnaØ matrica N_c[F ], spektr kotoroæ ne zavisit ot veduwego parametra λ matricy F , zapisannoæ v vide matriqnogo polinoma: F = ∑ k λ^kC_k(μ), gde

C_k(μ) – polinomial~nye matricy ot (q − 1) parametrov. Vyqi-

slenie W_0 osuwestvlØetsØ s ispol~zovaniem algoritma ΔW -qfaktorizacii. ^W_0 := ^W_0[F ] – bazisnaØ matrica N_c[F ], spektr kotoroæ ne soderßit nuleæ minimal~nogo polinoma. Vyqislenie ^W_0 osuwestvlØetsØ primeneniem algoritma nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii k matrice W_0[F ].

1. Postanovka zadaqi.

Pust~ F = F (μ_1, . . . , μ_q) est~ q-parametriqeskaØ polinomial~naØ matrica polnogo ranga (q ¿ 2). DlØ opredelennosti F ∈ F^{m×n}_m . Mnoßestvo toqek koneqnogo regulØrnogo spektra σ_r[F ] matricy F , ne zavisØwih, po kraæneæ mere, ot odnogo parametra λ, obrazuet v prostranstve C^q cilindriqeskoe mnogoobra-

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ... 3 111 zie σ_{rz}[F ], koneqnogo regulØrnogo spektra F , otnositel~no parametra λ. Pri fftom σ_{rz}[F ] sostoit iz odnogo cilindriqeskogo mnogoobraziØ σ_{rzλ}[F ], esli toqki σ_r[F ] ne zavisØt ot odnogo

parametra λ; σ_{rz} [F ] =^q ⋃ i=1 σ_{rzi}[F ], esli v σ_r[F ] moßno vydelit~

mnoßestva σ_{rzi}[F ], i = 1, . . . , q_1 6 q, gde toqki mnoßestva s nomerom i ne zavisØt ot parametra μ_i. Zdes~ σ_{rzi}[F ] oboznaqaet cilindriqeskoe mnogoobrazie v prostranstve C^q otnositel~no parametra μ_i, sostavlennoe iz toqek σ_r[F ], ne zavisØwih ot parametra μ_i. Oqevidno, σ_{rz}[F ] sovpadaet s mnoßestvom nuleæ polinoma φ[F ], t.e. s mnoßestvom nuleæ nasledstvennyh polinomov

ψ_k[F ], k = 1, . . . , u_1 − 1, i naoborot, mnoßestvo nuleæ polinoma φ[F ] obrazuet σ_{rz}[F ]. Zadaqa vyqisleniØ σ_{rz}[F ] svoditsØ k naho-

ßdeni¸ nasledstvennyh polinomov matricy F i vyqisleni¸ ih nuleæ. Predstavim σ_{rz} [F ] v vide

σ_{rz} [F ] = σ^{(1)}_{rz} [F ] ∪ σ^{(2)}_{rz} [F ],

gde σ^{(1)}rz [F ] sostoit iz cilindriqeskih mnogoobraziæ, obrazovannyh toqkami iz σ_{r1}[F ], sobstvennogo regulØrnogo spektra matricy F ; σ^{(2)}rz [F ] sostoit iz cilindriqeskih mnogoobraziæ, obrazovannyh toqkami iz σ_{r2}[F ], smexannogo regulØrnogo spektra. V terminah nasledstvennyh polinomov σ^{(1)}rz [F ] = {μ | ψ_1[F ] = 0},

σ^{(2)}_{rz} [F ] = {μ = 0 | φ_1[F ] = 0}, φ_1[F ] := ψ_2[F ] . . .[ψ_u1_{−1}[F ], ψ_u1 = const.

Niße rassmatriva¸tsØ metody vyqisleniØ σ_{rz} [F ], osnovannye na ispol~zovanii metoda nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii nekotoryh vspomogatel~nyh matric. V p. 2 predlagaetsØ metod vyqisleniØ cilindriqeskih mnogoobraziæ σ^{(1)}rz [F ] kak v prostranstve C^q , tak i v prostranstvah C^{q−t} , t ¿ 1. V pp. 3 i 4 dlØ vyqisleniØ cilindriqeskih mnogoobraziæ σ^{(1)}rz [F ] i σ^{(2)}rz [F ] rassmatriva¸tsØ ψW - i ψV -metody, ranee predloßennye avtorom [3] dlØ vyqisleniØ nasledstvennyh polinomov dvuhparametriqeskoæ matricy, vse toqki regulØrnogo spektra kotoroæ ne zavisØt ot odnogo parametra. Oba metoda obobwa¸tsØ na sluqaæ q-parametriqeskih polinomial~nyh matric polnogo ranga obwego vida, t.e. matric, regulØrnyæ spektr kotoryh moßet soderßat~ kak toqki, ne zavisØwie ot odnogo (neskol~kih) parametrov, tak i toqki, zavisØwie ot vseh parametrov. Pri fftom pri-

112 V. N. KUBLANOVSKA˚ sutstvie cilindriqeskih mnogoobraziæ v prostranstvah C^{q−t} ,

t ¿ 1, ne iskl¸qaetsØ.

Cilindriqeskim mnogoobraziem v prostranstve C^{q−t} , sostavlennym iz toqek σ_r[F ], budem nazyvat~ sovokupnost~ toqek

σ_r[F ], kaßdaØ iz kotoryh ne zavisit ot fiksirovannyh (t + 1)-

parametrov.

2. Vyqislenie σ^{(1)}rz [F ].

Rassmotrim primenenie metoda nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii k vyqisleni¸ cilindriqeskih mnogoobraziæ σ_{rzi}[F ] iz toqek σ_{r1}[F ] v prostranstve C^q otnositel~no parametra μ_i,

i = 1, . . . , q. S fftoæ cel~¸ k matrice F_q := F ∈ F^{m×n}_m sleduet

primenit~ metod NOF iz [4], t.e. predstavit~ F_q v vide

F_q = P_{q−1}F_q,

gde P_{q−1} :=^q ∏ i=1 ∇_i(μ_{q−i}) – regulØrnaØ matrica, toqki spektra

kotoroæ sut~ nuli netrivial~nyh polinomov det ∇_i(μ_{q−i}), ne zavisØwie ot parametra μ_i, i = 1, . . . , q. Sredi polinomov det Δ_i mogut byt~ trivial~nye. Esli det P_{q−1} ≠ const, to nuli kaßdogo netrivial~nogo polinoma det ∇_i(μ_{q−i}) obrazu¸t v prostranstve C^q cilindriqeskoe mnogoobrazie σ^{(1)}_{rzi}[F ] otnositel~no parametra μ_i. Tak qto ob¨edinenie σ^{(1)}_{rzi}[F ] po vsem parametram μ_i,

i = 1, . . . , q, obrazuet σ^{(1)}rz [F ], t.e. sovokupnost~ cilindriqeskih

mnogoobraziæ v prostranstve C^q iz toqek σ_{r1}[F ].

Ravenstvo det P_{q−1} = const ØvlØetsØ neobhodimym i dostatoqnym usloviem otsutstviØ v σ_{r1}[F ] cilindriqeskih mnogoobraziæ. Spravedlivost~ fftogo utverßdeniØ sleduet iz svoæstv NOF.

Esli det P_{q−1} ≠ const, to vyqislenie cilindriqeskih mnogoobraziæ v prostranstvah C^{q−t} , t ¿ 1, moßno prodolßit~. Tak dlØ ustanovleniØ suwestvovaniØ i vyqisleniØ cilindriqeskih mnogoobraziæ iz toqek σ_{rq}[F ] v prostranstve C^{q−1} sleduet vyqislit~ nepolnu¸ otnositel~nu¸ faktorizaci¸ kaßdoæ neunimodulØrnoæ matricy ∇_i(μ_{q−i}), vhodØweæ mnoßitelem v matricu P_{q−1}:

F^{(i)}_q1 := ∇_i(μ_{q−i}) = P^{(i)}_q1_{−1}F^{(i)}_q1 ,

gde P^{(i)}_q1_{−1} =^q 1∏ i1=1

∇_i1(μ_q1_{−i}1), q_1 := q − 1. Sovokupnost~ nuleæ ne-

trivial~nyh polinomov det ∇_i1(μ_q1_{−i}1); i = 1, . . . , q; i_1 = 1, . . . , q_1,

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ... 3 113 obrazu¸t vse cilindriqeskie mnogoobraziØ iz toqek σ_{r1}[F ] v prostranstve C^q1 ≡ C^{q−1} . Uslovie det P_q1_{−1} = const oznaqaet otsutstvie cilindriqeskih mnogoobraziæ iz toqek σ_{r1}[F ] v prostranstve C^{q−1} . Esli det P_q1_{−1} ≠ const, to vyqislenie cilindriqeskih mnogoobraziæ iz toqek σ_{r1}[F ] v prostranstve C^{q−2} analogiqno moßno prodolßit~. Vyqislenie cilindriqeskih mnogoobraziæ v prostranstvah C^q , C^{q−1} , . . . , C^{q−r} zakanqivaetsØ na xage r, kogda det P_{qr−1} = const.

V qastnom sluqae, kogda r = q − 1, vyqislenie cilindriqeskih mnogoobraziæ iz toqek σ_{r1}[F ] v prostranstvah C^1 , C^2 , . . . , C^q svoditsØ k rexeni¸ problemy sobstvennyh znaqeniæ odnoparametriqeskih polinomial~nyh matric.

Deæstvitel~no, algoritm vyqisleniØ cilindriqeskih mnogoobraziæ trebuet vyqisleniØ sledu¸weæ posledovatel~nosti

F_q = P_{q−1}F_q, F_q1 = P_q1_{−1}F_q1 , . . . , F_2 = P_1F_2,

gde P_1 est~ odnoparametriqeskaØ polinomial~naØ matrica. DlØ vyqisleniØ iskomyh cilindriqeskih mnogoobraziæ v prostranstve C^1 , vyqislØ¸tsØ vse sobstvennye znaqeniØ μ^∗_{1i} matricy P_1. DlØ vyqisleniØ iskomyh cilindriqeskih mnogoobraziæ v prostranstve C^2 dlØ kaßdogo fiksirovannogo sobstvennogo znaqeniØ μ^∗_{1i} vyqislØ¸tsØ sobstvennye znaqeniØ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy P_2(μ^∗_{1i}, μ_2). Sovokupnost~ vseh sobstvennyh znaqeniæ matricy F_2 obrazuet cilindriqeskie mnogoobraziØ v prostranstve C^2 . Analogiqno, vyqisliv vse cilindriqeskie mnogoobraziØ {μ^∗_1, . . . , μ^∗_k} v prostranstve

C^k , nahodim cilindriqeskie mnogoobraziØ v prostranstve C^{k+1}

kak sobstvennye znaqeniØ odnoparametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F (μ^∗_1, . . . , μ^∗_k, μ_{k+1}) dlØ kaßdogo fiksirovannogo nabo- ra {μ^∗_1, . . . , μ^∗_k}. 3. ΨW -metod. Rassmotrim primenenie ΨW -metoda k vyqisle-

ni¸ cilindriqeskih mnogoobraziæ regulØrnogo spektra matricy F ∈ F^{m×n}_m , udovletvorØ¸weæ uslovi¸ M[F ] = ?.

Kak uße bylo skazano vyxe, cilindriqeskie mnogoobraziØ

σ_{rz}[F ] smexannogo spektra sovpada¸t s nulØmi netrivial~nyh

nasledstvennyh polinomov ψ_2[F ], . . . , ψ_u1_{−1}[F ] (ψ_u1[F ] = const) matricy F .

DlØ vyqisleniØ nasledstvennyh polinomov q-parametriqes-koæ polinomial~noæ matricy F ∈ F^{m×n}_m , polnogo stroqnogo ran-

114 V. N. KUBLANOVSKA˚ ga, budem primenØt~ ΨW -metod, ravee predloßennyæ v stat~e avtora [3] dlØ matric F , vse toqki regulØrnogo spektra kotoroæ ne zavisØt ot parametra λ.

Metod sostoit iz koneqnogo qisla tipiqnyh xagov. Kaßdyæ k-yæ xag vyqislØet matricu S_k i polinomy ψ_1[S_k] i ψ^{(i)}[S_k];

i = 1, . . . , q, gde^q ∏ i=1 ψ[S^{(i)}_k ] = ψ_1[S_k] – minimal~nyæ nasledstvennyæ

polinom matricy S_k ∈ F^{m×n}_m , S_0 ≡ F .

Pust~ S_k – matrica, vyqislennaØ na xage k. Perehod k xagu

k + 1 trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) VyqislØetsØ ψ_1[S_k] = det P_k i ψ^{(i)}_1 [S_k], i = 1, . . . , q, gde P_k – regulØrnaØ matrica iz nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii matricy S_k:

S_k = P_kF_k, P_k = ∇_1(μ_{q−1})∇_2(μ_{q−2}) . . . ∇_q(μ_{q−1}).

∇_k(μ_{q−k}) – regulØrnaØ matrica, toqki spektra kotoroæ zavisØt

ot q−1 parametrov, ψ^{(i)}_1 [S_k] = det V_i.

(2) FormuliruetsØ matrica Φ_{k+1} = [ψ_1[S_k]I_m, S_k] ∈ F^{m×(m+n)}m i nahoditsØ bazisnaØ matrica W_0 := W_0[Φ_{k+1}] pravogo nul~- prostranstva iz polinomial~nyh rexeniæ matricy Φ_{k+1}.

(3) Bazis W_0 preobrazuetsØ v bazis ^W_0 := ^W_0[Φ_{k+1}], gde ^W_0 matrica iz nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii matrica W_0:

W_0 = ^W_0 ^P .

Matrica ^W_0 predstavlØetsØ v bloqnom vide ^W_0 =

[_{−Sk}+1

Tk+1 ] , gde

S_{k+1} ∈ F^{m×n}_m – iskomaØ matrica dlØ k + 1 xaga, T_{k+1} ∈ F^{n×n}_n .

Vypolnenie operaciæ (1)–(3) zakanqivaetsØ, kogda det P_u1 =

const.

Rezul~tatom primeneniØ ΨW -metoda k matrice F ∈ F^{m×n}_m budut vyqisleny posledovatel~nost~ matric {S_k[F ]}, k = 0, 1, . . . , u_1−1,

S_0 = F i posledovatel~nost~ polinomov {ψ_1[S_k]}, k = 0, 1, . . . , u_1 −

1, gde ψ_1[S_k] = det P , P = ∇_1(μ_{q−1}), . . . , ∇_q(μ_{q−q} ), ψ^{(i)}_1 [S_k] =

det ∇_i(μ_{q−i}), S_u1_{−1} = F_u1_{−1}. Nekotorye iz polinomov ψ^{(i)}_1 [S_k] mo-

gut byt~ trivial~nymi. Spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 1. V usloviØh ΨW -metoda ime¸t mesto sledu¸wie

utverßdeniØ.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ... 3 115

1^∘. Posledovatel~nost~ polinomov^2 ψ_1[S_k], k = 0, . . . , u_1 − 2,

sovpadaet s posledovatel~nost~¸ nasledstvennyh polinomov matricy F : ψ_{k+1}[F ] = ψ_1[S_k], k = 0, . . . , u_1−2. Nuli polinoma ψ^{(i)}_1 [S_k] pri kaßdom fiksirovannom i, (i = 1, . . . , q) obrazu¸t v prostranstve C^q cilindriqeskoe mnogoobrazie σ_{rzi}[F ] regulØrnogo spektra matricy F otnositel~no parametra μ_i.

2^∘. Koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy S_u1_{−1} iz posledova-

tel~nosti {S_k}, k = 0, 1, . . . , u_1 − 1 otliqaetsØ ot koneqnogo regulØrnogo spektra matricy F otsutstviem cilindriqeskih mnogoobraziæ: σ_r[S_u1_{−1}]∪σ_{rz}[F ] = σ_r[F ], gde σ_{rz} [F ] oboznaqaet ob¨edinenie nuleæ polinomov ψ^{(i)}_1 [S_k], i = 1, . . . , q; k = 0, 1, . . . , u_1 − 2.

Dokazatel~stvo teoremy osnovano na svoæstvah nasledstvennyh polinomov regulØrnogo spektra matricy F i lemmy 2.

Lemma 2. V usloviØh ΨW -metoda dlØ l¸bogo k = 0, 1, . . . , u1 − 1

vypolnØ¸tsØ sledu¸wie sootnoxeniØ.

1^∘. Koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy S_{k+1} otliqaetsØ ot

koneqnogo regulØrnogo spektra matricy S_k otsutstviem nuleæ polinoma ψ_1[S_k] : f[S_k ] = ψ_1[S_k]f[S_{k+1}].

2^∘. φ[S_k] = φ_k[F ]. 3^∘. ψ_1[S_k] = ψ_{k+1}[F ].

Dokazatel~stvo. Iz ravenstva Φk^^W^{(k)}_0 = 0 imeem

Q_1 ≡ ψ_1[S_k]S_{k+1} = S_kT_{k+1} ≡ Q_2, (1)

Q_1 i Q_2 – q-parametriqeskie polinomial~nye matricy polnogo

stroqnogo ranga: σ_r[Q_i] = {(λ, μ) | f[Q_i] = 0}, f[Q_i] = φ[Q_i]g[Q_i], gde g[Q_i] – polinom ot q peremennyh, primitivnyæ nad kol~com polinomov ot (q − 1) peremennyh; φ[Q_i] – polinom, nuli kotorogo zavisØt ot (q − 1) peremennyh. Pri fftom iz (1) sleduet, qto

φ[Q_1]g[Q_1] = φ[Q_2]g[Q_2]. S uqetom, qto ψ_1[S_k]I i T_{k+1} sut~ regu-

lØrnye matricy, a ih opredeliteli sut~ polinomy ot μ, imeem

φ[Q_2] = φ[S_k]φ[T_{k+1}] = ψ_1[S_k]φ_1[S_k]φ[T_{k+1}], φ[Q_1] = ψ^m_1 [S_k]φ[S_{k+1}].

Iz ravenstva φ[Q_1] = φ[Q_2] nahodim

φ_1[S_k]φ[T_{k+1}] = ψ^{m−1}_1 [S_k]φ[S_{k+1}], (2)

2Zdes~ i niße ravenstvo polinomov opredelØetsØ s toqnost~¸ do posto- Ønnogo mnoßitelØ.

116 V. N. KUBLANOVSKA˚ gde OND{φ_1[S_k], ψ_1[S_k]} = const (3)

OND{φ[T_{k+1}], φ[S_{k+1}]} = const . (4)

Spravedlivost~ (3) sleduet iz svoæstv nasledstvennyh polino-

mov: (ψ_1[S_k] = φ^[S^{k]}

φ_1[S_k]

). Spravedlivost~ (4) sleduet iz svoæstv

matricy ^W^{(k)}_0 = [_{−Sk} +1 Tk+1 ] : (uravnenie ^W^{(k)}_0 x = 0 ne imeet nenule-

vyh rexeniæ i σ_{rλ}[^W^{(k)}_0 ] = σ_{rzλ}[^W^{(k)}_0 ]). Iz ravenstva (2) s uqetom (3) i (4) imeem

φ[T_{k+1}] = ψ^{m−1}_1 [S_k], φ_1[S_k] = φ[S_{k+1}]. (5)

Ots¸da

φ[S_k] = ψ_1[S_k]φ[S_{k+1}]. (6)

Rassmotrim ravenstvo g[Q_1] = g[Q_2], gde g[Q_1] = g[S_{k+1}], tak kak

ψ_1[S_k] est~ polinom ot μ. g[Q_2] = g[S_k]g[T_{k+1}] = g[S_k], tak kak g[T_{k+1}] = const (polinom ψ^{m−1}_1 [S_k] zavisit tol~ko ot μ). Iz ska-

zannogo sleduet spravedlivost~ ravenstva

g[S_{k+1}] = g[S_k]. (7)

Iz (6) i (7) imeem

f[S_k] = φ[S_k]g[S_k] = ψ_1[S_k]φ[S_{k+1}]g[S_{k+1}],

qto i zaverxaet dokazatel~stvo svoæstva 1^∘.

Dokazatel~stvo svoæstv 2^∘ i 3^∘ provedem po indukcii. Bazoæ indukcii ØvlØ¸tsØ ravenstva

φ[S_1] = φ_1[F ], (8)

ψ_1[S_1] = ψ_2[F ]. (9)

Dokaßem ravenstva (8) i (9). Iz svoæstva 1^∘ pri k = 0 imeem

φ[S_0] ≡ φ[F ] = ψ_1[S_0]φ[S_1] ≡ ψ_1[F ]φ[S_1].

S drugoæ storony, po svoæstvam nasledstvennyh polinomov imeem φ[F ] = ψ_1[F ]φ_1[F ]. Ots¸da sleduet (8). Dalee po svoæstvam nasledstvennyh polinomov φ[S_1] i φ_1[F ] moßno predstavit~ v vide φ[S_1] = ψ_1[S_1]φ_1[S_1] i φ_1[F ] = ψ_2[F ]φ_2[F ], tak qto s uqetom (8)

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ... 3 117 imeem φ_1[S_1] = φ_2[F ], ψ[S_1] = ψ_2[F ], t.e. spravedlivost~ (9) ustanovlena.

Dopustim, qto svoæstva 2^∘ i 3^∘ spravedlivy dlØ l¸byh i 6 k. Dokaßem dlØ i = k + 1. S uqetom svoæstva 1^∘ imeem φ[S_k] =

ψ_1[S_k]φ[S_{k+1}]. Po predpoloßeni¸ φ[S_k] = φ_k[F ], ψ_1[S_k] = ψ_{k+1}[F ],

tak qto

φ_k[F ] = φ[S_k] = ψ_1[S_k]φ_1[S_k] =

= ψ_1[S_k]φ[S_{k+1}] = ψ_{k+1}[F ]φ[S_{k+1}].

(10)

Dalee po svoæstvam nasledßstvnggyh polinomov

φ_k[F ] = ψ_{k+1}φ_{k+1}[F ]. (11)

Iz (10) i (11) imeem φ[S_{k+1}] = φ_{k+1}[F ], t.e. spravedlivost~ svoæstva 2^∘ dlØ l¸bogo k ustanovlena.

Pereædem k dokazatel~stvu svoæstva 3^∘. Po svoæstvam nasledstvennyh polinomov

φ_{k+1}[F ] = ψ_{k+2}[F ]φ_{k+2}[F ], φ[S_{k+1}] = ψ_1[S_{k+1}]φ_1[S_{k+1}],

gde po svoæstvu 1^∘ φ_1[S_{k+1}] = φ[S_{k+2}]. Po svoæstvu 2^∘, spravedlivomu dlØ l¸byh k, imeem: φ[S_{k+1}] = φ_{k+2}[F ]. Togda iz ravenstva φ_{k+1}[F ] = φ[S_{k+1}] sleduet ψ_1[S_{k+1}] = ψ_{k+2}[F ], spravedlivost~ svoæstva 3^∘ dlØ l¸bogo k ustanovlena. Lemma dokazana.

4. ΨV -metod. Rassmotrim primenenie ΨV -metoda k vyqisle-

ni¸ cilindriqeskih mnogoobraziæ regulØrnogo spektra matricy F ∈ F^{m×n}_m , udovletvorØ¸weæ uslovi¸ M[F ] = ?.

Metod sostoit iz koneqnogo qisla tipiqnyh xagov. Kaßdyæ k-yæ xag (k = 0, 1, . . . , u_1) vyqislØet matricu V^{(2)}_k ∈ F^{m×n}_m i po-

linomy ψ_1[V^{(2)}_k ] i ψ^{(i)}_1 [V^{(2)}_k ], i = 1, . . . , q, gde^q ∏ i=1 ψ^{(i)}_k [V^{(2)}_k ] = ψ_1[V^{(2)}_k ]

est~ minimal~nyæ nasledstvennyæ polinom matricy V^{(2)}_k .

Pust~ V^{(2)}_k – matrica, vyqislennaØ na xage k (V^{(2)}_0 ≡ F ). Perehod k xagu (k + 1) trebuet vypolneniØ sledu¸wih operaciæ.

(1) VyqislØ¸tsØ polinomy ψ_1[V^{(2)}_k ] = det P_k i ψ^{(i)}_1 [V^{(2)}_k ] =

det ∇_i(μ_{q−i}), gde P_k = ∇_1(μ_{q−1}), . . . , ∇_q (μ_{q−q}) est~ regulØrnaØ ma-

trica iz nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii matricy V^{(2)}_k :

V^{(2)}_k = P_kF_k,

118 V. N. KUBLANOVSKA˚ ∇_k(μ_{q−k}) – regulØrnaØ m × m-matrica, toqki spektra kotoroæ

zavisØt ot q − 1 parametrov μ_{q−k}.

(2) FormiruetsØ matrica Φ_{k+1}[ψ_1[V^{(2)}_k ]I_m, V^{(2)}_k ] ∈ F^{m×(m+n)}m i vyqislØetsØ ∇V -q-faktorizaciØ Φ_{k+1}:

Φ_{k+1} = ∇_{k+1}V_{k+1},

gde ∇_{k+1} est~ m × m regulØrnaØ matrica, V_{k+1} = [V^{(1)}_{k+1}, V^{(2)}_{k+1}] qparametriqeskaØ m × (m + n) matrica s blokami V^{(1)}_{k+1} i V^{(2)}_{k+1}, sostavlennymi iz m i n stolbcov V_{k+1} sootvetstvenno.

Vypolnenie operaciæ (1), (2) zakanqivaetsØ, kogda det P_u1 =

const.

Rezul~tatom primeneniØ ΨV -metoda k matrice F ∈ F^{m×n}_m budut vyqisleny posledovatel~nost~ matric {V^{(2)}_k }, k = 0, 1, . . . , u_1 − 1, S_0 = F , i posledovatel~nosti polinomov {ψ_1[V^{(2)}_k ]}, k =

0, 1, . . . , u_i − 1, i {ψ^{(i)}_1 [V^{(2)}_k ]}, k = 1, . . . , u_i − 1; i = 1, . . . , q. Zametim,

qto nekotorye iz polinomov ψ^{(i)}_1 [V^{(2)}_k ] mogut byt~ trivial~nymi.

Spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 3. V usloviØh ΨV -metoda ime¸t mesto sledu¸wie

utverßdeniØ.

1^∘. Posledovatel~nost~ polinomov {ψ_1[V^{(2)}_k ]}, k = 0, 1, . . . , u_1 −1

sovpadaet s posledovatel~nost~¸ nasledstvennyh polinomov matricy F : ψ_{k+1}[F ] = ψ_1[V^{(2)}_k ], k = 0, 1, . . . , u_1 − 2. Nuli polinomov ψ^{(i)}_1 [V^{(2)}_k ] dlØ kaßdogo fiksirovannogo i (i = 1, . . . , q) obrazu¸t v prostranstve C^q cilindriqeskoe mnogoobrazie σ_{zi}[F ] regulØrnogo spektra matricy F otnositel~no parametra μ_i.

2^∘. Koneqnyæ regulØrnyæ spektr matricy V^{(2)}_u1_{−1} iz posledova-

tel~nosti {V^{(2)}_k }, k = 0, . . . , u_1 − 1, otliqaetsØ ot koneqnogo regulØrnogo spektra ishodnoæ matricy F otsutstviem cilindriqeskih mnogoobraziæ: σ_r[V^{(2)}_u1_{−1} ∪ σ_{rz}[F ] = σ_r[F ], gde σ_{rz} [F ] est~ ob¨edinenie vseh nuleæ polinomov ψ^{(i)}_1 [V^{(2)}_k ], i = 1, . . . , q; k = 0, 1, . . . , u_1−2.

3^∘. Imeet mesto ravenstvo

F = ∇_1∇_2 . . . ∇_u1_{−1}V^{(2)}_u1_{−1},

gde ∇_k =^q ∏ i=1 ∇^{(k)}_i (μ_{q−i}), det ∇_k = ψ_k[F ], k = 1, . . . , u_1 − 1.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ... 3 119 Dokazatel~stvo teoremy osnovano na spravedlivosti lemmy 4 i svoæstv nasledstvennyh polinomov matricy F , kak polinomov nuli kotoryh obrazu¸t cilindriqeskie mnogoobraziØ regulØrnogo spektra matricy F v prostranstve C^q .

Lemma 4. V usloviØh ΨV -metoda dlØ l¸bogo k = 0, 1, . . . , u1 − 2

spravedlivy sledu¸wie utverßdeniØ.

1^∘. φ[V^{(2)}_{k+1}] = φ_1[V^{(2)}_k ];

2^∘. φ[V^{(2)}_k ] = ψ_1[V^{(2)}_k ]φ[V^{(2)}_{k+1}];

3^∘. φ[V^{(2)}_k ] = φ_k[F ];

4^∘. ψ[V^{(2)}_k ] = ψ_{k+1}[F ];

Dokazatel~stvo. Iz ∇V -q-faktorizacii matricy Φk+1 nahodim

Φ_{k+1} = ∇_{k+1}V_{k+1}, gde Φ_{k+1} = [ψ_1[V^{(2)}_k ]I, V^{(2)}_k ], V_{k+1} = [V^{(1)}_{k+1}, V^{(2)}_{k+1}].

Ots¸da s uqetom, qto ∇_{k+1} est~ regulØrnaØ matrica, imeem

f[Φ_{k+1}] = f[∇_{k+1}]f[V_{k+1}] ili v razvernutom vide ( ψ_1[V^{(2)}_k ] )_m = f[∇_{k+1}]f[V^{(1)}_{k+1}]; (12)

f[V^{(2)}_k ] = f[∇_{k+1}]f[V^{(2)}_{k+1}]. (13)

S uqetom, qto ravenstvo f[Q] = φ[Q]g[Q] est~ nepolnaØ otnositel~naØ faktorizaciØ polinoma f[Q] ot q-peremennyh, iz (13) nahodim:

φ[V^{(2)}_k ] = φ[∇_{k+1}]φ[V^{(2)}_{k+1}]; g[V^{(2)}_{k+1}] = g[∇_{k+1}]g[V^{(2)}_{k+1}].

Iz svoæstv metoda ∇V -q-faktorizacii sleduet, qto σ_r[∇_{k+1}] =

σ_r[Φ_{k+1}]. No σ_r[Φ_{k+1}] = ψ_1[V^{(2)}_k ], tak qto φ[V^{(2)}_k ] = ψ_1[V^{(2)}_k ]φ[V^{(2)}_{k+1}].

S drugoæ storony, iz svoæstv nasledstvennyh polinomov sledu- et φ[V^{(2)}_k ] = ψ_1[V^{(2)}_k ]φ_1[V^{(2)}_k ], (14)

tak qto φ_1[V^{(2)}_k ] = φ[V^{(2)}_{k+1}]. Spravedlivost~ 1^∘ ustanovlena. Spravedlivost~ 2^∘ sleduet iz 1^∘.

Dokazatel~stvo 3^∘ i 4^∘ provedem po indukcii. Pri k = 0 s uqetom 2^∘ imeem φ[V^{(2)}_0 ] ≡ φ[F ] = ψ_1[F ]φ[V^{(2)}_1 ]. S drugoæ storony, po svoæstvam nasledstvennyh polinomov spravedlivo ravenstvo

φ[F ] = ψ_1[F ]φ_1[F ], tak qto imeem

φ[V^{(2)}_1 ] = φ_1[F ]. (15)

120 V. N. KUBLANOVSKA˚ Dalee s uqetom ravenstv φ[V^{(2)}_1 ] = ψ_1[V^{(2)}_1 ]φ_1[V^{(2)}_1 ], φ_1[F ] =

ψ_2[F ]φ_2[F ] imeem

ψ_1[V^{(2)}_1 ] = ψ_2[F ] ≡ ψ_2[V^{(2)}_0 ]. (16)

Ravenstva (15) i (16) da¸t osnovanie dlØ indukcii. Dopustim, qto 3^∘ i 4^∘ spravedlivy dlØ l¸bogo i 6 k. Dokaßem dlØ i = k + 1. S uqetom 2^∘ imeem φ[V^{(2)}_k ] = ψ_1[V^{(2)}_k ]φ[V^{(2)}_{k+1}]. Po predpoloßeni¸

φ[V^{(2)}_k ] = φ_k[F ] i ψ_1[V^{(2)}_k ] = ψ_{k+1}[F ], tak qto φ_k[F ] = φ[V^{(2)}_k ] =

ψ_1[V^{(2)}_k ]φ_1[V^{(2)}_k ], t.e.

ψ_1[V^{(2)}_k ]φ[V^{(2)}_{k+1}] = ψ_{k+1}[F ]φ[V^{(2)}_{k+1}]. (17)

Dalee po svoæstvam nasledstvennyh polinomov

φ_k[F ] = ψ_{k+1}[F ]φ_{k+1}[F ]. (18)

Iz (17) i (18) sleduet

φ[V^{(2)}_{k+1}] = φ_{k+1}[F ], (19)

t.e. spravedlivost~ 3^∘ dlØ l¸bogo k ustanovlena.

Dokaßem spravedlivost~ 4^∘. Iz svoæstv nasledstvennyh polinomov i (19) imeem

φ_{k+1}[F ] = ψ_{k+2}[F ]φ_{k+2}[F ] = φ[V^{(2)}_{k+1}] = ψ_1[V^{(2)}_{k+1}]φ_1[V^{(2)}_{k+1}], (20)

gde po svoæstvu 1^∘ φ_1[V^{(2)}_{k+1}] = φ[V^{(2)}_{k+2}]. Po svoæstvu 3^∘

φ[V^{(2)}_{k+2}] = φ_{k+2}[F ]. (21)

Iz 1^∘ i (20) imeem ψ_{k+2}[F ] = ψ_1[V^{(2)}_{k+1}], t.e. spravedlivo 4^∘. Lemma dokazana.

ZameqaniØ. 1. Esli mnoßestvo M = {σr[F ] ∩ σ^+_s [F ]} ≠ ?, to regu-

lØrnyæ spektr matricy S_{k+1} = P_u1, (matricy V^{(2)}_u1_{−1}), poluqennoæ na poslednem xage ΨW -metoda (ΨV -metoda) soderßit toqki fftogo mnoßestva.

2. Esli matrica F imeet polnyæ stolbcovyæ rang, to dlØ vyqisleniØ cilindriqeskih mnogoobraziæ regulØrnogo spektra matricy F , sleduet ΨW -metod (ΨV -metod) primenit~ k matrice F — ∈ F^{n×m}_n , n ¿ m.

K REXENIı MNOGOPARAMETRIQESKIH ZADAQ... 3 121 3. Kaßdyæ iz ΨW - i ΨV -metodov moßno rassmatrivat~ kak metody isqerpyvaniØ cilindriqeskih mnogoobraziæ iz regulØrnogo spektra naqal~noæ matricy F .

4. Vyqislenie cilindriqeskih mnogoobraziæ smexanogo regulØrnogo spektra σ_{r2}[F ] q-parametriqeskoæ polinomial~noæ matricy F polnogo ranga v prostranstvah C^{q−t} , t > 1 moßno realizovat~ analogiqno vyqisleni¸ cilindriqeskih mnogoobraziæ v prostranstvah C^{q−t} sobstvenno regulØrnogo spektra σ_{r1}[F ] matricy F (sm. p. 2).

Literatura 1. V. N. KublanovskaØ, Nekotoryæ podhod k rexeni¸ mnogoparametriqeskih

zadaq. — Zap. nauqn. semin. POMI 229 (1995), 191–246.

2. V. N. KublanovskaØ, Metody i algority rexeniØ spektral~nyh zadaq

dlØ polinomial~nyh i racional~nyh matric. — Zap. nauqn. semin. PO-

MI 238 (1997), 7–329.

3. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry. 1.

Metody vyqisleniØ nasledstvennyh polinomov i ih primenenie. — Zap.

nauqn. semin. POMI 284 (2002), 143–162.

4. V. N. KublanovskaØ, K rexeni¸ mnogoparametriqeskih zadaq algebry.

2. Metod nepolnoæ otnositel~noæ faktorizacii i ego primenenie. Zap.

nauqn. semin. POMI 296 (2003), 89–107.

Kublanovskaya V. N. To solving multiparameter problems of algebra 3. Cylindrical manifolds of the regular spectrum of a matrix.

Methods for computing polynomials (complete polynomials) whose zeros form in the space C^q cylindrical manofolds of the regular spectrum of a q-parameter polynomial matrix are considered. Based on the method of partial relative factorization of matrices, new methods for computing cylindrical manifolds are suggested. The ΨW and ΨV methods, previously proposed for computing complete polynomials of q-parameter polynomial matrices whose regular spectrum is independent of one of the parameters, are extended to a wider class of matrices.

Postupilo 27 fevralØ 2003 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im.V. A. Steklova RAN