Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 296, 2003 g.

A. Dßordß, H. D. Ikramov

BLOQNOE LU -RAZLOȷENIE USTO`QIVO DL˚ MATRIC, OBRATNYH K MATRICAM S PREOBLADAıWE` BLOQNO` DIAGONAL^ı

1. Vvedenie

Pust~ M_n(C) — mnoßestvo kompleksnyh n×n matric. GovorØt, qto matrica B ∈ M_n(C) imeet diagonal~noe preobladanie (po strokam), esli σ_i|b_{ii}| = n∑ j=1 j≠i |b_{ij}|, i = 1, . . . , n, (1)

gde 0 6 σ_i 6 1, i = 1, . . . , n. DlØ kratkosti, my budem govorit~ o dd-matricah. Qislo

σ = max_16_i6_n σ_i (2)

budem nazyvat~ kofffficientom preobladaniØ matricy B. Esli

σ < 1, to imeem strogoe diagonal~noe preobladanie; v protivnom

sluqae, govorim o slabom preobladanii. Analogiqnym obrazom opredelØetsØ diagonal~noe preobladanie po stolbcam.

Horoxo izvestny svoæstva dd-matric v otnoxenii gaussova iskl¸qeniØ. DlØ udobstva qitatelØ my summiruem ih v privodimoæ niße teoreme. DlØ opredelennosti, vs¸du v stat~e govoritsØ o diagonal~nom preobladanii po strokam. Analogiqnye fakty mogut byt~ dokazany dlØ preobladaniØ po stolbcam.

Teorema 1. Pust~ B ∈ Mn(C) — dd-matrica so stroqnymi ko-

fffficientami preobladaniØ σ_i (sm. (1)). Pri σ = 1 dopolnitel~no predpolagaem, qto matrica B nevyroßdenna. Togda 1. Gaussovo iskl¸qenie primenimo k B pri l¸bom sposobe vybora veduwih fflementov na glavnoæ diagonali.

�ta rabota podderßana grantom OGP0008111 Kanadskogo Soveta po IssledovaniØm v oblasti Estestvennyh i Tehniqeskih Nauk. 15

16 A. DȷORDȷ, H. D. IKRAMOV 2. Pust~ B^{(k)} = (b^{(k)}_{ij} ) — matrica, poluqennaØ iz B v rezul~tate

k − 1 xagov gaussova iskl¸qeniØ. Togda aktivnaØ podmatrica matricy B^{(k)} (inymi slovami, dopolnenie Xura veduweæ glavnoæ podmatricy porØdka k − 1 v matrice B) takße ØvlØetsØ dd-matriceæ. Bolee togo, dlØ kaßdogo znaqeniØ i stroqnyæ kofffficient preobladaniØ σ^′_i dlØ aktivnoæ podmatricy ne prevoshodit sootvetstvu¸wego kofffficienta σ_i dlØ matricy B (predpolagaetsØ, qto strokam aktivnoæ podmatricy pripisany te ße indeksy, qto i v ishodnoæ matrice B).

3. Kofffficient rosta dlØ matricy B, opredelØemyæ formuloæ

ρ_n(B) = max_{i,j,k} |b^{(k)}_{ij} | max_{i,j} |b_{ij}| , (3)

ograniqen qislom 1 + σ:

ρ_n(B) 6 1 + σ. (4)

Ranee (sm. [1]) avtory pokazali, qto matricy, obratnye k ddmatricam, ime¸t v otnoxenii gaussova iskl¸qeniØ po suwestvu te ße svoæstva, qto pereqisleny v teoreme 1. OpØt~-taki dlØ udobstva qitatelØ, my ob¨edinim ffti svoæstva v Teoreme 2.

Teorema 2. Pust~ A ∈ Mn(C) — nevyroßdennaØ matrica, pri-

qem B = A^{−1} est~ dd-matrica, udovletvorØ¸waØ sootnoxeniØm (1). Togda

1. DlØ kaßdogo znaqeniØ i (i = 1, . . . , n) naibol~xiæ modul~ v i-m stolbce matricy A imeet diagonal~nyæ fflement a_{ii}. Bolee toqno, vypolnØ¸tsØ neravenstva |a_{ji}| 6 σ_j|a_{ii}|, j ≠ i. (5) 2. Svoæstvo byt~ obratnoæ k dd-matrice nasleduetsØ aktivnymi podmatricami (dopolneniØmi Xura), poluqaemymi v hode gaussova iskl¸qeniØ. Bolee togo, stroqnye kofffficienty preobladaniØ dlØ matricy, obratnoæ k dopolneni¸ Xura, ne prevoshodØt sootvetstvu¸wih kofffficientov σ_i dlØ matri- cy B. 3. Kofffficient rosta dlØ A ograniqen qislom 1 + σ:

ρ_n(A) 6 1 + σ. (6)

BLOQNOE LU–RAZLOȷENIE 17

Predpoloßim teper~, qto dlØ n × n-matric fiksirovan nekotoryæ tip bloqnogo razbieniØ, tak qto B ∈ M_n(C) moßet byt~ predstavlena kak bloqnaØ matrica B = B_{11} B_{12} · · · B_{1m} B_{21} B_{22} · · · B_{2m} · · · · · · · · · · · · B_{m1} B_{m2} · · · B_{mm} (7) s kvadratnymi blokami B_{ii} (i = 1, . . . , m). Predpoloßim takße, qto fiksirovana nekotoraØ matriqnaØ norma ‖ · ‖. SleduØ [2, razdel 12.3.1], moßno sqitat~ ‖ · ‖ proizvol~noæ podqinennoæ normoæ. Odnako dlØ naxih celeæ dostatoqno, qtoby vybrannaØ norma byla mul~tiplikativnoæ i podqinØlas~ uslovi¸ ‖I‖ = 1 dlØ ediniqnoæ matricy I l¸bogo porØdka. Naprimer, norma ‖B‖ = max{‖B‖_1, ‖B‖_∞} obladaet oboimi ukazannymi svoæstvami, no ne podqinena nikakoæ vektornoæ norme.

GovorØt, qto bloqnaØ matrica (7) imeet bloqnoe diagonal~- noe preobladanie (po strokam), esli vse ee diagonal~nye bloki

B_{11}, . . . , B_{mm} nevyroßdenny i ‖B^{−1}_{ii} ‖ m∑ j=1 j≠i ‖B_{ij}‖ = σ_i, i = 1, . . . , m, (8)

gde 0 6 σ_i 6 1, i = 1, . . . , m. DlØ kratkosti, budem govorit~ o bdd-matricah. Qislo

σ = max

16i6m^{σi (9)} nazyvaetsØ kofffficientom bloqnogo preobladaniØ matricy B. Zametim, qto opredelenie (12.16) v [2] sootvetstvuet sootnoxeniØm (8), v kotoryh vse kofffficienty σ_i ravny 1 (slaboe bloqnoe diagonal~noe preobladanie; wbdd-matricy). Analogiqnym obrazom opredelØetsØ bloqnoe diagonal~noe preobladanie po stolbcam.

V [2] dokazano (teoremy 12.5 i 12.6; sm. takße [3, 4]), qto svoæstva bdd-matric v otnoxenii bloqnogo LU-razloßeniØ analogiqny svoæstvam skalØrnyh dd-matric, pereqislennym v teoreme 1. My snova soberem ffti svoæstva v sledu¸weæ teoreme:

18 A. DȷORDȷ, H. D. IKRAMOV

Teorema 3. Predpoloßim, qto matrica B ∈ Mn(C), predsta-

vlennaØ v bloqnoæ forme (7), ØvlØetsØ bdd-matriceæ. Esli B — wbdd-matrica, to dopolnitel~no predpoloßim, qto B nevyroßdenna. Togda 1. B dopuskaet bloqnoe LU-razloßenie, v kotorom L i U ime¸t to ße razbienie na bloki, qto i matrica (7).

2. Pust~ B^{(k)} = (B^{(k)}_{ij} ) — matrica, poluqennaØ iz B v rezul~tate

k − 1 xagov bloqnogo iskl¸qeniØ. Togda aktivnaØ podmatrica matricy B^{(k)}, t.e. bloqnaØ matrica B^{(k)}_{kk} · · · B^{(k)}_{km} · · · · · · · · · B^{(k)}_{mk} · · · B^{(k)}mm , (10)

takße ØvlØetsØ bdd-matriceæ. Bolee togo, dlØ i = k, . . . , m kofffficient bloqnogo preobladaniØ σ^′_i stroki i matricy (10) ne prevoshodit sootvetstvu¸wego kofffficienta σ_i dlØ matricy B.

3. Kofffficient rosta v LU-razloßenii, opredelØemyæ formuloæ

ρ_m(B) = max_{i,j,k} ‖B^{(k)}_{ij} ‖ max_{i,j} ‖B_{ij} ‖ , (11)

ograniqen qislom 1 + σ:

ρ_m(B) 6 1 + σ. (12)

Poskol~ku dokazatel~stvo teoremy 3, privedennoe v [2], pokryvaet lix~ sluqaæ σ = 1, my daem sobstvennoe dokazatel~stvo dlØ σ < 1 v razdele 2.

V otzyve recenzenta naxeæ stat~i [1] soderßalsØ vopros: moßno li rasprostranit~ rezul~taty teoremy 2 na sluqaæ bloqnogo diagonal~nogo preobladaniØ? Otvet na fftot vopros poloßitel~- nyæ, i osnovnoæ cel~¸ dannoæ stat~i ØvlØetsØ dokazatel~stvo sledu¸weæ teoremy:

Teorema 4. Pust~ A ∈ Mn(C) — nevyroßdennaØ matrica, pri-

qem B = A^{−1} est~ bdd-matrica, udovletvorØ¸waØ sootnoxeniØm (8) pri zadannom razbienii na bloki tipa razbieniØ (7) i zadannoæ matriqnoæ norme. Togda

BLOQNOE LU–RAZLOȷENIE 19 1. DlØ kaßdogo znaqeniØ i (i = 1, . . . , m) matrica A_{ii} nevyroßdenna i vypolnØ¸tsØ neravenstva ‖A_{ji}A^{−1}_{ii} ‖ 6 σ_j, j ≠ i. (13) 2. Svoæstvo byt~ obratnoæ k bdd-matrice nasleduetsØ aktivnymi podmatricami (dopolneniØmi Xura), poluqaemymi v hode bloqnogo LU-razloßeniØ. Bolee togo, stroqnye kofffficienty bloqnogo preobladaniØ dlØ matricy, obratnoæ k dopolneni¸ Xura, ne prevoshodØt sootvetstvu¸wih kofffficientov σ_i dlØ matricy B.

3. Kofffficient rosta dlØ A (opredelØemyæ, kak v (11)) ograniqen qislom 1 + σ:

ρ_m(A) 6 1 + σ. (14)

Teorema 4 dokazana v razdele 3. Zametim, qto iz (13) vytekaet neravenstvo ‖A_{ji}‖ 6 σ_j‖A_{ii}‖, j ≠ i. V samom dele, ‖A_{ji}‖ = ‖A_{ji}A^{−1}_{ii} A_{ii}‖ 6 ‖A_{ji}A^{−1}_{ii} ‖‖A_{ii}‖ 6 σ_j‖A_{ii}‖. 2. Dokazatel~stvo teoremy 3

Naqnem s nabl¸deniØ, kotoroe prigoditsØ v posledu¸wih rassußdeniØh, a imenno: ravenstvo (8) vleqet za soboæ sootnoxenie_m ∑ j=1 j≠i ‖B_{ij} ‖ 6 σ_i‖B_{ii}‖, i = 1, . . . , m. (15)

Deæstvitel~no, m∑ j=1 j≠i ‖B_{ij}‖ = m∑ j=1 j≠i ‖B_{ii}B^{−1}_{ii} B_{ij} ‖ 6 ‖Bii‖‖B^{−1}_{ii} ‖^{m∑}_{j=1} j≠i ‖B_{ij}‖ = σ_i‖B_{ii}‖.

20 A. DȷORDȷ, H. D. IKRAMOV

Budet dostatoqno rassmotret~ pervyæ xag bloqnogo LUrazloßeniØ. Bolee togo, poskol~ku bloqnye stroki v B obrabatyva¸tsØ nezavisimo drug ot druga, dostatoqno pokazat~, qto vtoraØ bloqnaØ stroka sohranØet bloqnoe preobladanie pri iskl¸qenii bloka B_{21}. Ots¸da budet vytekat~ spravedlivost~ vtorogo utverßdeniØ teoremy.

Preßde vsego, nußno pokazat~, qto novyæ diagonal~nyæ blok

B^{(2)}_{22} nevyroßden. Imeem

B^{(2)}_{22} = B_{22} − B_{21}B^{−1}_{11} B_{12} = B_{22}(I − Δ), (16)

gde Δ = B^{−1}_{22} B_{21}B^{−1}_{11} B_{12} i

‖Δ‖ 6 (‖B^{−1}_{22} ‖‖B21‖)(‖B^{−1}_{11} ‖‖B12‖) 6 σ^2 < 1.

�to oznaqaet, qto matrica v sootnoxenii (16) nevyroßdenna. Krome togo,

‖(I − Δ)^{−1}‖ 6 1 1 − ‖Δ‖ , ‖(B^{(2)}_{22} )^{−1}‖ 6

‖B^{−1}_{22} ‖ 1 − ‖Δ‖ . (17)

Vmesto proverki neravenstva

‖(B^{(2)}_{22} )^{−1}‖ m∑ j=3 ‖B^{(2)}_{2j} ‖ 6 σ_2

my proverim seæqas bolee sil~noe neravenstvo (sm. (17))

‖B^{−1}_{22} ‖ m∑ j=3 ‖B_{2j}‖ + ‖B_{21}‖‖B^{−1}_{11} ‖ m∑ j=3 ‖B_{1j} ‖ 6 σ_2 − ‖B^{−1}_{22} ‖‖B_{21}‖‖B^{−1}_{11} ‖‖B_{12}‖. (18)

V samom dele,

‖B^{−1}_{22} ‖ m∑ j=3 ‖B_{2j} ‖ + ‖B_{21}‖‖B^{−1}_{11} ‖ m∑ j=3 ‖B_{1j}‖ +

‖B^{−1}_{22} ‖‖B_{21}‖‖B^{−1}_{11} ‖‖B_{12}‖ =

‖B^{−1}_{22} ‖ m∑ j=3 ‖B_{2j}‖ + ‖B_{21}‖‖B^{−1}_{11} ‖ m∑ j=2 ‖B_{1j} ‖ =

BLOQNOE LU–RAZLOȷENIE 21

‖B^{−1}_{22} ‖ m∑ j=3 ‖B_{2j}‖ + ‖B_{21}‖σ_1

6 ‖B^{−1}_{22} ‖^{m∑}_{j=1} j≠2 ‖B_{2j} ‖ = σ_2.

V fftih vykladkah ispol~zovalos~ ravenstvo (8) pri i = 1 i i = 2. Poluqennoe neravenstvo est~ lix~ inaØ forma neravenstva (18).

To obstoØtel~stvo, qto bloqnoe diagonal~noe preobladanie sohranØetsØ pri iskl¸qenii vnediagonal~nyh blokov, ustanavlivaet takße pervoe utverßdenie teoremy. DlØ dokazatel~stva tret~ego utverßdeniØ zametim, qto m∑ j=2 ‖B^{(2)}_{2j} ‖ 6 m∑ j=1 ‖B_{2j}‖. (19) �to svoego roda ”zakon nevozrastaniØ massy” dlØ bloqnyh strok bdd-matricy. DokazyvaetsØ on toqno tak ße, kak v [2, teorema 12.6], esli zamenit~ bloqnye stolbcy bloqnymi strokami. Teper~ my vyvodim iz (19) ocenku

‖B^{(2)}_{22} ‖ 6 m∑ j=1 ‖B_{2j} ‖ = ‖B_{22}‖ + m∑ j=1 j≠2 ‖B_{2j} ‖ 6 (1 + σ_2)‖B_{22}‖.

Zdes~ bylo ispol~zovano sootnoxenie (15). Analogiqnym obrazom poluqaem ‖B^{(k)}_{ii} ‖ 6 (1 + σ_i)‖B_{ii}‖, k = 2, . . . , m, i = k, . . . , m. �to daet ocenku (12). Teorema dokazana.

Zameqanie. Pust~_{B = LU (20)}

est~ bloqnoe razloßenie matricy B, suwestvovanie kotorogo bylo tol~ko qto ustanovleno. Iz dokazatel~stva vidno, qto U ØvlØetsØ bdd-matriceæ so stroqnymi kofffficientami bloqnogo preobladaniØ, ne prevoshodØwimi sootvetstvenno σ_1, . . . , σ_m. �to verno nezavisimo ot togo, v kakoæ iz matric, L ili U , diagonal~nye bloki sut~ ediniqnye matricy. Sootvetstvenno, esli B imeet bloqnoe diagonal~noe preobladanie po stolbcam, fftot tip preobladaniØ sohranØetsØ matriceæ L v (20).

22 A. DȷORDȷ, H. D. IKRAMOV

Zameqanie. Analiz dokazatel~stva teoremy 3 pokazyvaet, qto, v

deæstvitel~nosti, bloqnoe diagonal~noe preobladanie sohranØetsØ l¸boæ posledovatel~nost~¸ iskl¸qeniæ vnediagonal~nyh blokov, a ne tol~ko posledovatel~nost~¸ gaussova tipa. Naprimer, iskl¸qiv blok B_{21}, my mogli by zatem iskl¸qit~ v poluqennoæ matrice blok (1,2) i v rezul~tate snova imeli by bddmatricu.

3. Dokazatel~stvo teoremy 4

Naqnem so sledu¸wego oqevidnogo zameqaniØ. L¸boe simmetriqnoe pereuporØdoqenie strok i stolbcov bdd-matricy B, soglasovannoe s prinØtym bloqnym razbieniem i ne menØ¸wee porØdok skalØrnyh strok vnutri kaßdoæ bloqnoæ stroki, sohranØet svoæstvo bloqnogo diagonal~nogo preobladaniØ. Analogiqnoe zameqanie spravedlivo v otnoxenii matricy A, obratnoæ k bddmatrice B = A^{−1}; t.e. pri opisannyh vyxe pereuporØdoqeniØh svoæstvo byt~ obratnoæ k bdd-matrice sohranØetsØ.

Iz sdelannogo tol~ko qto zameqaniØ sleduet, qto neravenstva (13) dostatoqno dokazat~, skaßem, dlØ j = m, t.e. dlØ blokov v poslednem bloqnom stolbce matricy A. DlØ dokazatel~stva vospol~zuemsØ bloqnym LU-razloßeniem (20) bdd-matricy B =

A^{−1}. DlØ opredelennosti, predpoloßim, qto diagonal~nye bloki

v L sut~ ediniqnye matricy. Budem rassmatrivat~ vse matricy, uqastvu¸wie v ravenstve U A = L^{−1}, kak bloqnye i priravnØem odnoimennye bloki poslednego bloqnogo stolbca. DvigaØs~ po fftomu stolbcu snizu vverh i uqityvaØ, qto posledniæ bloqnyæ stolbec u matricy L^{−1} tot ße, qto u ediniqnoæ matricy I_n, posledovatel~no poluqaem U_{mm}A_{mm} = I, U_{m−1,m−1}A_{m−1,m} + U_{m−1,m}A_{mm} = 0, U_{m−2,m−2} A_{m−2,m} + U_{m−2,m−1}A_{m−1,m} + U_{m−2,m}A_{mm} = 0, · · · · · · · · · Pervoe iz fftih sootnoxeniæ oznaqaet, qto matrica A_{mm} nevyroßdenna. Perepixem vtoroe sootnoxenie v vide A_{m−1,m}A^{−1}_{mm} = −U^{−1}_{m−1,m−1}U_{m−1,m}.

BLOQNOE LU–RAZLOȷENIE 23 Ots¸da ‖A_{m−1,m}A^{−1}_{mm}‖ 6 ‖U^{−1}_{m−1,m−1}‖‖U_{m−1,m}‖ 6 σ_{m−1}. Predpoloßim, qto uße dokazany neravenstva ‖A_{pm}A^{−1}_{mm}‖ 6 σ_p, p = l + 1, . . . , m − 1. (21) My pokaßem, qto ‖A_{lm}A^{−1}_{mm} ‖ 6 σ_l. Imeem U_{ll} A_{lm} + m−1∑ p=l+1 U_{lp}A_{pm} + U_{lm}A_{mm} = 0, otkuda ‖A_{lm}A^{−1}_{mm}‖ = ‖ − U^{−1}_{ll} m−1∑ p=l+1 U_{lp}A_{pm}A^{−1}_{mm} + U_{lm} ‖ 6 ‖U^{−1}_{ll} ‖ m−1∑ p=l+1 ‖U_{lp}‖‖A_{pm}A^{−1}_{mm}‖ + ‖U_{lm}‖ 6 ‖U^{−1}_{ll} ‖ m−1∑ p=l+1 σ_p‖U_{lp}‖ + ‖U_{lm} ‖ 6 ‖U^{−1}_{ll} ‖ m∑ p=l+1 ‖U_{lp}‖ 6 σ_l. Zdes~ byli ispol~zovany neravenstva (21). Takim obrazom, pervoe utverßdenie teoremy dokazano.

DlØ dokazatel~stva vtorogo utverßdeniØ zametim, qto aktivnaØ podmatrica matricy A^{(k)}, poluqennoæ iz A v rezul~tate k−1 xagov bloqnogo razloßeniØ, inymi slovami, matrica A^{(k)}_{kk} · · · A^{(k)}_{km} · · · · · · · · · A^{(k)}_{mk}· · · A^{(k)}mm (22)

24 A. DȷORDȷ, H. D. IKRAMOV ØvlØetsØ obratnoæ k podmatrice B_{kk} · · · B_{km} · · · · · · · · · B_{mk} · · · B_{mm} (23)

matricy B. Poskol~ku ffta podmatrica est~ bdd-matrica so stroqnymi kofffficientami bloqnogo preobladaniØ, ne prevoshodØwimi sootvetstvenno σ_k, . . . , σ_m, my poluqaem ots¸da trebuemoe utverßdenie.

DlØ dokazatel~stva poslednego utverßdeniØ vvedem novoe razbienie matricy B na bloki, a imenno B = ( B̂_{11} B̂_{12} B̂_{21} B̂_{22} ) , (24)

gde B̂_{22} est~ podmatrica (23). Opredelim bloqnu¸ matricu C = (^ B_{11} − B̂_{12}B̂^{−1}_{22} B̂_{21} B̂_{12} 0 B̂_{22} ) . Ee moßno poluqit~, umnoßaØ (24) sprava na matricu F = ( I_1 0 −B̂^{−1}_{22} B̂_{21} I_2 ) . V svo¸ oqered~, F moßno poluqit~, primenØØ k bdd-matrice ( I_1 0 B̂_{21} B̂_{22} )

neqto vrode bloqnogo iskl¸qeniØ po Gaussu–ȷordanu: vnaqale v podmatrice (23) iskl¸qa¸tsØ vnediagonal~nye bloki, a zatem kaßdaØ bloqnaØ stroka umnoßaetsØ sleva na sootvetstvu¸wu¸ matricu B^{−1}_{ii} . Soglasno zameqani¸, sdelannomu v konce razdela 2, bloqnoe diagonal~noe preobladanie sohranØetsØ operaciØmi pervogo tipa. Analogiqnoe svoæstvo operaciæ vtorogo tipa oqevidno. Iz skazannogo sleduet, qto esli blok (2,1) matricy F predstavit~ v vide F_{k1} · · · F_{k,k−1} · · · · · · · · · F_{m1} · · · F_{m,k−1} , (25)

BLOQNOE LU–RAZLOȷENIE 25 to_{k−1} ∑ l=1 ‖F_{il}‖ 6 σ_i, i = k, . . . , m. Dalee, ravenstvo C = BF vleqet za soboæ

C^{−1} = F^{−1}A. (26)

Zametim, qto matrica D = C^{−1} imeet vid D = ( D_{11} D_{12} 0 D_{22} ) , gde blokom D_{22} ØvlØetsØ matrica (22). Matrica G = F^{−1} poluqaetsØ iz F izmeneniem znakov u poddiagonal~nyh fflementov. Sledovatel~no, esli prinØt~ dlØ bloka (2,1) matricy G takoe ße razbienie, kak v (25), to G_{ij} = −F_{ij} , i = k, . . . , m, j = 1, . . . , k − 1. Teper~ iz sootnoxeniØ (26) vyteka¸t ravenstva

A^{(k)}_{ij} = − k−1∑ l=1 F_{il}A_{lj} + A_{ij}. Pofftomu dlØ i, j = k, . . . , m imeem ‖A^{(k)}_{ij} ‖ 6 max_{s,t} ‖A_{st}‖ ( 1 + k−1∑ l=1 ‖F_{il}‖ ) 6 (1 + σi) max_{s,t} ‖Ast‖. �tim dokazana ocenka (14).

Literatura

1. A. George, Kh. D. Ikramov, Gaussian elimination is stable for the inverse of a

diagonally dominant matrix. — Math. Comp. (prinØta k peqati).

2. N. J. Higham, Accuracy and Stability of Numerical Algorithms. — SIAM, Philadel-

phia, 1996.

3. J. W. Demmel, N. J. Higham, R. S. Schreiber, Stability of block LU factorization.

— Numerical Linear Algebra with Applications, 2 (1995), 173–190.

4. H. D. Ikramov, O bloqnom analoge svoæstva diagonal~nogo preobladaniØ.

— Vestnik Mosk. un-ta. SeriØ 15. Vyqisl. mat. kibernet., 1983, No. 4, 52–55.

26 A. DȷORDȷ, H. D. IKRAMOV

George A., Ikramov K. D. Block LU factorization is stable for block matrices whose inverses are block diagonally dominant.

Let A ∈ M_n(C) and let its inverse B = A^{−1} be represented as an m × m block matrix that is block diagonally dominant either by rows or by columns w.r.t. a certain matrix norm. We show that A possesses a block LU factorization w.r.t. the partitioning defined by B, and the growth factor for A in this factorization is bounded above by 1 + σ, where σ = max_16_i6_m σ_i and the σ_i, 0 6 σ_i 6 1, are the row (column) block dominance factors of B. Further, the off-diagonal blocks of A (and of its block Schur complements) satisfy the relations ‖A_{ji}A^{−1}_{ii} ‖ 6 σ_j , j ≠ i.

Postupilo 17 marta 2003 g.

School of Computer Science, University of Waterloo, Waterloo, Ontario, Canada

Moskovskiæ gosudarstvennyæ universitet