Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 296, 2003 g.

ı. A. Al~pin, S. N. Il~in

BESKONEQNYE PRODOLȷENI˚ TEPLICEVYH MATRIC

KoneqnaØ ili beskoneqnaØ matrica A = (a_{ij}) s fflementami iz polØ F nazyvaetsØ teplicevoæ, esli a_{ij} = a_{kl} pri i − j = k − l. Pust~ T – prØmougol~naØ tepliceva matrica. Oboznaqim qerez

TNprodolßenie T – beskoneqnu¸ teplicevu matricu, stroki i

stolbcy kotoroæ zanumerovany natural~nymi qislami i uglovoæ blok kotoroæ sovpadaet s T . AlgebraiqeskaØ teoriØ prodolßeniæ gankelevyh i teplicevyh matric, rang kotoryh sovpadaet s rangom ishodnoæ matricy, postroena v [1]. Pri fftom zadaqa prodolßeniØ dlØ teplicevyh matric okazalas~ sloßnee, qem dlØ gankelevyh, v osobennosti dlØ prØmougol~nogo sluqaØ (sm. [2]). V fftoæ zametke my interesuemsØ teplicevymi prodolßeniØmi naimen~xego vozmoßnogo ranga i vyvodim formulu dlØ naimen~- xego iz rangov beskoneqnyh teplicevyh prodolßeniæ matricy T . Sleduet otmetit~, qto prodolßeniØ naimen~xego ranga obobwennyh gankelevyh matric izuqalis~ v [3].

Oboznaqenie TNvmesto T_∞, prinØtogo v knige [1], ispol~zuetsØ po toæ priqine, qto my dopolnitel~no vvodim v rassmotrenie beskoneqnu¸ teplicevu matricu TZ, stroki i stolbcy kotoroæ zanumerovany celymi qislami. Matrica TZpredstavlØet soboæ tablicu qisel, zapolnØ¸wu¸ ploskost~, ona soderßit TNv kaqestve pravogo nißnego ugla. V silu svoæstva teplicevosti matrica TNpolnost~¸ opredelØet matricu TZ, i rangi fftih matric sovpada¸t.

My budem pol~zovat~sØ tem svoæstvom matricy TZ, qto ona opredelØetsØ l¸boæ svoeæ strokoæ: kaßdaØ stroka poluqaetsØ iz predyduweæ sdvigom na odnu pozici¸ vpravo. Analogiqnoe zameqanie otnositsØ i k stolbcam.

Rassmotrim teplicevu l × m-matricu 5

6 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN

T = t_l t_{l+1} . . . t_{l+m−1} t_{l−1} t_l . . . t_{l+m−2} . . . . . . . . . . . . t_1 t_2 . . . t_m . Oboznaqim naimen~xiæ iz rangov beskoneqnyh teplicevyh prodolßeniæ matricy T qerez rt(T ). Oqevidno, rt(T ) = 0, tol~ko esli T – nulevaØ matrica. Iskl¸qim fftot sluqaæ iz rassmotreniØ.

Poloßim n = l + m − 1 i rassmotrim rØd teplicevyh matric

T_1 = (t_1, . . . , t_n), T_2 = ( t_2 t_3 . . . t_n t_1 t_2 . . . t_{n−1} ) , . . . , T_n = t_n . . t_1 , soderßawih odin i tot ße nabor fflementov t_1, . . . , t_n. V fftom rØdu matric T_l sovpadaet s T . Netrudno zametit~, qto matricy T_k ime¸t odno i to ße mnoßestvo teplicevyh prodolßeniæ. Toqnee, vsØkoe prodolßenie matricy T_{k+1} poluqaetsØ iz prodolßeniØ matricy T_k sdvigom – zamenoæ (i, j)-fflementa na (i, j +1)-fflement. Sledovatel~no, v dal~neæxem my moßem bez poteri obwnosti sqitat~, qto matrica T imeet razmery 1 × n.

Lemma 1. Pust~ T = (t1, . . . , tn). Togda rt(T ) 6 n.

Dokazatel~stvo. L¸boæ minor porØdka n + 1 prodolßeniØ TZ,

zadavaemogo strokoæ (. . . , t_1, . . . , t_n, t_1, . . . , t_n, . . . ), soderßit dve odinakovyh stroki i, znaqit, raven 0. �

Lemma 2. Esli rank(TZ) > r, to l¸bye r podrØd iduwih strok

matricy TZlineæno nezavisimy.

Dokazatel~stvo. Tak kak l¸bye dve stroki matricy TZrav-

nopravny v tom smysle, qto odna poluqaetsØ iz drugoæ sdvigom na nekotoroe qislo poziciæ vlevo ili vpravo, to dokazatel~stvo dostatoqno provesti dlØ strok s nomerami 1, . . . , r. Qerez t^{(i)} oboznaqim i-¸ stroku matricy TZ. Predpoloßim, qto

t^{(1)}, . . . , t^{(r)} lineæno zavisimy. Togda suwestvu¸t kofffficienty (μ_1, . . . , μ_r) ≠ (0, . . . , 0) takie, qto r∑ i=1 μ_it^{(i)} = 0. (1)

BESKONEQNYE PRODOLȷENI˚ 7 Moßno sqitat~, qto μ_1 ≠ 0 i μ_r ≠ 0 (v protivnom sluqae udalim iz sistemy {t^{(1)}, . . . , t^{(r)}} pervye i poslednie stroki, vhodØwie v ravenstvo (1) s nulevymi kofffficientami, primenim pri neobhodimosti sdvig vlevo i poluqim analogiqnoe raven-

stvo^r 0∑ j=1 ν_jt^{(j)} = 0, gde r^′ < r, ν_1 ≠ 0 i ν_r0 ≠ 0).

S uqetom ravnopraviØ strok ravenstvo (1) spravedlivo dlØ l¸byh r iduwih podrØd strok matricy TZ: r∑ i=1 μ_it^{(i+k)} = 0, k ∈ Z. (2)

Poskol~ku μ_r ≠ 0, to iz (2) pri k = 0 vyvodim, qto stroka t^{(r)} ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ strok t^{(1)}, . . . , t^{(r−1)}. Analogiqno, polagaØ v (2) k = 1, poluqaem, qto stroka t^{(r+1)} ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ strok t^{(2)}, . . . , t^{(r)} i, sledovatel~no, lineæno vyraßaetsØ qerez stroki t^{(1)}, . . . , t^{(r−1)}. PovtorØØ provedennye rassußdeniØ, pridem k tomu, qto l¸baØ stroka t^{(i)} pri i > 1 ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ strok t^{(1)}, . . . , t^{(r−1)}. Ispol~zuØ podobnym obrazom uslovie μ_1 ≠ 0, moßno pokazat~, qto l¸baØ stroka t^{(j)} pri j 6 0 toße ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ strok

t^{(1)}, . . . , t^{(r−1)}. No togda rang sistemy strok matricy TZne pre-

voshodit r − 1, qto protivoreqit predpoloßeni¸ rank(TZ) > r.

�

Zametim, qto lemmu 2 moßno poluqit~ kak prostoe sledstvie teoremy 15.4 [1], utverßda¸weæ, qto v matrice TNranga r uglovoæ minor porØdka r otliqen ot nulØ. No ffta teorema dokazana v ramkah teorii (r, k, l)-harakteristik teplicevyh matric, razvitoæ v knige [1], i my soqli poleznym privesti korotkoe nezavisimoe dokazatel~stvo.

Oboznaqim qerez T^′_k i T^{′′}_k rasxirennye matricy (T_k|e_1) i

(T_k|e_k), gde e_1 i e_k – pervyæ i, sootvetstvenno, posledniæ stolb-

cy ediniqnoæ matricy porØdka k. Poloßim S = { k | rank(T_k) <

min{rank(T^′_k), rank(T^{′′}_k )} } . Teorema 1.

rt(T ) = { min_{k∈S} k − 1, S ≠ ?, n, S = ?.

8 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN

Zameqanie. Netrudno videt~, qto uslovie rank(Tk) < rank(T^′_k)

(sootvetstvenno, rank(T_k) < rank(T^{′′}_k )) oznaqaet, qto pervaØ (poslednØØ) stroka matricy T_k ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ ostal~nyh ee strok, pofftomu formulirovka teoremy ffkvivalentna sledu¸wemu utverßdeni¸: rt(T ) – ffto naibol~xee znaqenie

k 6 n takoe, qto v matrice Tk pervaØ stroka ne ØvlØetsØ lineæ-

noæ kombinacieæ posledu¸wih strok ili poslednØØ stroka ne ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ predyduwih strok.

Dokazatel~stvo. V silu lemmy 1 dostatoqno ustanovit~ spra-

vedlivost~ dvuh utverßdeniæ:

1) Esli suwestvuet teplicevo prodolßenie TZranga r < n, to

r + 1 ∈ S.

2) Esli r + 1 ∈ S, to suwestvuet teplicevo prodolßenie TZ, rang kotorogo ne prevoshodit r.

Dokaßem pervoe utverßdenie. Pust~ TZ– teplicevo prodolßenie ranga r < n. Togda v sisteme strok matricy TZsuwestvuet bazis, sostoØwiæ iz r strok. Vvidu lemmy 2 ego obrazu¸t l¸bye r podrØd iduwih strok. Sostavim iz strok t^{(1)}, . . . , t^{(r+1)} matricu s beskoneqnym qislom stolbcov. Ona soderßit v kaqestve podmatricy matricu T_{r+1}. Stroka t^{(r+1)} ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ strok t^{(1)}, . . . , t^{(r)}, sledovatel~no, poslednØØ stroka matricy T_{r+1} lineæno vyraßaetsØ qerez ee pervye r strok, qto, soglasno zameqani¸ k teoreme, oznaqaet spravedlivost~ neravenstva rank(T_{r+1}) < rank(T^{′′}_{r+1}). Analogiqno, stroka t^{(1)} ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ strok t^{(2)}, . . . , t^{(r+1)}, tak qto pervaØ stroka matricy T_{r+1} lineæno vyraßaetsØ qerez ee poslednie r strok, qto vleqet vypolnenie neravenstva rank(T_{r+1}) < rank(T^′_{r+1}). Sledovatel~no, r + 1 ∈ S.

Pereædem k dokazatel~stvu vtorogo utverßdeniØ. Pust~ r +

1 ∈ S. Togda v matrice T_{r+1} pervaØ stroka lineæno vyraßaetsØ

qerez poslednie r strok, a poslednØØ stroka — qerez pervye r strok. Sledovatel~no, dlØ nekotoryh α_1, . . ., α_r, β_2, . . . , β_{r+1} ∈ F

α_1t_1 + · · · + α_rt_r − t_{r+1} = 0, . . . . . . α_1t_{n−r} + · · · + α_rt_{n−1} − t_n = 0, t_1 − β_2t_2 − · · · − β_{r+1}t_{r+1} = 0, . . . . . . t_{n−r} − β_2t_2 − · · · − β_{r+1}t_n = 0.

BESKONEQNYE PRODOLȷENI˚ 9 Togda suwestvu¸t μ_1, . . ., μ_{r+1} takie, qto μ_1 ≠ 0, μ_{r+1} ≠ 0 i

μ_1t_1 + · · · + μ_{r+1}t_{r+1} = 0, . . . . . . μ_1t_{n−r} + · · · + μ_{r+1}t_n = 0

(ukazannym usloviØm budet, oqevidno, udovletvorØt~ po kraæneæ mere odin iz naborov (α_1, . . ., α_r, −1), (1, −β_2, . . ., −β_{r+1}), (α_1 +

1, α_2 − β_2, . . . , α_r − β_r , −1 − β_{r+1})). Ispol~zuØ usloviØ μ_1 ≠ 0 i μ_{r+1} ≠ 0, zadadim rekurrentnye sootnoxeniØ:

t_{m+1} = − μ_1 μ_{r+1} t_{m−r+1} − · · · − μ_r μ_{r+1} t_m, m > n, t_{m−1} = − μ_2 μ_1 t_m − · · · − μ_{r+1} μ_1 t_{m+r−1}, m 6 1, po kotorym naædem stroku (. . . , t_{−n}, . . . , t_{−1}, t_0, t_1, . . . , t_n, t_{n+1}, . . . ), opredelØ¸wu¸ beskoneqnoe teplicevo prodolßenie TZ. Po postroeni¸ l¸bye r + 1 iduwih podrØd strok matricy TZlineæno zavisimy, otkuda, vvidu lemmy 2, rank(TZ) 6 r. �

V lemme 1 bylo dokazano, qto rt(T ) vsegda ne prevoshodit dliny stroki T = (t_1, . . . , t_n). Iz zameqaniØ k teoreme 1 legko sleduet uslovie ravenstva fftih veliqin.

Sledstvie. Ravenstvo rt(T ) = n spravedlivo togda i tol~ko to-

gda, kogda T = (α, 0, . . ., 0) ili T = (0, . . . , 0, α), gde α ≠ 0.

Dopustim teper~, qto fflementami matric mogut byt~ ne tol~- ko fflementy polØ F , no i polinomy ot mnogih peremennyh s kofffficientami iz F . Kak i v [3], nazovem rangom polinomial~noæ matricy naibol~xiæ iz porØdkov ee minorov, ravnyh nenulevomu fflementu polØ F .

Pust~, kak i preßde, T = (t_1, . . . , t_n). Rassmotrim polinomial~nu¸ matricu TN({x^{(i)}j }) = t_1 t_2 . . . t_n x^{(1)}_{n+1} x^{(1)}_{n+2} . . . x^{(2)}_0 t_1 . . . t_{n−1} t_n x^{(2)}_{n+1} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x^{(n−1)} −n+3 x (n−1) −n+4 . . . t1 t2 t3 . . . x^{(n)}_{−n+2} x^{(n)}_{−n+3} . . . x^{(n)}_0 t_1 t_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

,

10 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN gde verhniæ indeks pri peremennoæ oboznaqaet nomer stroki, v kotoroæ ona raspoloßena. Esli v fftoæ matrice poloßit~

x^{(i)}_k = x^{(j)}_k dlØ vseh i, j, k, to poluqim polinomial~nu¸ te-

plicevu matricu TN({x_j}), ØvlØ¸wu¸sØ prodolßeniem matricy T . Oboznaqim qerez rltp(T ) i rtp(T ), sootvetstvenno, rangi matric TN({x^{(i)}_j }) i TN({x_j}). Oqevidno, l¸boe teplicevo prodolßenie TNmatricy T moßno poluqit~ iz TN({x_j}), pridav sootvetstvu¸wie znaqeniØ peremennym {x_j}. ProdolßeniØ matricy T , poluqennye analogiqnym obrazom iz matricy TN({x^{(i)}_j }) (i ne ØvlØ¸wiesØ, voobwe govorØ, teplicevymi), budem nazyvat~ ograniqenno-teplicevymi. Naimen~xiæ iz rangov vsevozmoßnyh ograniqenno-teplicevyh prodolßeniæ matricy T oboznaqim qerez rlt(T ).

Nekotorye sootnoxeniØ meßdu vvedennymi vyxe qetyr~mØ harakteristikami teplicevoæ matricy T usmatriva¸tsØ bez truda. Deæstvitel~no, legko videt~, qto rlt(T ) 6 rt(T ) i rltp(T ) 6

rtp(T ). Esli nekotoryæ minor v matrice TN({x_j}) raven otliq-

nomu ot nulØ fflementu polØ, to v l¸bom teplicevom prodolßenii TNfftot minor toße otliqen ot nulØ, otkuda rtp(T ) 6 rt(T ). Analogiqno, rltp(T ) 6 rlt(T ). Takim obrazom, vypolneny neravenstva rltp(T ) 6 rtp(T ) 6 rt(T ) i rltp(T ) 6 rlt(T ) 6 rt(T ). Odnako, okazyvaetsØ spravedlivym bolee sil~noe utverßdenie, a imenno verna

Teorema 2._{rt(T ) = rlt(T ) = rtp(T ) = rltp(T ).}

Dokazatel~stvo. Dostatoqno ustanovit~ spravedlivost~ nera-

venstva rt(T ) 6 rltp(T ). Pust~ rt(T ) = r. Dokaßem neskol~ko vspomogatel~nyh lemm. Oboznaqim qerez J_p perestanovoqnu¸ matricu porØdka p, fflementy poboqnoæ diagonali kotoroæ ravny 1, a vse ostal~nye fflementy ravny 0. Neposredstvenno proverØetsØ

Lemma 3. Pust~ 1 6 k 6 n. Togda Tn−k+1 = Jn−k+1T^t_kJk. Lemma 4. Pust~ T = (t1, . . . , tn), rt(T ) = r i r 6 k 6 n. Togda rang

matricy T_k sovpadaet s rangom ee podmatricy, obrazovannoæ r pervymi ili r poslednimi strokami.

Dokazatel~stvo. Utverßdenie trivial~no, esli k = r, poskol~-

ku vse tri ukazannye v uslovii matricy v fftom sluqae sovpa-

BESKONEQNYE PRODOLȷENI˚ 11 da¸t. Pofftomu moßno sqitat~, qto r < k 6 n. Pust~ B – podmatrica matricy T_k, obrazovannaØ r poslednimi strokami (dlØ podmatricy, obrazovannoæ r pervymi strokami, dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno). Oqevidno, dostatoqno dokazat~ neravenstvo rank(T_k) 6 rank(B). Tak kak r < n, to, soglasno teoreme 1 i zameqani¸ k neæ, pervaØ stroka matricy T_{r+1} ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ ee poslednih r strok, znaqit, naædutsØ kofffficienty α_1, . . . , α_r takie, qto

t_{r+1} = α_1t_1 + · · · + α_rt_r,

t_{r+2} = α_1t_2 + · · · + α_rt_{r+1}, . . . . . . . . . t_n = α_1t_{n−r} + · · · + α_rt_{n−1}.

Pervye n−k +1 iz fftih ravenstv oznaqa¸t, qto (r +1)-aØ, sqitaØ ot posledneæ, stroka matricy T_k ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ strok matricy B; ravenstva so 2-go po (n − k + 2)-oe – qto

(r + 2)-aØ, sqitaØ ot posledneæ, stroka matricy T_k lineæno vy-

raßaetsØ qerez poslednie ee r + 1 strok i, znaqit, qerez stroki matricy B, i tak dalee. V itoge poluqim, qto vse stroki matricy T_k lineæno vyraßa¸tsØ qerez stroki matricy B, otkuda

rank(T_k) 6 rank(B). �

Iz lemm 3 i 4 nemedlenno vyvoditsØ sledu¸waØ

Lemma 5. Pust~ T = (t1, . . . , tn), rt(T ) = r i 1 6 k 6 n−r +1. Togda

rang matricy T_k sovpadaet s rangom ee podmatricy, obrazovannoæ r pervymi ili r poslednimi stolbcami.

Lemma 6. Pust~ T = (t1, . . . , tn) i rt(T ) = r. Togda rank(Tr ) = min{r, n − r + 1}. Dokazatel~stvo. Oqevidno, rank(Tr ) 6 min{r, n − r + 1}. Pred-

poloßim ot protivnogo, qto ffto neravenstvo ØvlØetsØ strogim. V silu teoremy 1 vypolneno po kraæneæ mere odno iz ravenstv

rank(T_r ) = rank(T^′_r) i rank(T_r ) = rank(T^{′′}_r ). Pust~, dlØ opredelen-

nosti, spravedlivo vtoroe ravenstvo (dlØ pervogo ravenstva dokazatel~stvo provoditsØ analogiqno). Togda s uqetom stroeniØ matric T_1, . . . , T_r ravenstvo rank(T_k) = rank(T^{′′}_k ) verno dlØ vseh

k 6 r. Vozmoßny dva sluqaØ:

1. r 6 n − r + 1. Togda rank(T_r) < r, znaqit, stroki matricy T_r lineæno zavisimy. Soglasno zameqani¸ k teoreme 1, ravenstvo

12 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN

rank(T_r ) = rank(T^{′′}_r ) oznaqaet, qto poslednØØ stroka matricy T_r

ne ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ pervyh r − 1 strok, pofftomu rang podmatricy, obrazovannoæ pervymi r−1 strokami matricy

T_r , strogo men~xe r − 1. No pervye r stolbcov fftoæ podmatricy

sovpada¸t s pervymi r stolbcami matricy T_{r−1}, otkuda s uqetom lemmy 5 vyvodim rank(T_{r−1}) < r − 1. Poskol~ku dlØ matricy

T_{r−1} vypolnØetsØ ravenstvo rank(T_{r−1}) = rank(T^{′′}_{r−1}), to, povto-

rØØ privedennye vyxe rassußdeniØ primenitel~no k matrice

T_{r−1}, poluqim rank(T_{r−2}) < r − 2 i tak dalee, i, nakonec, poluqim rank(T_1) < 1. No poslednee neravenstvo protivoreqit uslovi¸ rank(T_1) = rank(T^{′′}_1 ).

2. n − r + 1 < r. V fftom sluqae v silu lemmy 3 poluqaem

rank(T_{n−r+1}) = rank(T_r ) < n − r + 1 i rank(T_{n−r+1}) = rank(T^{′′}_{n−r+1}).

PovtorØØ rassußdeniØ p. 1 primenitel~no k matricam T_{n−r+1},

T_{n−r}, . . . , T_1, vnov~ prihodim k protivoreqawim drug drugu

usloviØm rank(T_1) < 1 i rank(T_1) = rank(T^{′′}_1 ). �

Zaverxim dokazatel~stvo teoremy. Kak i v dokazatel~stve lemmy 6, rassmotrim dva sluqaØ.

1. r 6 n − r + 1. Togda, soglasno lemme 6, rank(T_r ) = r, sledovatel~no, v matrice T_r est~ minor porØdka r, ravnyæ otliqnomu ot nulØ fflementu polØ, tak qto rltp(T ) > r = rt(T ). ( Ispol~zuØ lemmu 5, takoæ minor moßno ukazat~ Øvno – im, naprimer, budet

minor | | | | | t_r . . . t_{2r−1} . . . t_1 . . . t_r

| | | | | . ) 2. n−r+1 < r. Kak i v dokazatel~stve lemmy 6, moßno sqitat~, qto rank(T_r ) = rank(T^{′′}_r ). Rassmotrim sledu¸wiæ minor porØdka r matricy TN({x^{(i)}_j })

M =

| | | | | | | | | | | t_{n−r+1} t_{n−r+2} . . . t_r . . . t_n . . . . . . . . . . . . . . . . . . t_1 t_2 . . . t_{2r−n} . . . t_r x^{(n−r+2)} 0 t_1 . . . t_{2r−n−1} . . . t_{r−1} . . . . . . . . . . . . . . . . . . x^{(r)}_{2r−n−2} x^{(r)}_{2r−n−3} . . . t_1 . . . t_{n−r+1}

| | | | | | | | | | | .

RazlagaØ posledovatel~no kaßdyæ iz pervyh 2r−n−1 stolbcov v

BESKONEQNYE PRODOLȷENI˚ 13 summu vida (a_1 . . . a_{r−1} a_r)^t = (a_1 . . . a_{r−1} 0)^t +(0 . . . 0 a_r)^t, poluqim

M = 2r−n−2 ∑ s=0

| | | | | | | | t_{n−r+1} . . . 0 . . . t_r . . . t_n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x^{(n−r+2)} 0 . . . 0 . . . t_{2r−n−1} . . . t_{r−1} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . x^{(r)}_s . . . t_1 . . . t_{n−r+1}

| | | | | | | |

+ | | | | | | | | t_{n−r+1} . . . t_r . . . t_n . . . . . . . . . . . . . . . x^{(n−r+2)} 0 . . . t_{2r−n−1} . . . t_{r−1} . . . . . . . . . . . . . . . 0 . . . t_1 . . . t_{n−r+1}

| | | | | | | | .

Zametim, qto poslednie n − r + 1 stolbcov minora M obrazu¸t matricu T_r . Poskol~ku rank(T_r) = rank(T^{′′}_r ), to stolbec

(0 . . . 0 1)^t ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ stolbcov matricy T_r .

Sledovatel~no, vse opredeliteli, nahodØwiesØ pod znakom summy, ravny 0, pofftomu M ne zavisit ot peremennyh, vhodØwih v ego r-¸ stroku. Poloßim ih ravnymi 0. Teper~ razloßim posledovatel~no kaßdyæ iz pervyh 2r − n − 2 stolbcov poluqivxegosØ opredelitelØ v summu vida (a_1 . . . a_{r−2} a_{r−1} 0)^t =

(a_1 . . . a_{r−2} 0 0)^t+(0 . . . 0 a_{r−1} 0)^t i predstavim opredelitel~ v vide

summy opredeliteleæ, posledniæ iz kotoryh ne soderßit peremennyh, vhodØwih v (r − 1)-¸ stroku minora M . Zametim, qto esli iz M vyqerknut~ posledn¸¸ stroku, to poslednie n − r + 2 stolbcov poluqivxeæsØ matricy obrazu¸t matricu T_{r−1}. Tak kak rank(T_{r−1}) = rank(T^{′′}_{r−1}) i rank(T_r ) = rank(T^{′′}_r ), to stolbec

(0 . . . 0 1 0)^t ØvlØetsØ lineænoæ kombinacieæ poslednih n − r + 2

stolbcov minora M , pofftomu pervye 2r − n − 2 opredeliteleæ v posledneæ summe ravny 0, tak qto M ne zavisit ot peremennyh, vhodØwih v ego (r − 1)-¸ stroku. Polagaem ih ravnymi 0. Analogiqno dokazyvaetsØ, qto M ne zavisit ot peremennyh, vhodØwih v ego (r − 2)-¸, . . . , (n − r + 2)-¸ stroki. Sledovatel~no, M raven nekotoromu fflementu polØ.

V processe dokazatel~stva bylo ustanovleno, qto lineænymi kombinaciØmi stolbcov minora M ØvlØ¸tsØ poslednie 2r − n − 1 stolbcov ediniqnoæ matricy porØdka r. Krome togo, pervye

n − r + 1 strok minora M obrazu¸t matricu T_{n−r+1}, priqem oni

lineæno nezavisimy, tak kak v silu lemm 3 i 6 rank(T_{n−r+1}) =

rank(T_r ) = n − r + 1. Sledovatel~no, lineænymi kombinaciØmi

14 ı. A. AL^PIN, S. N. IL^IN stolbcov minora M ØvlØ¸tsØ takße pervye n − r + 1 stolbcov ediniqnoæ matricy porØdka r. No ffto oznaqaet, qto M ≠ 0. Takim obrazom, v matrice TN({x^{(i)}_j }) est~ minor porØdka r, ravnyæ otliqnomu ot nulØ fflementu polØ, otkuda rltp(T ) > r = rt(T ). �

Literatura

1. I. S. Iohvidov, Gankelevy i teplicevy matricy i formy. — M., Nauka (1974).

2. I. S. Iohvidov, O. D. Tolstyh, Ob (r, k, l)-harakteristikah prØmougol~- nyh teplicevyh matric. — Ukr. mat. ßurnal, 32 (1980), 477–482.

3. ı. A. Al~pin, N. Z. Gabbasov, Prodolßenie obobwennyh gankelevyh matric. — Izv. vuzov, Matematika, N 5 (1981), 35–39.

Al’pin Yu. A., Il’in S. N. Infinite extensions of Toeplitz matrices. A formula for the minimal rank of infinite Toeplitz extensions of a finite rectangular Toeplitz matrix is derived.

Postupilo 15 marta 2003 g. Kazanskiæ gosudarstvennyæ universitet