Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 294, 2002 g.

V.B. Nevzorov

OB ODNOM SVO`STVE RASPREDELENI˚ ST^ıDENTA S DVUM˚ STEPEN˚MI SVOBODY 1. Vvedenie. V naqale proxlogo veka Uil~Øm Gosset, poluqiv-

xiæ dolßnost~ himika v Dubline na pivovarennom proizvodstve Ginnessa, razrabatyval statistiqeskie testy dlØ proverki kaqestva piva. Svoi matematiqeskie raboty Gosset podpisyval psevdonimom Student. V rezul~tate ego issledovaniæ (sm., naprimer, [8]) v statistiqeskiæ obihod voxlo novoe semeæstvo raspredeleniæ.

My govorim, qto sluqaænaØ veliqina X imeet t_ν -raspredelenie (ili raspredelenie St~¸denta s ν, ν > 0, stepenØmi svobody), esli plotnost~ raspredeleniØ X imeet vid

p_ν(x) =

Γ(^{ν+1}_2 ) √ πν Γ(^ν_2 ) ( 1 + x^2 ν ) ˚+1_2 , −∞ < x < ∞, (1) gde Γ(s) =^∞ ∫ 0 x^{s−1} exp(−x)dx oboznaqaet gamma-funkci¸.

Otmetim, qto esli nezavisimye sluqaænye veliqiny Y i Z ime¸t sootvetstvenno standartnoe normal~noe raspredelenie i χ^2-raspredelenie s n stepenØmi svobody, to drob~ X =^{Y √n√}_Z imeet t_n-raspredelenie. Poqti vo vseh uqebnikah po matematiqeskoæ statistike pokazano, kak ffto svoæstvo raspredeleniæ St~¸- denta s celymi poloßitel~nymi znaqeniØmi parametra (pozvolØet ispol~zovat~ t_n-raspredeleniØ i ih procentnye toqki v statistiqeskih zadaqah, svØzannyh s proverkoæ gipotez ili ocenivaniem neizvestnogo matematiqeskogo oßidaniØ a normal~- nogo N (a, σ^2) raspredeleniØ v sluqae, kogda parametr σ takße ØvlØetsØ neizvestnym.

Sovsem nedavno Dßouns [4] zainteresovalsØ odnim iz predstaviteleæ semeæstva st~¸dentovskih raspredeleniæ, priqem

Rabota vypolnena pri podderßke RFFI (granty 00-15-96019, 01-01- 00031 i 02-01-00779). 148

OB ODNOM SVO`STVE RASPREDELENI˚ ST^ıDENTA 149 fftot interes byl svØzan ne so statistiqeskim, a s metodologiqeskim ispol~zovaniem fftogo raspredeleniØ. Req~ idet o t_2- raspredelenii s plotnost~¸

p_2(x) = (2 + x^2)^{−3/2} (2)

i funkcieæ raspredeleniØ

F_2(x) = 1 2 , ( 1 + x √ 2 + x^2 ) , −∞ < x < ∞. (3) Dßouns otmeqaet, qto, narØdu s t_1-raspredeleniem, sovpada¸- wim s raspredeleniem Koxi, raspredelenie (3) ØvlØetsØ prosteæxim predstavitelem st~¸dentovskogo semeæstva. Bolee togo, prostaØ algebraiqeskaØ funkciØ v pravoæ qasti (3) predstavlØetsØ Dßounsu bolee privlekatel~noæ, qem funkciØ raspredeleniØ Koxi

F_1(x) = 1 2 + 1 π arctgx ,

vyraßennaØ qerez obratnu¸ trigonometriqesku¸ funkci¸. Dßouns predloßil ispol~zovat~ t_2-raspredelenie v fflementarnyh veroØtnostnyh kursah, poskol~ku ono pozvolØet naglØdno i prosto ill¸strirovat~ razliqnye svoæstva i harakteristiki nepreryvnyh raspredeleniæ. K tem nemnogim raspredeleniØm, kotorye mogli by v nominacii “nepreryvnye simmetriqnye raspredeleniØ s beskoneqnymi nositelØmi” konkurirovat~ prostotoæ formy i fflementarnost~¸ izloßeniØ c t_2- raspredeleniem, moßno, poßaluæ, otnesti lix~ normal~noe, logistiqeskoe, a takße raspredeleniØ Laplasa i Koxi. V svoeæ stat~e Dßouns sobral ubeditel~nyæ material, pokazyva¸- wiæ, qto nezaslußenno ignoriruemoe veroØtnostnym soobwestvom raspredelenie St~¸denta s dvumØ stepenØmi svobody dostoæno stat~ takim ße horoxim uqebnym primerom, kak i qetyre privedennyh vyxe raspredeleniØ.

Tak poluqilos~, qto esli Dßouns prixel k raspredeleni¸ (3), rassmatrivaØ semeæstvo raspredeleniæ St~¸denta, to my naxli ffto raspredelenie, rexaØ odnu harakterizacionnu¸ zadaqu, sovsem v drugom semeæstve, gde ego rodstvennikami ØvlØ- ¸tsØ takie klassiqeskie raspredeleniØ, kak logistiqeskoe i ravnomernoe. Rassmatrivaemoe nami semeæstvo soderßit funk-

150 V.B. NEVZOROV cii raspredeleniØ F , udovletvorØ¸wie funkcional~nomu uravneni¸ (F (x)(1 − F (x))^α = cF^′(x), (4)

gde −∞ < α < ∞, c > 0. Poluqennye nami rezul~taty pokazyva¸t, qto t_2-raspredelenie moßet ne tol~ko slußit~ horoxim uqebnym primerom pri izuqenii nepreryvnyh raspredeleniæ, no igraet takße vaßnu¸ rol~ i v teorii porØdkovyh statistik.

2. Ot logistiqeskogo k t2-raspredeleni¸. HarakterizaciØ

raspredeleniØ (3), kotoru¸ my privedem niße, svØzana so svoæstvami porØdkovyh statistik.

Pust~ X_1, X_2, . . . – nezavisimye sluqaænye veliqiny, ime¸- wie obwu¸ nepreryvnu¸ funkci¸ raspredeleniØ, i X_{1,n} 6 . . . 6 X_{n,n}, n = 1, 2, . . ., – sootvetstvu¸wie porØdkovye statistiki. V bol~xinstve svoem razliqnye svoæstva porØdkovyh statistik X_{k,n}, 1 6 k 6 n, n = 1, 2, . . ., harakterizu¸t (v klasse nepreryvnyh raspredeleniæ) ffksponencial~noe ili ravnomernoe raspredelenie (sm., naprimer, obzornye stat~i [5] i [7]). Pofftomu nas zainteresoval sledu¸wiæ rezul~tat ([3]), spravedlivyæ dlØ logistiqeskogo raspredeleniØ: esli

F (x) =_F 0 ( (x − μ)/σ ) , −∞ < μ < ∞, σ > 0, gde F_0(x) = 1/ ( 1 + exp(−x) ) , −∞ < x < ∞, to vyboroqnaØ seredina razmaha M = (X_{1,3} + X_{3,3})/2 i vyboroqnaØ mediana X_{2,3} odinakovo raspredeleny. Do sih por net otveta na vopros, harakterizuetsØ li logistiqeskoe raspredelenie svoæstvom odinakovoæ raspredelennosti sluqaænyh veliqin M i X_{2,3} ili suwestvu¸t drugie raspredeleniØ, dlØ kotoryh ffto svoæstvo takße vypolnØetsØ.

My rassmotreli blizku¸ problemu, rexenie kotoroæ privelo k harakterizacii, no ne logistiqeskogo, a nekotoryh drugih raspredeleniæ, vkl¸qaØ t_2. Pervonaqal~no my zadalis~ cel~¸ vyØsnit~, dlØ kakih raspredeleniæ vypolnØetsØ ravenstvo

φ(x) = x p.n. (5)

dlØ regressionnoæ funkcii φ(x) = E(M |X_{2,3} = x). VyØsnilos~, qto (5) spravedlivo togda i tol~ko togda, kogda

F (x) = F 2 ( (x − μ)/σ ) , −∞ < μ < ∞, σ > 0,

OB ODNOM SVO`STVE RASPREDELENI˚ ST^ıDENTA 151 gde F_2(x) opredelena sootnoxeniem (3). Estestvennym obobweniem sootnoxeniØ (5) Øvilos~ ravenstvo

φ_k(x) = x p.n. (6)

dlØ regressionnyh funkciæ

φ_k(x) = E ( (X_{k,2k+1} + X_{k+2,2k+1})/2 | X_{k+1,2k+1} = x ) , k = 1, 2, . . . . (7) V opredelenii (7) figuriru¸t vyboroqnye mediany X_{k+1,2k+1} i vyboroqnye serediny kvazi-razmahov (X_{k,2k+1} + X_{k+2,2k+1})/2. Udalos~ naæti semeæstvo raspredeleniæ, harakterizuemyh pri razliqnyh znaqeniØh k sootnoxeniØmi (6). �to semeæstvo, suwestvenno otliqa¸weesØ ot st~¸dentovskogo, estestvenno soderßit i t_2-raspredelenie.

3. HarakterizaciØ t2-raspredeleniØ. My vydelim v otdel~-

nyæ paragraf formulirovku i dokazatel~stvo rezul~tata dlØ t_2-raspredeleniØ.

Teorema 1. Pust~ X1, X2 i X3 – nezavisimye odinakovo rasprede-

lennye sluqaænye veliqiny s koneqnymi matematiqeskimi oßidaniØmi, funkcieæ raspredeleniØ F (x) i plotnost~¸ f(x). Pust~ takße f(x) > 0, esli γ < x < δ, gde γ = inf x : F (x) > 0 i δ = sup x : F (x) < 1. Togda ffkvivalentny sledu¸wie utverßdeniØ:

a) E(M |X_{2,3} = x) = x p.n.; (8)

b) E(X|X_{2,3} = x) = x p.n.,

gde X = (X_1 + X_2 + X_3)/3 ØvlØetsØ vyboroqnym srednim; (9)

c) E(X_1 | X_{2,3} = x) = x p.n.; (10)

d) (F (x)(1 − F (x))^{3/2} = cf(x), γ < x < δ, c > 0; (11)

e) γ = −∞, δ = ∞ i F (x) = F_2((x − μ)/σ), −∞ < μ < ∞, σ > 0, gde F_2 opredelena v (3).

Dokazatel~stvo teoremy 1. �kvivalentnost~ sootnoxeniæ (8)–

(10) oqevidna. Pokaßem teper~, qto iz (10) sleduet (11). Izvestno (sm., naprimer, [6]), qto E(X_1|X_{k,n} = x) = x n + k − 1 n E(X|X < x) + n − k n E(X|X > x) p.n. (12)

152 V.B. NEVZOROV V naxem sluqae prihodim k ravenstvu

x = E(X_1 | X_{2,3} = x) = 1 3 ( x + 1 F (x) x∫ −∞ tf(t)dt + 1 1 − F (x) ∞∫ x tf(t)dt ) . (13)

V usloviØh teoremy E|X_1| < ∞. Sledovatel~no, spravedlivy ravenstva lim x→−∞ xF (x) = lim_{x→−∞} x(1 − F (x)) = 0, 1 F (x) x∫ −∞ tf(t)dt = x − 1 F (x) x∫ −∞ F (t)dt (14) i 1 1 − F (x) ∞∫ x tf(t)dt) = x + 1 1 − F (x) ∞∫ x (1 − F (t))dt. (15)

Iz sootnoxeniæ (13)–(15) poluqaem, qto (10) ravnosil~no ravenstvu F (x) ∞∫ x ( 1 − F (t))dt = (1 − F (x) )^x∫ −∞ F (t)dt, γ < x < δ, (16) kotoroe moßno perepisat~ v vide R^′(x) = 0, γ < x < δ, gde R(x) x∫ 0 = F (t)dt ∞∫ x (1 − F (t))dt. Sledovatel~no, dlØ vseh x ∈ (γ, δ) spravedlivo ravenstvo x∫ −∞ F (t)dt ∞∫ x (1 − F (t))dt = c, (17)

gde c zdes~ i dalee oboznaqaet poloßitel~nye konstanty (ne obØzatel~no odinakovye v raznyh sootnoxeniØh). Posledovatel~no

OB ODNOM SVO`STVE RASPREDELENI˚ ST^ıDENTA 153 izbavlØØs~ s pomow~¸ differencirovaniØ ot integralov v levoæ qasti (17), poluqaem, qto ( F (x)(1 − F (x) )_{3/2} = cf(x), γ < x < δ, t.e. vypolnØetsØ ravenstvo (11).

Pust~ teper~ G(x) oboznaqaet funkci¸, obratnu¸ F (x). V usloviØh teoremy G nepreryvna i strogo monotonna dlØ 0 < x < 1, G(0) = lim_{x→0} G(x) = γ i G(1) = lim_{x→1} G(x) = δ.

Vse ffto pozvolØet perepisat~ (11) v vide cf(G(x)) = ( x(1 − x) )_{3/2} , 0 < x < 1. (18) Poskol~ku G^′(x) = 1/f(G(x)), iz (18) sleduet, qto G^′(x) = s/ ( x(1 − x) )_{3/2} , i G(x) = c x∫ 1/2 du (u(1 − u))^{3/2}

+ d, 0 < x < 1, (19)

gde s > 0 i −∞ < d < ∞. Iz (19) vytekaet, qto γ = G(0) = −∞, δ = G(1) = ∞ i G(x) = cG_1(x) + d, gde G_1(x) = x∫ 1/2 du (u(1 − u))^{3/2} = 2x − 1 2 √ x − x^2 , 0 < x < 1, (20)

predstavlØet soboæ funkci¸, obratnu¸ funkcii raspredeleniØ H(x) = 1 2 ( 1 + x √ 1 + x^2 , −∞ < x < ∞, a togda F (x) – funkciØ, obratnaØ G(x), nahoditsØ iz ravenstva F (x) = H((x − d)/c) = 1 2 ( 1 + x − d √ c^2 + (x − d)^2 ) , c > 0, −∞ < d < ∞. (21)

154 V.B. NEVZOROV Zametim, qto H(x) i funkciØ F 2(x), opredelennaØ v (3), prinadleßat odnomu tipu raspredeleniæ. Sledovatel~no, semeæstvo funkciæ raspredeleniØ (21) sovpadaet s semeæstvom F (x) = F_2((x − μ)/σ), −∞ < μ < ∞, σ > 0. (22) My pokazali, qto esli vypolnØetsØ sootnoxenie (10), to funkciØ raspredeleniØ F obØzana prinadleßat~ semeæstvu (22). DlØ zaverxeniØ dokazatel~stva nesloßno ubedit~sØ, qto dlØ l¸boæ funkcii (21) spravedlivo ravenstvo (16), a sledovatel~no, ime- ¸t mesto utverßdeniØ a), b) i s) teoremy.

4. Obobwenie teoremy 1. UtverßdeniØ teoremy 1 dopuska-

¸t razliqnye obobweniØ. My ograniqimsØ rassmotreniem ravenstv, analogiqnyh (8), dlØ proizvol~noæ vyborki neqetnogo ob¨ema.

Pust~ X_1, X_2, . . . – nezavisimye slu qaænye veliqiny s koneqnymi matematiqeskimi oßidaniØmi, funkcieæ raspredeleniØ F (x) i plotnost~¸ f(x), a X_{1,n} 6 ... 6 X_{n,n}, n = 1, 2, . . ., – sootvetstvu¸wie porØdkovye statistiki. Budem predpolagat~, qto f(x) > 0, esli γ < x < δ, gde γ = inf x : F (x) > 0 i δ = sup x : F (x) < 1. Kak i v teoreme 1, G(x) oboznaqaet funkci¸, obratnu¸ F (x). DlØ l¸bogo k = 1, 2, . . . rassmotrim vyboroqnu¸ seredinu kvazi-razmaha

M_k = (X_{k,2k+1} + X_{k+2,2k+1})/2,

kotoraØ pri k = 1 sovpadaet so sluqaænoæ veliqinoæ M iz teoremy 1. Spravedliv sledu¸wiæ rezul~tat.

Teorema 2. DlØ l¸bogo k = 1, 2, . . . ffkvivalentny utverßdeniØ

a) E(M_k | X_{k+1,2k+1} = x) = x, γ < x < δ, p.n.; (23)

b) (F (x)(1 − F (x))^{k/2+1} = cf(x), γ < x < δ, (24) gde s – nekotoraØ poloßitel~naØ konstanta;

c) γ = −∞, δ = ∞

G(x) = c x∫ 1/2 ( u(1 − u) )_{−(k/2+1)} du + d, 0 < x < 1, (25)

OB ODNOM SVO`STVE RASPREDELENI˚ ST^ıDENTA 155

gde s > 0 i −∞ < ∞.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Uslovnoe raspredelenie vekto-

ra (X_{1,2k+1}, . . . , X_{k,2k+1}) pri uslovii, qto X_{k+1,2k+1} = x, sovpadaet s bezuslovnym raspredeleniem porØdkovyh statistik Y_{1,k}, . . . , Y_{k,k}, postroennyh po nezavisimym sluqaænym veliqinam Y_1, . . . , Y_k s obweæ funkcieæ raspredeleniØ F_x(u) = F (u)/F (x), u < x (sm., naprimer, teoremu 4.1. v [1]). Pofftomu E ( X_{k,2k+1} | X_{k+1,2k+1} = x) = EY_{k,k} = x∫ −∞ ud ( (F x(u))^k ) =

xF^k_x (x) − x∫ −∞ F^k(u)du = x − 1 F^k(x) x∫ −∞ F^k(u)du. (26) Ispol~zuØ analogiqnyæ rezul~tat dlØ vektora (X_{k+2,2k+1}, . . . , X_{2k+1,2k+1}), poluqaem, qto

E(X_{k+2,2k+1} | X_{k+1,2k+1} = x) = x + 1 (1 − F (x))^k

(1 − F (u))^kdu. (27)

Iz (26) i (27) sleduet bolee obwee, qem (16), ravenstvo

F^k(x) ∞∫ x ( 1 − F (u) )_k du = ( 1 − F (u) )_k F^k(u)du, γ < x < δ, (28) iz kotorogo poluqaem sootnoxenie x∫ −∞ F^k(u)du ∞∫ x ( 1 − F (u) )_k du = s (29)

s nekotoroæ poloßitel~noæ konstantoæ s. Posle sootvetstvu¸- wego differencirovaniØ my prihodim k ravenstvu (24), a zatem uße metodom, znakomym nam po teoreme 1, poluqaem bolee obwee, qem (19), sootnoxenie (25).

Zameqanie 1. Iz utverßdeniæ teoremy 2 sleduet, qto svoæstvo

(23) porØdkovyh statistik harakterizuet nekotorye funkcii raspredeleniØ iz semeæstva raspredeleniæ, zadavaemyh uravneniØmi vida ( F (x)(1 − F (x) )_α = cF^′((x), c > 0, −∞ < x < ∞. (30)

156 V.B. NEVZOROV RaspredeleniØ, udovletvorØ¸wie (23), otveqa¸t znaqeniØm α = k/2 pri k = 3, 4, . . .. V qastnosti, raspredeleniØ st~¸dentovskogo t_2-tipa sootvetstvu¸t α = 3/2. Interesno otmetit~, qto semeæstvo (30) soderßit takße takie tipy klassiqeskih raspredeleniæ, kak logistiqeskiæ (α = 1) i ravnomernyæ (α = 0). Pri α = 1/2 ravenstvo (30) harakterizuet funkcii raspredeleniØ

F (x) = F_{1/2} ( (x − d)/c ) , c > 0, −∞ < d < ∞, gde F_{1/2}(x) = sin^2 x, 0 6 x 6 π/2.

Bolee podrobnu¸ informaci¸ o nekotoryh drugih raspredeleniØh, udovletvorØ¸wih (30), moßno naæti v rabote [5].

Zameqanie 2. V naxem vvedenii my upominali poßelanie

Dßounsa prisoedinit~ t_2 – raspredelenie k gruppe iz qetyreh klassiqeskih nepreryvnyh raspredeleniæ s beskoneqnymi nositelØmi (logistiqeskoe, normal~noe, Laplasa, Koxi), izuqaemyh v bol~xinstve veroØtnostnyh kursov. My moßem dobavit~, qto takoe prisoedinenie ob¨edinit qetyre (na pervyæ vzglØd, ne svØzannyh drug s drugom) ukazannyh tipa raspredeleniæ, prinimaØ vo vnimanie ih razliqnye rodstvennye otnoxeniØ k t_2 – raspredeleni¸. Deæstvitel~no, logistiqeskoe i t_2 raspredelenie prinadleßat obwemu semeæstvu (30), raspredelenie Koxi (ono ße t_1) i t_2 predstavlØ¸t st~¸dentovskoe semeæstvo. Nakonec, esli voz~mem nezavisimye sluqaænye veliqiny Y i Z, ime- ¸wie sootvetstvenno standartnoe normal~noe raspredelenie i raspredelenie Laplasa s plotnost~¸ exp(−|x|)/2, to otnoxenie Y /|Z|^{1/2} dast nam sluqaænu¸ veliqinu s t_2 – raspredeleniem.

Literatura

1. V. B. Nevzorov, Rekordy. MatematiqeskaØ teoriØ. FAZIS, M. (2000).

2. U. Gather, U. Kamps, N. Schweitzer, Characterizations of distributions via identically distributed functions of order statistics. — In: Handbook of statistics-16 (Eds. N. Balakrishnan, C. R.Rao), Elsevier, Amsterdam (1998), pp. 257–290.

3. E. O. George, C. C. Rousseau, On the logistic midrange. — Ann. Inst. Statist.

Math. 39 (1987), 627–635.

4. M. C. Jones, Student’s simplest distribution. — The Statistician 51, Part 1 (2002), 41–49.

5. U. Kamps, A general recurrence relation for moments of order statistics in a class of probability distributions and characterizations. — Metrika 38 (1991), 215–225.

OB ODNOM SVO`STVE RASPREDELENI˚ ST^ıDENTA 157

6. H. N. Nagaraja, V. B. Nevzorov, On characterizations based on record values and order statistics. — J. Stat. Plann. and Infer. 63 (1997), 271–284.

7. C. R. Rao, D. N. Shanbhag,, Recent approaches to characterizations based on order statistics and record values. — In: Handbook of statistics-16 (Eds.: N. Balakrishnan, C. R. Rao), Elsevier, Amsterdam (1998), pp. 231–256.

8. “Student” (W. Gosset), The probable error of a mean. — Biometrika 6 (1908), 1–25.

Nevzorov V. B. One property of Student’s distribution on two degrees of freedom.

Characterizations of Student’s t_2-distribution and some related distributions based on regressional properties of order statistics are obtained.

Postupilo 21 oktØbrØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet