Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 291, 2002 g.

A. A. Grib, G. N. Parfœnov

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`?

Matematiqeskie struktury qasto nahodØt estestvennoe primenenie za predelami oblasti ih vozniknoveniØ. Formalizm kvantovoæ mehaniki – ne iskl¸qenie: pervonaqal~no prisposoblennyæ k fizike mikromira, on naqal ispol~zovat~sØ pri modelirovaniØ nekotoryh makroskopiqeskih vzaimodeæstviæ soderßawih fflement neopredelennosti. Tak, v nedavneæ diskussionnoæ rabote D. Deutsch [1], stat~Øh I.Polley [2] i J. Finkel-

stein [3] principy kvantovoæ mehaniki obsußda¸tsØ v kontekste

teorii prinØtiØ rexeniæ. NesmotrØ na spornyæ harakter i ne- Øsnost~ nekotoryh kl¸qevyh momentov, mnogoqislennye publikacii tol~ko lix~ poslednego goda svidetel~stvu¸t o naqale “kvantovogo xturma” teorii igr – prokvantovannym okazalsØ daße “Angliæskiæ Aukcion” [4].

HotØ soderßanie mnogih rabot qasto vyryvaetsØ za ramki teoretiqeskoæ fiziki, v podavlØ¸wem bol~xinstve publikaciæ kvantovost~ obuslovlena ispol~zovaniem mikroqastic ili osnovannyh na nih kvantovyh komp~¸terov. Vmeste s tem, krug Øvleniæ, dopuska¸wih estestvennoe ob¨Øsnenie na osnove principov kvantovoæ mehaniki znaqitel~no xire. V predvarØ¸weæ “ffpohu kvantizacii igr i rexeniæ” knige A. A. Griba [5], a takße v knige A. A. Griba i Jr. W. A. Rodrigues [6] prodemonstrirovano kvantovomehaniqeskoe opisanie makroskopiqeskih sistem, povedenie kotoryh osnovano na naruxenii svoæstva distributivnosti sluqaænyh sobytiæ. Kak izvestno, v fizike mikromira nedistributivnost~ nosit ob¨ektivnyæ harakter i ne moßet byt~ ustranena v principe. OkazyvaetsØ, qto dlØ makrosistem soqetanie nedistributivnosti i sluqaænosti vyraßaet nekotoryæ specifiqeskiæ variant “neznaniØ” nabl¸datelØ, vyhodØwiæ za ramki standartnoæ veroØtnostnoæ interpretacii. V nastoØweæ rabote dan primer primeneniØ kvantovomehaniqeskogo forma-

Odin iz avtorov (A. A. G.) blagodarit fond ministerstva obrazovaniØ RF za finansovu¸ podderßku (grant E0-00-14). 131

132 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV lizma k analizu konfliktnogo vzaimodeæstviØ, postroennogo na obobwenii primerov makroskopiqeskih avtomatov, simuliru¸- wih povedenie nekotoryh kvantovyh sistem, rassmotrennyh ranee A. A. Gribom i R. R. Zapatrinym [7, 8].

SpecifiqeskaØ osobennost~ voznika¸weæ na fftoæ osnove antagonistiqeskoæ igry sostoit v tom, qto deæstviØ protivoborstvu¸wih stron idut vrazrez s tradicionnoæ logikoæ – diz¨- ¸nkciØ i kon¨¸nkciØ ne podqineny distributivnomu zakonu. �to privodit k kruxeni¸ klassiqeskoæ interpretacii smexannoæ strategii: summa veroØtnosteæ al~ternativnyh ishodov okazyvaetsØ bol~xeæ edinicy. Kvantovyæ harakter igry proØvlØetsØ v tom, qto logika vzaimodeæstviØ igrokov opisyvaetsØ posredstvom toæ ße samoæ nedistributivnoæ ortorexetki, qto i kvantovaØ sistema so spinom^1_2 . Uqet fftogo obstoØtel~stva privodit k novomu predstavleni¸ o smexannoæ strategii, v roli kotoroæ vystupaet “volnovaØ funkciØ” – normirovannyæ vektor gil~bertova prostranstva. VyqisleniØ sootvetstvu¸wih vero- Øtnosteæ i srednego vyigryxa provodØtsØ pri fftom v sootvetstvii so standartnymi pravilami kvantovoæ mehaniki. V otliqie ot primerov kvantovyh igr [9–11], tak ili inaqe apelliru- ¸wih k svoæstvam mikromira, v dannoæ rabote rassmatrivaetsØ sugubo makroskopiqeskaØ igra, kvantovaØ priroda kotoroæ nikak ne svØzana s mikroqasticami. Ona opisyvaet prosteæxu¸ iz mnogoqislennyh situaciæ neopredelennosti, ime¸wih mesto v ffkonomike, biologii, social~nom povedenii, adekvatnym sredstvom analiza kotoryh mogut Øvit~sØ idei i metody, ispol~zuemye v kvantovoæ mehanike.

1. Gde ty byl, Bob?

Igra “HitraØ Alisa” ØvlØetsØ “kvantovoæ” modifikacieæ horoxo izvestnoæ igry, kaßdyæ iz uqastnikov kotoroæ nazyvaet kakoæ-libo iz predvaritel~no ogovorennyh predmetov i pri nesovpadenii rezul~tatov odin iz nih vyigryvaet u drugogo nekotoru¸ zaranee obuslovlennu¸ summu. Uqastniki igry – Alisa i Bob ime¸t kvadratnu¸ korobku i xarik. Bob razmewaet xarik v kakom-libo iz uglov korobki, no, gde imenno, partnerxe ne soobwaet. Alisa dolßna ffto ugadat~. Ona vydvigaet sootvetstvu¸wie gipotezy i predlagaet ih partneru v forme voprosov, na kotorye tot otveqaet “da” ili “net”. SqitaetsØ, qto Bob –

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 133 paren~ qestnyæ i vsegda govorit pravdu. Otricatel~nyæ otvet vyzyvaet u Alisy negodovanie. Ob¨ØsnØØ priqinu neudaqi “nepravil~nymi” deæstviØmi Boba, ßenwina trebuet, qtoby tot vyplatil eæ sootvetstvu¸wu¸ kompensaci¸. Esli ße gipoteza podtverßdaetsØ, Alisa, gordaØ svoeæ pronicatel~nost~¸, pretenziæ ne vyskazyvaet.

Ris. 1. Xarik Boba ustremlØetsØ v zadumannoe Alisoæ mesto

V otliqie ot izvestnyh igr podobnogo tipa [12, 13], pravila “Hitroæ Alisy” soderßat odnu dopolnitel~nu¸ osobennost~: posle poluqeniØ voprosa Bobu predostavlena vozmoßnost~ peremeweniØ xarika v l¸bu¸ iz smeßnyh verxin kvadrata. �to dopolnitel~noe uslovie rexitel~no menØet povedenie Boba, pobußdaØ ego proØvlØt~ aktivnost~ pod vozdeæstviem sußdeniæ Alisy. Poskol~ku otricatel~nye otvety dlØ nego nevygodny, on, kogda ffto vozmoßno, pribegaet k peremeweni¸ xarika v sootvetstvu¸wu¸ smeßnu¸ verxinu. Tak, raspolagaØs~ v verxi-

nah 2 ili 4 i poluqiv ot Alisy vopros “Ty v verxine 1?”,

Bob bystro peregonØet xarik v nazvannu¸ verxinu i soverxenno qestno otveqaet “da”. Vmeste s tem, esli iznaqal~no xarik Boba nahodilsØ v verxine 3, emu ne izbeßat~ otricatel~nogo otveta, v kaku¸ by iz sosednih verxin on ne peremewal svoæ xarik, i on proigryvaet. Obratim vnimanie, qto v fftom sluqae Alisa poluqaet ne tol~ko vyigryx, no ewe i toqnu¸ informaci¸^1 ob ishodnom mestopoloßenii xarika – ved~ qestnyæ otri-

1TrebuØ kompensacii, Alisa hitrit – v deæstvitel~nosti, ee interesuet ne podtverßdenie sobstvennoæ pronicatel~nosti, a iznaqal~noe poloßenie xarika Boba. Poowrenie pravil~nyh otvetov takoæ vozmoßnosti ne daet.

134 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV catel~nyæ otvet prostoduxnogo Boba totqas ße obnarußivaet ego iznaqal~nu¸ pozici¸.

2. Ravnovesie – ffto kogda vse dovol~ny

Vzaimodeæstvie igrokov opisyvaetsØ 4 × 4-matriceæ (h_{jk}) vyigryxeæ Alisy v kaßdoæ iz 16 vozmoßnyh igrovyh situaciæ:

Tablica 1. PlateßnaØ matrica Alisy

A\B 1 2 3 4 1? 0 0 a 0 2? 0 0 0 b 3? c 0 0 0 4? 0 d 0 0

gde a, b, c, d > 0 – znaqeniØ ee vyigryxeæ otveqa¸wie tem situaciØm, kogda Bob ne v sostoØnii otvetit~ na vopros partnerxi utverditel~no. Osnovnoæ zadaqeæ teorii matriqnyh igr [13, 14] ØvlØetsØ nahoßdenie tak nazyvaemyh toqek ravnovesiØ – igrovyh situaciæ (j_0, k_0) udovletvorØ¸wih sisteme neravenstv fon Neæmana–Nffxa: h_{j,k0} ≤ h_{j0,k0} ≤ h_{j0,k}. Ravnovesie vygodno dlØ kaßdogo iz igrokov – vyhod iz nego v odnostoronnem porØdke, moßet razve lix~ umen~xit~ ego vyigryx. NeposredstvennaØ proverka pokazyvaet, qto v dannom sluqae ravnovesie nevozmoßno i, takim obrazom, ni Alisa, ni Bob ne raspolaga¸t strategiØmi, kotoryh bylo by razumno priderßivat~sØ v otdel~nom ture igry.

Odnim iz osnovnyh dostißeniæ teorii igr ØvlØetsØ pereorientaciØ racionalizma s odnokratnogo vybora na vybor “liniæ povedeniØ” pri mnogokratnom povtorenii igry, v kaqestve kotoryh vystupa¸t tak nazyvaemye “smexannye” strategii – raspredeleniØ veroØtnosteæ primeneniØ obyqnyh, “qistyh” strategiæ. V kaqestve kriteriØ optimal~nosti vystupaet summarnyæ vyigryx ili, bolee toqno, sredniæ vyigryx v rasqete na odin tur. PonØtie ravnovesiØ bukval~no perenositsØ s qistyh strategiæ na smexannye:

H(x, y^0) ≤ H(x^0, y^0) ≤ H(x^0, y), (1)

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 135 gde x^0 = (x^0_j )_{1≤j≤4}, y^0 = (y^0_k)_{1≤j≤4} – optimal~nye smexannye strategii, a H(x, y) – plateßnaØ funkciØ Alisy – sredniæ vyigryx v rezul~tate primenenii e¸ smexannoæ strategii x, a Bobom smexannoæ strategii y. V sluqae, kogda deæstviØ igrokov nezavisimy, naprimer, pri otsutstvii meßdu nimi obmena informacieæ, sredniæ vyigryx Alisy daetsØ vyraßeniem H(x, y) = 4∑ j,k=1 h_{jk}x_jy_k, (2) a suwestvovanie ravnovesiæ v smexannyh strategiØh garantiruetsØ teoremoæ fon Neæmana – osnovnoæ teoremoæ teorii matriqnyh igr. Ih nahoßdenie svoditsØ k rexeni¸ pary dvoæstvennyh zadaq lineænogo programmirovaniØ.

Primenimo li vse ffto k rassmatrivaemoæ igre? Pravil~no li, naædennye takim obrazom, optimal~nye strategii otraßa¸t povedenie igrokov? S odnoæ storony, kaßdyæ iz nih delaet svoæ vybor v nezavisimosti ot partnera, s drugoæ, – ih deæstviØ ne vpolne nezavisimy: ved~ Bob reagiruet na voprosy Alisy.

3. KlassiqeskaØ “GlupaØ Alisa”

V klassiqeskoæ teorii matriqnyh igr igroki informacieæ ne obmeniva¸tsØ, a optimal~nye strategii polnost~¸ opredelØ¸tsØ ih interesami. �tot nedostatok fon neæmanovskoæ teorii igr, s odnoæ storony, privel k formirovani¸ inyh koncepciæ ravnovesiØ, naprimer, po fon Xtakel~bergu [15], a, s drugoæ, k izuqeni¸ vliØniØ psihologiqeskogo otnoxeniØ na ishody igr [16]. Naxe vnimanie budet sosredotoqeno na logiqeskom aspekte konfliktnogo vzaimodeæstviØ igrokov. Qtoby ponØt~, kaku¸ rol~ zdes~ moßet igrat~ logika, rassmotrim neskol~ko inu¸, s toqki zreniØ povedeniØ uqastnikov, igru “GlupaØ Alisa”, ime¸wu¸ odnako tu ße samu¸ plateßnu¸ matricu, qto i igra s xarikom.

Alisa i Bob rexili vstretit~sØ na uglu qetyrehugol~nogo doma, no na kakom imenno, ne dogovorilis~. Kak voditsØ, Bob prihodit na svidanie pervym. Esli Alisa prihodit k tomu iz uglov, otkuda eæ udaetsØ videt~ Boba, ona dovol~na, v protivnom sluqae, polagaØ, qto tot “opØt~ ne prixel”, uhodit obißennoæ i na sledu¸wiæ den~ Bob vynußden zavoevyvat~ ee blagosklon-

136 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV nost~ s pomow~¸ sootvetstvu¸wego podarka. V otliqie ot predyduweæ igry, kaßdyæ uqastnik fftoæ igry zanimaet passivnu¸ pozici¸. Deæstvitel~no, esli Bob ne vidit Alisy, u nego net osnovaniæ perebegat~ ot odnogo ugla doma k drugomu, poskol~ku ego podruga moßet byt~ ewe prosto ne prixla.

Ris. 2. Alisa ne vidit Boba i oqen~ fftim rasstroena

DlØ udobstva zakodiruem strategii Alisy i Boba vektorami

α = (α_1, α_2, α_3, α_4), β = (β_1, β_2, β_3, β_4), sostoØwimi iz nuleæ i edi-

nic tak, qto komponenta, ravnaØ edinice otveqaet primenØemoæ qistoæ strategii. Poskol~ku 4∑ j=1 α_j = 4∑ j=1 β_j = 1, α_j · α_k = β_j · β_k = 0, j ≠ k,

vyigryx Alisy v odnom ture l¸boæ iz rassmatrivaemyh igr sostavit veliqinu H(α, β) = 4∑ j,k=1 h_{jk}α_jβ_k. (3) Takim obrazom, v otdel~nom ture igry “hitraØ” Alisa niqem ne otliqaetsØ ot “glupoæ”. Kak budet vidno dalee, razliqiØ proØvlØ¸tsØ v ih povedenii, pri mnogokratnom povtorenii igr i vyraßa¸tsØ v raznom sposobe podsqeta srednego vyigryxa.

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 137 Rassmotrim klassiqeskiæ variant vzaimodeæstviØ. Poskol~ku strategii “glupoæ” Alisy i strategii Boba ne korreliru¸t E(α_j · β_k) = Eα_j · Eβ_k, usrednenie vyigryxa H(α, β) privodit k klassiqeskomu vyraßeni¸ (2) EH(α, β) = 4∑ j,k=1 h_{jk}Eα_j · Eβ_k = 4∑ j,k=1 h_{jk}x_jy_k = H(x, y), gde x_j, y_k – qastoty primeneniØ sootvetstvu¸wih qistyh strategiæ. Takim obrazom, plateßnaØ funkciØ “glupoæ” Alisy imeet vid:

H(x, y) = ax_1y_3 + bx_2y_4 + cx_3y_1 + dx_4y_2. (4)

Nesloßnye vyqisleniØ pokazyva¸t, qto “GlupaØ Alisa” imeet edinstvennu¸ toqku ravnovesiØ: x = (μa^{−1}, μb^{−1}, μc^{−1}, μd^{−1}), y = (μc^{−1}, μd^{−1}, μa^{−1}, μb^{−1}), gde μ = (a^{−1} + b^{−1} + c^{−1} + d^{−1})^{−1} – cena igry, t.e. sredniæ vyigryx Alisy v situacii ravnovesiØ. Takim obrazom, optimal~nye qastoty poseweniØ Bobom uglov doma obratno proporcional~ny xtrafam, kotoromu moßet podvergnut~ ego obißennaØ podruga. Optimal~naØ strategiØ Alisy ØvlØetsØ bolee izowrennoæ: sderßivaØ alqnost~, ona staraetsØ “podlavlivat~” Boba v teh mestah, kotorye sposobny podvergnut~ ego men~xemu xtrafu.

Napixem vyraßenie funkcii vyigryxa “glupoæ” Alisy v forme, udobnoæ dlØ posledu¸wih sravneniæ poluqaemyh e¸ rezul~tatov s rezul~tatami ee “hitroæ” podrugi. S fftoæ cel~¸ rassmotrim sluqaænye sobytiØ A_{13}, A_{24} ⊂ S_A, i B_{13}, B_{24} ⊂ S_B , gde S_A, S_B – mnoßestva qistyh strategiæ Alisy i, sootvetstvenno, Boba. Kaßdoe iz ukazannyh sobytiæ sootvetstvuet vyboru pary protivopoloßnyh uglov doma. Poskol~ku sobytiØ A_{jk} ∩B_{lm} obrazu¸t razbienie prostranstva S_A × S_B , funkci¸ vyigryxa Alisy moßno zapisat~ kak smes~ uslovnyh matematiqeskih oßidaniæ: H(x, y) = ∑ jk,lm E_{Ajk∩Blm} H · P (A_{jk} ∩ B_{lm} ).

138 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV V sluqae naxeæ plateßnoæ matricy ffto vyraßenie prinimaet vid:

E_{A13∩B13} H · P (A_{13} ∩ B_{13}) + E_{A24∩B24} H · P (A_{24} ∩ B_{24}), (5)

gde p^l_{jk}, q^l_{jk} – uslovnye veroØtnosti vybora ugla l, iz zadannoæ pary vzaimno protivopoloßnyh uglov {j, k}. Pri fftom:

P (A_{jk} ∩ B_{jk}) = (x_j + x_k)(y_j + y_k),

p^l_{jk} = x_l/(x_j + x_k), q^l_{jk} = y_l/(y_j + y_k) (6) Esli oba igroka vybira¸t diagonal~ {1, 3}, sredniæ uslovnyæ vyigryx Alisy

E_{A13∩B13} H = ap^1_3q^3_{13} + cp^3_{13}q^1_3,

a v sluqae odnovremennogo vybora diagonali {2, 4} on sostavlØet veliqinu

E_{A24∩B24} H = bp^2_4q^4_{24} + dp^4_{24}q^2_4.

Pri vybore raznyh diagonaleæ, uslovnyæ vyigryx raven nul¸, poskol~ku v fftom sluqae Alisa vsegda imeet vozmoßnost~ videt~ Boba i emu ne prihoditsØ tratit~sØ na podarki.

4. Raznye logiki – raznoe povedenie

V otliqie ot igry “GlupaØ Alisa”, “HitroumnaØ Alisa” predstavlØet soboæ model~ procedury izmereniØ, v nekotoroæ stepeni napomina¸weæ process kvantovogo izmereniØ: ßelaØ znat~ iznaqal~noe poloßenie xarika, Alisa svoimi voprosami aktiviziruet Boba, “prigotovlØØ” ego v opredelennom “sosto- Ønii”. Alisa zadaet voprosy, odnako logika ee predpoloßeniæ neskol~ko neobyqna. OstanovimsØ na fftom podrobnee.

Budem ishodit~ iz togo, qto hitru¸ Alisu vyigryx interesuet lix~ v toæ mere, v kakoæ ego poluqenie sposobstvuet vyØsneni¸ ishodnoæ pozicii Boba. S fftoæ toqki zreniØ neudivitel~no, qto pri toßestvennosti plateßnyh matric “hitroæ” i “glupoæ” Alis, sootvetstvu¸wie igrovye vzaimodeæstviØ otliqa¸tsØ drug ot druga. GlupaØ Alisa vsegda znaet, kaku¸ iz strategiæ primenil ee partner. HitraØ ße Alisa sposobna dostoverno opredelit~ vybrannu¸ ee partnerom strategi¸ ne vo vseh sluqaØh, a lix~ togda, kogda ee gipoteza okazyvaetsØ nevernoæ. DlØ fftogo eæ tak ße, kak i “glupoæ” prihoditsØ rassußdat~ ot protivnogo, no rukovodstvovat~sØ, pri fftom, inoæ –

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 139

kvantovoæ logikoæ, v osnove kotoroæ leßit ne buleva algebra, a nedistributivnaØ ortorexetka [17, 18]. Esli oboznaqit~ α_k,

(k = 1, 2, 3, 4) predpoloßeniØ Alisy o tom, qto xarik Boba nahoditsØ v verxine pod nomerom k, to ih otricaniØ stroØtsØ po sledu¸weæ sheme:

¬α_1 = α_3, ¬α_3 = α_1, ¬α_2 = α_4, ¬α_4 = α_2.

Deæstvitel~no, vsØkiæ raz, kogda hitroumnaØ Alisa uznaet, qto xarik Boba ne nahoditsØ v dannoæ verxine kvadrata, ona ponimaet, qto tot raspolagalsØ v ego protivopoloßnoæ verxine. Verno i obratnoe. Naprimer, esli na vopros α_1 poluqen poloßitel~nyæ otvet, Alisa tverdo znaet, qto xarik partnera ne mog nahodit~sØ v tret~eæ verxine. Pomimo standartnyh logiqeskih toßdestv

(¬α_j) ∧ α_j = 0, (¬α_j) ∨ α_j = 1

predpoloßeniØ Alisy udovletvorØ¸t dopolnitel~noæ sisteme sootnoxeniæ, ne ime¸wih mesta v klassiqeskoæ bulevskoæ logike. OtvetnaØ reakciØ Boba privodit k tomu, qto na odin iz dvuh l¸byh voprosov Alisa vsegda poluqit poloßitel~nyæ otvet:

α_j ∨ α_k = 1, α_j ∧ α_k = 0.

Vmeste s tem, hotØ l¸baØ para razliqnyh sußdeniæ sostavlØet al~ternativu, ne vse iz nih ØvlØ¸tsØ “vzaimno protivopoloßnymi” – ortodopolnitel~nymi.

Ris. 3. Rexetka voprosov Alisy i otvetov Boba

140 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV Takovymi ØvlØ¸tsØ lix~ pary sußdeniæ, ime¸wih odinakovu¸ “qetnost~”: {α_1; α_3} i {α_2; α_4}. Vaßnym momentom, otliqa¸wim logiku hitroæ Alisy ot klassiqeskoæ, ØvlØetsØ naruxenie distributivnosti – dlØ l¸boæ troæki poparno razliqnyh j, k, l:

(α_j ∨ α_k) ∧ α_l ≠ (α_j ∧ α_l) ∨ (α_k ∧ α_l).

Deæstvitel~no, levaØ qast~ fftogo neravenstva ravna α_l, v to vremØ kak pravaØ est~ nul~. NesmotrØ na ukazannye otliqiØ, vypolnØetsØ zakon dvoænogo otricaniØ i zakony dvoæstvennosti De Morgana:

¬(α_j ∧ α_k) = (¬α_j) ∨ (¬α_k), ¬(α_j ∨ α_k) = (¬α_j) ∧ (¬α_k).

Soverxenno analogiqno ustroena i logika Boba. Poloßenie xarika, opisyvaetsØ sistemoæ predikatov β_k, prinima¸wih znaqenie 1 dlØ teh verxin, v kotoryh on okazyvaetsØ pod vozdeæstviem voprosov Alisy. Na risunke 3 izobraßena diagramma Hasse, otveqa¸waØ nedistributivnoæ logike naxih igrokov. V terminah vvedennyh veliqin α_j, β_k vyraßenie plateßnoæ funkcii hitroæ Alisy moßno zapisat~ sledu¸wim obrazom:

aα_1β_3 + bα_2β_4 + cα_3β_1 + dα_4β_2.

Deæstvitel~no, esli Alisa sqitaet, qto xarik v pervoæ verxine, blagodarØ poparnoæ diz¨¸nktnosti veliqin α_j, vse slagaemye, krome pervogo ravny nul¸. Po analogiqnoæ priqine, osta- ¸weesØ pervoe slagaemoe ravno a lix~ togda, kogda xarik Boba nahoditsØ v treteæ verxine. To ße samoe otnositsØ i k ostal~- nym slagaemym. NesmotrØ na to, qto smysl simvolov, vhodØwih v vyraßenie plateßnoæ funkcii hitroæ Alisy soverxenno inoæ, obnarußivaetsØ shodstvo s napisannoæ ranee plateßnoæ funkcieæ glupoæ Alisy (3). �to shodstvo ne tol~ko formal~noe – vspomnim, qto s toqki zreniØ plateßeæ, v kaßdom otdel~nom ture igry identiqny. Odnako, esli perehodit~ k rassmotreni¸ mnogorazovyh variantov igry ffto uße ne tak. DlØ hitroumnoæ Alisy voznikaet problema vyqisleniØ srednego vyigryxa. Poskol~ku ortodopolnitel~nye voprosy i otvety svØzany sootnoxeniØmi

α_1 + α_3 = 1, α_2 + α_4 = 1, β_1 + β_3 = 1, β_2 + β_4 = 1,

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 141 sootvetstvu¸wie srednie znaqeniØ p_j = Eα_j, q_k = Eβ_k moßno traktovat~ kak veroØtnosti, odnako sootnoxeniØ

p_1 + p_3 = 1, p_2 + p_4 = 1, q_1 + q_3 = 1, q_2 + q_4 = 1,

protivoreqat osnovnomu svoæstvu veroØtnosteæ al~ternativnyh ishodov

p_1 + p_2 + p_3 + p_4 = 2, q_1 + q_2 + q_3 + q_4 = 2,

qto delaet nevozmoßnoæ standartnu¸ interpretaci¸ smexannoæ strategii. Vyhod iz sloßivxegosØ poloßeniØ podskazyvaetsØ ideØmi kvantovoæ mehaniki.

5. K usredneni¸ qerez kvantovanie

Obratim vnimanie, qto ortorexetka, otveqa¸waØ logike “Hitroumnoæ Alisy” izomorfna ortorexetke invariantnyh podprostranstv kvantovoæ sistemy so spinom^1_2 i nabl¸daemymi tipa S_x i S_θ. Na privedennom niße risunke 4 izobraßeny dve pary vzaimno ortogonal~nyh odnomernyh podprostranstv

{l^1; l^3} i {l^2; l^4} dvumernogo gil~bertova prostranstva. Odna iz

nih diagonaliziruet operator S_x, drugaØ – S_θ. Esli v kaqestve logiqeskih svØzok vzØt~ pereseqenie i lineænu¸ oboloqku, a pod otricaniem ponimat~ ortogonal~noe dopolnenie, poluqaetsØ ortorexetka, izomorfnaØ logike hitroæ Alisy. Izomorfizm ustanavlivaetsØ s pomow~¸ sootvetstviØ α_j → l^j , j = 1, 2, 3, 4.

Ris. 4. Rexetka invariantnyh podprostranstv nabl¸daemyh Sx i S`

142 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV

Poskol~ku v otdel~nom ture igry ni Alisa, ni Bob qetkih strategiæ ne ime¸t, voznikaet vopros ob optimal~nyh “liniØh povedeniØ” – optimal~nyh qastotah primeneniØ qistyh strategiæ v povtorØ¸weæsØ igre. Kak uße vyØsneno, v kontekste nedistributivnoæ logiki fftot vopros nerazrexim, poskol~ku na mnoßestve qistyh strategiæ nevozmoßno zadat~ veroØtnostnu¸ meru, sovmestimu¸ s rexetoqnymi operaciØmi. Vyhod iz fftoæ situacii moßno naæti pribegaØ k kvantovani¸, hotØ k kvantovoæ fizike rassmatrivaemoe konfliktnoe vzaimodeæstvie neposredstvennogo otnoxeniØ ne imeet.

SleduØ tradiciØm kvantovoæ mehaniki, budem harakterizovat~ linii povedeniØ igrokov ne smexannymi strategiØmi, a “volnovymi funkciØmi” – odnomernymi podprostranstvami gil~bertova prostranstva. S fftoæ cel~¸ rassmotrim paru dvumernyh gil~bertovyh prostranstv H_A i H_B – prostranstv strategiqeskogo vybora Alisy i Boba. Vyhod v gil~bertovo prostranstvo otkryvaet put~ k operatornym predstavleniØm nedistributivnoæ logiki naxih igrokov, kogda voprosam Alisy α_j i sootvetstvu¸wim poloßeniØm xarika Boba β_k sopostavlØ¸tsØ samosoprØßennye proektory ^α_j, ^β_k.

Netrudno ponØt~, qto proektoroznaqnoe predstavlenie ortorexetki moßet byt~ realizovano besqislennym mnoßestvom sposobov. Opixem ffti realizacii na primere voprosov Alisy. Postavim v sootvetstvie voprosu α_1 proizvol~noe odnomernoe podprostranstvo v H_A, otveqa¸wiæ emu ortproektor oboznaqim ^α_1, a vopros α_3 predstavim ortogonal~no dopolnitel~nym proektorom ^α_3 = I−^α_1. ˚sno, qto ^α_1·^α_3 = ^α_3·^α_1 = O, ^α_1+^α_3 = I. VybiraØ, dalee, proizvol~noe odnomernoe podprostranstvo, otliqnoe ot sobstvennyh podprostranstv proektora ^α_1, sopostavim voprosu α_2 sootvetstvu¸wiæ ortproektor ^α_2. Voprosu α_4 pripixem pro-

ektor ^α_4 = I − ^α_2, v rezul~tate ^α_2 · ^α_4 = ^α_4 · ^α_2 = O, ^α_2 + ^α_4 = I.

Vybor pereqislennyh proekcionnyh operatorov odnoznaqen s toqnost~¸ do unitarnoæ ffkvivalentnosti. Proektory iz raznyh prØmyh razloßeniæ ne kommutiru¸t i vtoroe poluqaetsØ iz pervogo povorotom na ugol, ne kratnyæ 90^0, t.e. dlØ nekotorogo unitarnogo operatora u, zada¸wego klass unitarno ffkvivalentnyh realizaciæ ortorexetki, imeem: ^α_2 = u^{−1} ^α_1u i ^α_4 = u^{−1} ^α_3u. (7) Analogiqnye postroeniØ dlØ rexetki Boba privodØt k proekto-

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 143 ram ^β_k i klassificiru¸wemu unitarnomu operatoru v, spleta- ¸wemu “qetnye” i “neqetnye” nabl¸daemye:

^β_2 = v^{−1} ^β_1v i ^β_4 = v^{−1} ^β_3v. (8)

Kvantovym analogom klassiqeskogo prostranstva igrovyh situaciæ ØvlØetsØ H_A ⊗ H_B , snabßennoe estestvennoæ gil~bertovoæ stukturoæ.

DlØ vvedeniØ nabl¸daemoæ, otveqa¸weæ vyigryxu Alisy, “prokvantuem” klassiqeskoe vyraßenie (3) ee funkcii vyigry- xa H(α, β) = 4∑ j,k=1 h_{jk}α_jβ_k, podstavlØØ v nego sootvetstvu¸wie proektory. V rezul~tate poluqim samosoprØßennyæ operator ^H = 4∑ j,k=1 h_{jk} ^α_j ⊗ ^β_k – nabl¸daemu¸ vyigryxa Alisy. Esli Alisa i Bob vybrali svoi linii povedeniØ – normirovannye vektory φ ∈ H_A i

ψ ∈ H_B , to v igre skladyvaetsØ situaciØ s = φ ⊗ ψ, opisyva-

emaØ normirovannym vektorom iz H_A ⊗ H_B. Vyqislim sredniæ vyigryx Alisy v fftoæ situacii po standartnym pravilam kvantovoæ mehaniki: ⟨ ^Hs, s⟩ = 4∑ j,k=1 h_{jk}⟨(^α_j ⊗ ^β_k) φ ⊗ ψ, φ ⊗ ψ⟩. Posle nesloßnyh preobrazovaniæ ffto privodit k sledu¸wemu vyraßeni¸: E ^H(φ, ψ) = 4∑ j,k=1 h_{jk}⟨^α_jφ, φ⟩ · ⟨ ^β_kψ, ψ⟩. PodstavlØØ v poluqennu¸ formulu fflementy konkretnoæ plateßnoæ matricy i oboznaqaØ p_j = ⟨^α_j φ, φ⟩, q_k = ⟨ ^β_kψ, ψ⟩, poluqaem okonqatel~no:

E ^H(φ, ψ) = ap_1q_3 + cp_3q_1 + bp_2q_4 + dp_4q_2. (9)

144 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV

6. Amplitudy veroØtnosteæ vmesto veroØtnosteæ

Pri vsem vnexnem shodstve klassiqeskaØ (4) i kvantovaØ (9) funkcii vyigryxa suwestvenno razliqny. Otliqie – v statuse peremennyh sostoØniØ. Esli x_j i y_k predstavlØ¸t soboæ komponenty smexannyh strategiæ, to qisla p_j i q_k na fftu rol~ pretendovat~ ne mogut, ibo p_1 + p_3 = ⟨(^α_1 + ^α_3) φ, φ⟩ = 1 vmeste s analogiqnym toßdestvom p_2 + p_4 = 1 privodØt k p_1 + p_2 + p_3 + p_4 = 2. DlØ vyØsneniØ veroØtnostnogo smysla veliqin p_j i q_k predpoloßim, qto strategiØ Alisy opisyvaetsØ normirovannym vektorom φ ∈ H_A, a ξ^+_1 , ξ^−_1 ∈ H_A – normirovannye sobstvennye vektory operatora ^α_1, otveqa¸wie sobstvennym znaqeniØm 1 (“da”) i 0 (“net”). RaskladyvaØ strategi¸ Alisy po fftomu bazisu

φ = c_+ξ^+_1 + c_−ξ^−_1 , nahodim, qto ona obnarußivaet xarik Boba

v pervoæ verxine kvadrata s veroØtnost~¸

p_1 = ⟨^α_1(c_+ξ^+_1 + c_−ξ^−_1 ), c_+ξ^+_1 + c_−ξ^−_1 ⟩ = ⟨c_+a^+_1 , c_+ξ^+_1 + c_−ξ^−_1 ⟩ = |c_+|^2,

a v protivopoloßnoæ – s veroØtnost~¸ p_3 = |c_−|^2. Takim obrazom, kak i v kvantovoæ mehanike, qisla p_j i q_k est~ kvadraty moduleæ amplitud veroØtnosteæ.

Interesno sopostavit~ vyraßenie (9) dlØ kvantovannogo srednego

E ^H(φ, ψ) = (ap_1q_3 + cp_3q_1) + (bp_2q_4 + dp_4q_2)

s formuloæ (5), po kotoroæ, na osnove uslovnyh veroØtnosteæ i uslovnyh matematiqeskih oßidaniæ, vyqislØlos~ klassiqeskoe srednee:

EH = (ap^1_3q^3_{13} + cp^3_{13}q^1_3) · P_{13} + (bp^2_4q^4_{24} + dp^4_{24}q^2_4) · P_{24}.

V sluqae, kogda sootvetstvu¸wie kvadraty moduleæ amplitud sovpada¸t s klassiqeskimi uslovnymi veroØtnostØmi

p_1 = p^1_3, p_3 = p^3_{13}, p_2 = p^2_4, p_4 = p^4_{24}

q_1 = q^1_3, q_3 = q^3_{13}, q_2 = q^2_4, q_4 = q^4_{24}

my prihodim k interesnomu vyvodu: “hitroumnaØ” Alisa obespeqivaet sebe vyigryx bol~xiæ, qem tot, kotoryæ sposobna poluqit~ ee “glupaØ” tezka: E ^H(φ, ψ) ¿ EH.

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 145 DlØ oßidaniØ takih sovpadeniæ, vproqem, net nikakih osnovaniæ. Deæstvitel~no, v otliqie ot klassiqeskoæ igry, gde ravnovesie iwetsØ na mnoßestve neotricatel~nyh qisel, podqinennyh lineænym sootnoxeniØm x_1 + x_2 + x_3 + x_4 = 1, y_1 + y_2 + y_3 + y_4 = 1, v kvantovoæ igre pomimo Øvnyh lineænyh sootnoxeniæ p_1 + p_3 = 1,

p_2 + p_4 = 1, q_1 + q_3 = 1, q_2 + q_4 = 1 meßdu kvadratami modu-

leæ amplitud veroØtnosteæ ime¸tsØ ewe i skrytye, nelineænye sootnoxeniØ meßdu samimi amplitudami, inducirovannye formulami spleteniØ (7), (8). Pofftomu kvantovu¸ toqku ravnovesiØ nevozmoßno naæti, otpravlØØs~ lix~ ot vyraßeniØ (9) srednego vyigryxa kak funkcii vos~mi peremennyh {p_j, q_k}, podqinennyh lineænym sootnoxeniØm. Ono opredelØetsØ ne tol~ko kombinacieæ kvadratov moduleæ amplitud veroØtnosteæ, no soqetaniem samih amplitud φ ∈ H_A i ψ ∈ H_B Alisy i Boba.

Obratim vnimanie na odno l¸bopytnoe otliqie kvantovogo varianta igry ot klassiqeskogo. Sredniæ vyigryx hitroæ Alisy okazyvaetsØ ravnym summe uslovnyh srednih, a ne ih smesi, kak ffto imeet mesto v klassiqeskom sluqae.

7. Povedenie igroka kak realizaciØ logiki

Pomimo amplitud, harakterizu¸wih linii povedeniØ igrokov v model~ vhodØt ewe dve strukturnye harakteristiki – unitarnye povoroty u i v, fiksiru¸wie operatornoe predstavlenie ortorexetok Alisy i Boba s toqnost~¸ do unitarnoæ ffkvivalentnosti. Kaßdyæ iz nih moßet byt~ oharakterizovan uglom meßdu sootvetstvu¸wimi sobstvennymi podprostranstvami. Oboznaqim θ_A ugol meßdu obrazami operatorov ^α_1 i ^α_2, i θ_B – analogiqnyæ ugol, harakterizu¸wiæ operatornu¸ realizaci¸ logiki Boba. V otliqie amplitud, ØvlØ¸wihsØ peremennymi modeli, nazvannye ugly ØvlØ¸tsØ ee parametrami. Oni fiksiru¸t tip igrokov, ih otnoxenie k vyboru toæ ili inoæ diagonali kvadrata. Takim obrazom, v kvantovoæ modeli figuriru¸t ne tol~ko, predstavlennye v vide plateßnoæ matricy, interesy igrokov, no i nekotorye ih personal~nye harakteristiki, ot kotoryh, v koneqnom sqete, zavisit uroven~ realizacii interesov.

Na osnove uglov θ_A, θ_B opredelØ¸tsØ kommutacionnye sootnoxeniØ meßdu sootvetstvu¸wimi proekcionnymi operatorami. OstanovimsØ na fftom podrobnee i rassmotrim, naprimer, ope-

146 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV ratory ^α_1 i ^α_2. FiksiruØ v prostranstve sostoØniæ Alisy H_A normirovannyæ sobstvennyæ bazis ^α_1, napixem matricy fftoæ pary operatorov:

^α_1 = ( 1 0 0 0 ) , ^α_2 = ( cos^2 θ_A sin θ_A cos θ_A sin θ_A cos θ_A sin^2 θ_A ) , gde θ_A – ugol, na kotoryæ sobstvennyæ bazis operatora ^α_2 povernut otnositel~no sobstvennogo bazisa voprosnogo operatora ^α_1. Vyqislenie kommutatora fftih matric privodit k sootnoxeni¸, parametrom kotorogo kak raz i ØvlØetsØ ugol θ_A:

i[^α_1, ^α_2] = 1 2 sin 2θ_A ( 0 i −i 0 ) . Analogiqnye sootnoxeniØ vypolnØ¸tsØ i dlØ proekcionnyh operatorov Boba.

8. V poiskah kvantovogo ravnovesiØ

Opredelenie ravnovesiØ v smysle fon Neæmana–Nffxa v kvantovom sluqae ne preterpevaet po otnoxeni¸ k klassiqeskomu sluqa¸ (1) nikakih izmeneniæ: E ^H(φ, ψ^0) 6 E ^H(φ^0, ψ^0) 6 E ^H(φ^0, ψ). Zafiksiruem v prostranstve strategiæ Alisy H_A normirovannye sobstvennye bazisy {ξ^+_1 , ξ^−_1 } i {ξ^+_2 , ξ^−_2 }, otveqa¸wie proektoram ^α_1, ^α_2 i analogiqnye bazisy {η^+_1 , η^−_1 } i {η^+_2 , η^−_2 } v prostranstve Boba H_B . Ugly meßdu starximi sobstvennymi vektorami oboznaqim θ_A i, sootvetstvenno, θ_B . Togda kvadraty moduleæ amplitud p_j , q_k moßno zapisat~ sledu¸wim obrazom

p_1 = cos^2 α, p_3 = sin^2 α, p_2 = cos^2(α − θ_A), p_4 = sin^2(α − θ_A),

q_1 = cos^2 β, q_3 = sin^2 β, q_2 = cos^2(β − θ_B ), q_4 = sin^2(β − θ_B ),

gde α i β – ugly, sostavlØemye vektorami φ, ψ s sootvetstvu¸- wimi osØmi. V kaqestve diapazona znaqeniæ fftih uglov dostatoqno vzØt~ promeßutok [0^0; 180^0]. KvantovaØ funkciØ vyigryxa v fftom predstavlenii imeet vid

F (α, β) = a cos^2 α sin^2 β + c sin^2 α cos^2 β+

+b cos^2(α − θ_A) sin^2(β − θ_B ) + d sin^2(α − θ_A) cos^2(β − θ_B )

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 147 i problema poiska toqek ravnovesiØ kvantovoæ igry svoditsØ k rexeni¸ zadaqi na minimaks funkcii dvuh uglovyh peremennyh na kvadrate [0^0; 180^0] × [0^0; 180^0].

Rexenie takih zadaq ØvlØetsØ trudnoæ, ploho izuqennoæ problemoæ. Izvestno [19], qto dlØ suwestvovaniØ sedlovyh toqek odnih tol~ko trebovaniæ nepreryvnosti ili gladkosti funkcii vyigryxa nedostatoqno. Ime¸wiesØ v nastoØwee vremØ teoremy suwestvovaniØ apelliru¸t k svoæstvam vypuklosti ili vognutosti fftoæ funkcii. Odnako v naxem sluqae ffti usloviØ naruxeny. Konkretnye primery pokazyva¸t, qto pri nekotoryh znaqeniØh fflementov a, b, c, d plateßnoæ matricy (tabl. 1) funkciØ F (α, β) sedlovyh toqek ne imeet. Ne luqxe obstoit delo i s metodami poiska sedlovyh toqek. Poskol~ku zadaqa ne dopuskaet prostogo analitiqeskogo rexeniØ, issledovanie prihodit~- sØ provodit~ s pomow~¸ qislennyh metodov. V osnovu rasqetov poloßen algoritm, osnovannyæ na postroenii tak nazyvaemyh “krivyh reakcii” ili “krivyh nailuqxih otvetov” uqastnikov igry.

Opredelenie krivyh reakcii osnovano na sledu¸wem rassußdenii. Esli by Alisa znala, kakoe rexenie primet Bob, ona mogla by sdelat~ optimal~nyæ vybor. No sut~ igrovoæ situacii v tom i sostoit, qto ona fftogo ne znaet. Ona dolßna predusmotret~ ego razliqnye strategii i na kaßdyæ vozmoßnyæ hod partnera naæti optimal~nyæ otvetnyæ hod. Ee rassußdeniØ napomina¸t razmyxleniØ igroka, vyraßaemye formuloæ: “esli oni – tak, to my – ffdak”. Toqno tak ße rassußdaet i Bob. Takim obrazom, v rassmotrenie vvodØtsØ dve funkcii: x = R_A(y) i

y = R_B (x), grafiki kotoryh nazyva¸tsØ krivymi reakcii Ali-

sy i, sootvetstvenno, Boba. Soglasno opredeleni¸, ffti funkcii udovletvorØ¸t sootnoxeniØm:

max_λ F (λ, y) = F (R_A(y), y), min_μ F (x, μ) = F (x, R_B (x)).

Netrudno dogadat~sØ, qto pereseqeniØ krivyh reakcii da¸t toqki kvantovogo ravnovesiØ v smysle fon Neæmana–Nffxa. Qislennye ffksperimenty pokazyva¸t, qto v zavisimosti ot znaqeniæ parametrov a, b, c, d plateßnoæ matricy i uglov, harakterizu¸wih tip igroka nabl¸da¸tsØ kaqestvenno razliqnye kartiny. PereseqeniØ mogut otsutstvovat~, vozmoßno edinstvennoe pereseqenie i, nakonec, vozmoßen sluqaæ dvuh toqek ravnovesiØ

148 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV s raznymi znaqeniØmi ceny igry, qego ne byvaet v sluqae klassiqeskoæ matriqnoæ igry. 9. Primery 1. Dve toqki ravnovesiØ voznika¸t v sluqae plateßnoæ ma-

tricy s a = 3, b = 3, c = 5, d = 1. Krivye reakcii v fftom sluqae okazyva¸tsØ razryvnymi. DlØ udobstva, razryvy pokazany tonkimi linØmi. Impul~sivnyæ harakter reakcii Alisy ne dal vozmoßnosti sostoØt~sØ ewe odomu ravnovesi¸.

Ris. 5. Dve toqki ravnovesiØ Nffxa

Odno iz ravnovesiæ imeet mesto pri α = 145, 5^0, β = 149, 5^0 i daet sledu¸wie znaqeniØ kvadratov moduleæ amplitud dlØ Alisy: p_1 = 0.679; p_2 = 0.509; p_3 = 0.321; p_4 = 0.491; dlØ Boba: q_1 = 0.258; q_2 = 0.967; q_3 = 0.742; q_4 = 0.033.

Cena kvantovoæ igry, t.e. ravnovesnoe znaqenie vyigryxa Alisy v fftom sluqae ravna E ^H = 2.452. VtoraØ toqka ravnovesiØ otveqaet uglam α = 180^0, β = 123, 5^0 i kvadratam moduleæ ampli- tud dlØ Alisy: p_1 = 1.000; p_2 = 0.967; p_3 = 0.000; p_4 = 0.033 dlØ Boba: q_1 = 0.695; q_2 = 0.646; q_3 = 0.305; q_4 = 0.354.

Znaqenie ceny igry vo vtoroæ toqke ravnovesiØ ravno E ^H =

1.926. DlØ klassiqeskoæ igry s toæ ße samoæ plateßnoæ matri-

ceæ (sm. razdel 3) cena igry okazyvaetsØ neskol~ko men~xeæ

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 149 i sostavlØet^{28}_{15} ≈ 1.867. V otliqie ot kvantovoæ, klassiqeskaØ igra imeet edinstvennu¸ toqku ravnovesiØ, kotoraØ dostigaetsØ pri sledu¸wih veroØtnostØh

dlØ glupoæ Alisy: x_1 = 5 28 ; x_2 = 5 28 ; x_3 = 15 28 ; x_4 = 3 28 ; dlØ ee partnera: y_1 = 3 28 ; y_2 = 15 28 ; y_3 = 5 28 ; y_4 = 5 28 . DlØ sravneniØ kvantovoæ igry s klassiqeskoæ naædeny uslovnye veroØtnosti vybora verxin kvadrata posle vybora diagonali:

dlØ Alisy: p^1_3 = 1 4 ; p^3_{13} = 3 4 ; p^2_4 = 5 8 ; p^4_{24} = 3 8 ; dlØ Boba: q^1_3 = 3 8 ; q^3_{13} = 5 8 ; q^2_4 = 5 6 ; q^4_{24} = 1 6 . i uslovnye srednie vyigryxi dlØ kaßdoæ iz diagonaleæ:

E_{13}H = 1.875; E_{24}H = 1.016.

Cena klassiqeskoæ igry poluqaetsØ umnoßeniem fftih vyraßeniæ na veroØtnosti sootvetstvu¸wih usloviæ, privedennye v razdele (3). Associirovannye s fftimi uslovnymi srednimi slagaemye kvantovogo vyigryxa v sluqae pervoæ toqki ravnovesiØ ravny

ap_1q_3 + cp_3q_1 = 1.927; bp_2q_4 + dp_4q_2 = 0.525.

DlØ vtoroæ toqki ravnovesiØ, sootvetstvenno, imeem:

ap_1q_3 + cp_3q_1 = 0.915; bp_2q_4 + dp_4q_2 = 1.048.

2. Edinstvennost~ ravnovesiØ nabl¸daetsØ, naprimer, v slu-

qae plateßnoæ matricy, v kotoroæ vse nenulevye vyigryxi odinakovy i ravny edinice i predstavleniØ, otveqa¸wego uglam

θ_A = 45^0, θ_B = 45^0. Toqka ravnovesiØ raspoloßena v verhneæ pra-

voæ verxine kvadrata. PredstavlennaØ na levom iz risunkov 6 krivaØ reakcii Boba nepreryvna, a analogiqnaØ krivaØ Alisy terpit razryv, kogda Bob primenØet strategi¸, otveqa¸wu¸ znaqeni¸ β = 90^0. DlØ naglØdnosti, razryv soedinen tonkoæ linieæ. Na samom dele razryvny obe funkcii reakcii. �to stanovitsØ ponØtnym, esli prodolßit~ ffti funkcii na vs¸ qislovu¸ os~ s uqetom periodiqnosti: grafik odnoæ iz nih poluqatsØ

150 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV sdvigom grafika drugoæ na poluperiod – 90^0.

Ris 6. Sluqai edinstvennogo ravnovesiØ

Kvadraty moduleæ amplitud v fftom sluqae ime¸t sledu¸wie znaqeniØ:

dlØ Alisy: p_1 = 1; p_2 = 0.5; p_3 = 0; p_4 = 0.5; dlØ Boba: q_1 = 1; q_2 = 0.5; q_3 = 0; q_4 = 0.5.

Sredniæ vyigryx “hitroumnoæ” Alisy v fftom sluqae sostavlØet E ^H = 0.5, v to vremØ kak ee klassiqeskaØ tezka vyigryvaet vsego lix~ 0.125. V otliqie ot kvantovogo sluqaØ dlØ klassiqeskih igrokov s takoæ plateßnoæ matriceæ vse verxiny kvadrata ravnoveroØtny. Edinstvennoe ravnovesie, raspoloßennoe vnutri kvadrata imeet mesto dlØ pervonaqal~noæ plateßnoæ matricy a = 3, b = 3, c = 5, d = 1 i znaqeniæ uglovyh peremennyh

θ_A = 15^0, θ_B = 35^0.

3. Otsutstvie ravnovesiæ – poßaluæ samoe interesnoe Øvle-

nie v kvantovoæ modeli, poskol~ku, dlØ klassiqeskoæ matriqnoæ igry ravnovesiØ v smexannyh strategiØh suwestvu¸t, kak izvestno, vsegda. K otsutstvi¸ ravnovesiæ moßno priæti, otpravlØØs~ ot toæ plateßnoæ matricy, dlØ kotoroæ uße byli

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 151 poluqeny kak odna, tak i dve toqki ravnovesiØ.

Ris. 7. Otsutstvie ravnovesiæ

DlØ fftogo dostatoqno vzØt~ operatornoe predstavlenie ortorexetki, otveqa¸wee tipiziru¸wim uglam θ_A = 30^0, θ_B = 20^0. Otsutstvie ravnovesiæ, kak ffto vidno iz risunka 7, obuslovleno razryvnost~¸ funkciæ reakcii, ne ime¸weæ mesta v klassiqeskom sluqae. S fftim Øvleniem my uße stalkivalis~ v pervom primere, kogda imelis~ dve toqki ravnovesiØ. �tot posledniæ primer pokazyvaet, skol~ vaßnu¸ rol~ igraet realizaciØ nedistributivnoæ ortorexetki.

V perevode na Øzyk teorii igr ffto moßno ponimat~ tak: pri odnih i teh ße interesah igroki mogut formirovat~ svoe povedenie kaqestvenno razliqnym sposobom. Tem samym, matematik moßet dat~ klientu, naprimer Alise, strategiqeskie rekomendacii, kakim obrazom eæ sleduet izmenit~ stil~ povedeniØ, qtoby uveliqit~ vyigryx, ostavaØs~ v ramkah teh ße samyh plateßnyh usloviæ. RazumeetsØ, dlØ fftogo emu neobhodimo znat~ vybor predstavleniØ logiki Boba.

Zakl¸qitel~nye zameqaniØ

IstoriØ razvitiØ kvantovoæ fiziki est~, v nekotorom smysle, istoriØ razvitiØ koncepcii srednego. Dostatoqno vspomnit~ rabotu M. Planka o spektre izluqeniØ absol¸tno qernogo tela, v osnove kotoroæ leßal novyæ sposob podsqeta sredneæ ffnergii oscillØtora. PredloßennaØ shema kvantovaniØ igry sleduet imenno fftoæ tradicii. Dopustimo li, odnako, ispol~zovanie

152 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV ideæ i metodov fiziki mikromira v teorii igr, predmetom izuqeniØ kotoroæ ØvlØ¸tsØ svoæstva makroskopiqeskih ob¨ektov? Na fftot sqet imeetsØ poloßitel~nyæ opyt statistiqeskoæ mehaniki: derßa v ladoni almaz i neposredstvenno owuwa¸waØ ego holod, my moßem niqego ne znat~ o formule �ænxteæna–DebaØ, ob¨ØsnØ¸weæ ego anomal~nu¸ teploemkost~. Stoit li udivlØt~- sØ podobnym ob¨ØsneniØm inyh makroØvleniæ.

V sluqae nedistributivnoæ logiki klassiqeskie procedury vyqisleniØ srednih privodØt k protivoreqiØm i prihoditsØ pribegat~ k drugomu apparatu. Esli, voznika¸waØ pri fftom rexetka predstavima rexetkoæ podprostranstv, to otvet otqasti daetsØ teoremoæ Glisona, utverßda¸weæ, qto veroØtnostnye mery na rexetke proektorov ustroeny soverxenno opredelennym obrazom. Tem samym, pri rexenii problemy usredneniØ funkcii vyigryxa, uqityva¸weæ logiqeskie usloviØ, v kotorye postavleny uqastniki igry, perehod k kvantovani¸ v nekotorom smysle predopredelen.

Postroenie kvantovoæ plateßnoæ funkcii poqti polnost~¸ vosproizvodit perehod ot klassiqeskoæ funkcii Gamil~tona k operatoru Xrœdingera. Struktura klassiqeskogo vyraßeniØ plateßnoæ funkcii slovno special~no sozdana, dlØ podstanovki v nee proekcionnyh operatorov. �to privodit k obweæ sheme kvantovaniØ igr, pozvolØ¸weæ rassmatrivat~ igry neskol~kih lic, v kotoryh interesy igrokov uße ne prØmo protivopoloßny – principy kvantovaniØ osta¸tsØ preßnimi.

PostroennaØ shema kvantovaniØ predusmatrivaet provedenie razliqiØ meßdu logikoæ i ee operatornym predstavleniem. Kaßdoe iz vozmoßnyh predstavleniæ moßet byt~ opisano uglovym parametrom i kommutacionnymi sootnoxeniØmi meßdu sootvetstvu¸wimi proektorami. Pary nekommutiru¸wih proektorov otveqa¸t vzaimodopolnitel~nym voprosam, ni odin iz kotoryh ne ØvlØetsØ otricaniem drugogo. Kak pokazyva¸t primery, suwestvovanie ravnovesiæ svØzano s vyborom operatornogo predstavleniØ rexetki.

V kvantovoæ igre, v otliqie ot klassiqeskoæ, voznikaet problema suwestvovaniØ ravnovesiæ, otsutstvie kotoryh vozmoßno svØzano s tem, qto povedenie igrokov predstavleno vektorami gil~bertovyh prostranstv, a igrovye situacii – razloßimymi fflementami ih tenzornogo proizvedeniØ. Kak i v klassiqe-

MOȷET LI IGRA BYT^ KVANTOVO`? 153 skoæ teorii igr, ponØtie ravnovesiØ moßno obobwit~, perehodØ k smexannomu rasxireni¸ na osnove matric plotnosti. V dannoæ rabote pereputannye sostoØniØ ne rassmatrivalis~. Kak pokazano v rabote [8], oni privodØt znaqitel~no bolee sloßnym nedistributivnym rexetkam. Poisk ravnovesiæ sredi pereputannyh, a ne tol~ko faktorizovannyh sostoØniæ otkryvaet dopolnitel~nye vozmoßnosti v rexenii problemy suwestvovaniØ ravnovesiØ v sluqae kvantovyh igr.

Literatura

1. D. Deutsch, Quantum Theory of Probability and Decisions. Proc. R. Soc. Lond.

A., (1999) (quant-ph/9906015).

2. I. Polley, Reducing the Statistical Axiom. Phys. Dep. Oldenburg Univ. D-26111, July (1999).

3. J. Finkelstein, Quantum Probability from Decisions Theory?. SJSU-99-20, June (1999).

4. E. W. Piotrowski, Quantum English Auctions. arXiv:quant-ph/0108017v1 3Aug (2001).

5. A. A. Grib, Naruxenie neravenstv Bella i problema izmereniØ v kvan-

tovoæ teorii. — Lekcii dlØ molodyh uqenyh. Dubna: OI˚I (1992).

6. A. A. Grib, Jr. W. A. Rodrigues, Nonlocality in Quantum Physics. Kluwer Academic Plenum Publishers. N.Y., Boston, Dodrecht, London, Moscow (1999).

7. A. A. Grib, R. R. Zapatrin, — Int. Journ. Theor. Phys. 29 (2) (1990), 113. 8. A. A. Grib, R. R. Zapatrin, — Int. Journ. Theor. Phys. 30 (7) (1991), 949. 9. J. Eisert et all, — Phys. Rev. Lett. 83 (1999), 3077. 10. A. K. Ekert, — Phys. Rev. Lett. 67 (1999), 661. 11. L. Marinatto, T. Weber, — Phys. Lett. A 272 (2000), 291.

12. H. Moulin, Théorie des jeux pour l’économie et la politique. Hermann, Paris (1981).

13. G. Owen, Game Theory. W. B. Saunders Company, Philadelphia, London, Toronto (1968).

14. J. von Neumann, O. Morgenstern, Theory of Games and Economic Behavior.

Princeton. Princeton Univ. Press (1953).

15. H. von Stackelberg, Marktform und Gleiwicht. Wien: Springer (1934). (English vers.: The theory of the market economy. – Oxford: Oxford Univ. Press 1952).

16. J. D. Kemeny, G. L. Thompson, The effect of psychological attitudes on the outcomes of games. Contributions to theory of games 3, Princeton (1957), pp. 273–298.

17. Birkhoff, Lattice Theory. AMS Colloc. Publ., 25, AMS, Providence, Rhode, Island (1993).

18. G. Grätzer, Lattice Theory. San Francisco: Freeman & Co. (1971). 19. N. N. Vorob’ev, Foundations of Game Theory. Noncooperative games. Birkhäuser Verlag. Basel, Boston, Berlin (1994).

154 A. A. GRIB, G. N. PARF´NOV Grib A. A., Parfenov G. N. Can the game be quantum? The game in which acts of participants do not have an adequate description in terms of Boolean logic and classical theory of probabilities is considered. The model of the game interaction is constructed on the basis of a non-distributive orthocomplemented lattice. Mixed strategies of the participants are calculated by the use of probability amplitudes according to the rules of quantum mechanics. A scheme of quantization of the payoff function is proposed and an algorithm for the search of Nash equilibrium is given. It is shown that differently from the classical case in the quantum situation a discrete set of equilibrium is possible.

Postupilo 25 noØbrØ 2002 g.

FridmanovskaØ LaboratriØ Teoretiqeskoæ Fiziki Kafedra vysxeæ matematiki

grib@friedman.usr.lgu.spb.su

SPbGU�F, S. Peterburg, RossiØ

your@GP5574.spb.edu