Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 285, 2002 g.

L. A. Molotkov O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE, PEREREZANNO` SISTEMAMI PARALLEL^NYH TREWIN

NastoØwaØ rabota posvØwena issledovani¸ rasprostraneniØ voln v trewinovatyh sredah. Takie sredy qasto vstreqa¸tsØ v zemnoæ kore, a inogda ØvlØ¸tsØ kollektorami nefti i gaza. Issledovanie volnovyh processov v fftih sredah provoditsØ na osnove ffffektivnyh modeleæ. V svØzi s fftim v predlagaemoæ rabote vyvodØtsØ uravneniØ ffffektivnyh modeleæ, opisyva¸- wih odnorodnye anizotropnye uprugie sredy, pererezannye odnoæ, dvumØ ili tremØ sistemami parallel~nyh trewin. Trewiny raznyh sistem ortogonal~ny. Pri vyvode ffffektivnoæ modeli kaßdaØ trewina zamenØetsØ ploskoæ graniceæ, na kotoroæ ime¸t mesto skaqki smeweniæ i naprØßeniæ. �ti skaqki ØvlØ- ¸tsØ lineænymi funkciØmi srednih na granice smeweniæ i naprØßeniæ, i kaßdaØ granica harakterizuetsØ matriceæ 6 × 6, opredelØ¸weæ fftu zavisimost~. UpomØnutye matricy dlØ vseh trewin odnoæ sistemy predpolaga¸tsØ odinakovymi, i sreda ØvlØetsØ periodiqeskoæ vdol~ oseæ dekartovoæ sistemy koordinat.

Postroenie ffffektivnoæ modeli provoditsØ metodom matriqnogo osredneniØ [1, 2]. �tim metodom posledovatel~no vypolnØetsØ osrednenie vdol~ koordinatnyh oseæ, i rezul~tat v fftom sluqae okazyvaetsØ ne zavisØwim ot porØdka osredneniØ. Poluqennye uravneniØ, kak i uravneniØ teorii uprugosti, sostoØt iz uravneniæ zakona Guka i sploxnoæ sredy. Tol~ko v osobyh qastnyh sluqaØh poluqennye uravneniØ mogut byt~ privedeny k uravneniØm teorii uprugosti. Na osnovanii uravneniæ ffffektivnyh modeleæ vyvodØtsØ vyraßeniØ dlØ plotnosteæ kinetiqeskoæ i potencial~noæ ffnergiæ volnovogo polØ i vyØsnØetsØ, pri kakih usloviØh v ffffektivnoæ modeli otsutstvuet zatuha-

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke Rossiæskogo fond fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant No. 02-01-00260. 165

166 L. A. MOLOTKOV nie voln.

V zakl¸qenie vvedeniØ ostanovimsØ na kratkom obzore rabot, v kotoryh trewiny rassmatrivalis~ kak granicy so skaqkami smeweniæ i naprØßeniæ. Otdel~naØ trewina v uprugoæ srede issledovalas~ v rabote [3]. Trewiny v vide vytØnutyh ffllipsoidov rassmatrivalis~, v qastnosti, v stat~Øh [4, 5]. Uprugie sredy, pererezannye sistemoæ beskoneqnyh ploskih trewin, na kotoryh smeweniØ ispytyva¸t skaqki, rassmatrivalis~ v rabotah [6–10]. Sistema parallel~nyh trewin, na kotoryh skaqki smeweniæ vyraßa¸tsØ qerez nepreryvnye naprØßeniØ s pomow~¸ poloßitel~no opredelennyh matric 3 × 3, issledovalis~ v stat~e [11] i monografii [12]. Trewinovatye sredy so skaqkami smeweniæ na trewinah takße rassmatrivalis~ v cikle stateæ [13–15]. V fftih stat~Øh issledovalis~ ffffektivnye modeli v sluqaØh dvuh formal~no vvedennyh sistem trewin s razryvami smeweniæ i razliqnyh vidov anizotropii. V otliqie ot upomØnutyh rabot v predlagaemoæ stat~e obosnovanno rassmatriva¸tsØ anizotropnye uprugie sredy s odnoæ, dvumØ ili tremØ sistemami trewin, na kotoryh ispytyva¸t skaqki ne tol~ko smeweniØ, no i naprØßeniØ.

§1. UravneniØ ffffektivnoæ modeli v sluqae uprugoæ sredy s odnoæ sistemoæ parallel~nyh trewin

Pust~ zadana odnorodnaØ uprugaØ sreda 0 6 z 6 H s anizotropieæ obwego vida (ris. 1). Sreda pereseqena ploskostØmi z = h, z = 2h, . . . , z = (n − 1)h (h = H/n), na kotoryh vypolnØ¸tsØ

Ris. 1.

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 167 graniqnye usloviØ ( [u_x], [u_y], [u_z], [t_{zz}], [t_{yz}], [t_{xz}] )— = hL(u_x, u_y, u_z, t_{zz} , t_{yz}, t_{xz} )— , (1.1)

gde u_x, u_y, u_z – smeweniØ, t_{zz} , t_{yz}, t_{xz} – komponenty tenzora naprØßeniæ, — – simvol transponirovaniØ i L – zadannaØ matrica 6 × 6. Veliqiny [u_x], [u_y], [u_z], [t_{zz}], [t_{yz}], [t_{xz}] opisyva¸t skaqki smeweniæ i naprØßeniæ na ukazannyh ploskostØh i vyraßa¸tsØ ravenstvami

[u_x] = u_{x2} − u_{x1}, [u_y] = u_{y2} − u_{y1}, [u_z] = u_{z2} − u_{z1},

[t_{zz}] = t_{zz2} − t_{zz1}, [t_{yz}] = t_{yz2} − t_{yz1}, [t_{xz}] = t_{xz2} − t_{xz1} (1.2) (z = ih, i = 1, 2, . . . , n − 1), v kotoryh indeks 2 sootvetstvuet predel~nomu znaqeni¸ pri z = ih + 0, a indeks 1 – znaqeni¸ pri z = ih − 0. VyraßeniØ u_x, u_y, u_z, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz} ØvlØ¸tsØ srednimi arifmetiqeskimi znaqeniØmi na granicah i

u_x = 0.5(u_{x1} + u_{x2}), u_y = 0.5(u_{y1} + u_{y2}), u_z = 0.5(u_{z1} + u_{z2}), (1.3) t_{zz} = 0.5(t_{zz1}+t_{zz2}), t_{yz} = 0.5(t_{yz1}+t_{yz2}), t_{xz} = 0.5(t_{xz1}+t_{xz2})

pri z = ih (i = 1, 2, . . . , n − 1). Na vnexnih granicah z = 0 i z = H vypolnØ¸tsØ nekotorye lineænye usloviØ. Sreda vozbußdaetsØ istoqnikom, raspoloßennym vnutri ili vne sredy. DlØ provodimyh issledovaniæ Øvnyæ vid fftih lineænyh usloviæ i harakteristiki ukazannogo istoqnika okazyva¸tsØ nesuwestvennymi.

V obrazu¸wemsØ volnovom pole soverxim predel~nyæ perehod pri usloviØh

n → ∞, h → 0, H = nh = const (1.4)

i vyvedem uravneniØ, kotorym udovletvorØet predel~noe volnovoe pole. S fftoæ cel~¸ predstavim graniqnye usloviØ (1.1) s uqetom sootnoxeniæ (1.2) i (1.3) v vide ravenstva ( u_{x2}, u_{y2}, u_{z2}, t_{zz2}, t_{yz2}, t_{xz2} )— = =(E − 0.5hL)^{−1}(E + 0.5hL) ( u_{x1}, u_{y1}, u_{z1}, t_{zz1}, t_{yz1}, t_{xz1} )— , (1.5)

168 L. A. MOLOTKOV gde E – ediniqnaØ matrica. Ispol~zuØ fflementarnye priblißennye sootnoxeniØ dlØ matric, zamenim pri dostatoqno malyh h ravenstvo (1.5) formuloæ W_2 = (E + hL)W_1, (1.6) v kotoroæ vvedeno oboznaqenie W_i = ( u_{xi}, u_{yi}, u_{zi}, t_{zzi}, t_{yzi}, t_{xzi} )— (i = 1, 2). (1.7) Ravenstvo (1.6) ustanavlivaet svØz~ meßdu matricami W_1 i W_2, opredelØ¸wimi volnovoe pole na raznyh storonah ploskosti z = ih.

Opredelim teper~ analogiqnu¸ svØz~ meßdu matricami W_1 i W_0 sootvetstvenno pri z = ih − 0 i z = (i − 1)h + 0. DlØ fftogo ispol~zuem uravneniØ sploxnoæ sredy ∂t_{xx} ∂x + ∂t_{xy} ∂y + ∂t_{xz} ∂z = ρ ∂^2u_x ∂t^2 , ∂t_{xy} ∂x + ∂t_{yy} ∂y + ∂t_{yz} ∂z = ρ ∂^2u_y ∂t^2 , ∂t_{xz} ∂x + ∂t_{yz} ∂y + ∂t_{zz} ∂z = ρ ∂^2u_z ∂t^2 , (1.8)

i uravneniØ zakona Guka dlØ uprugoæ sredy s obweæ anizotropieæ ( t_{xx}, t_{yy}, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz}, t_{xy} )— = (1.9) = A ( ∂u_x ∂x , ∂u_y ∂y , ∂u_z ∂z , ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y , ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x , ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x )— , gde A – poloßitel~no opredelennaØ simmetriqnaØ matrica 6 × 6 s fflementami a_{ik} (i, k = 1, 2, . . . , 6). Soglasno ispol~zuemomu metodu matriqnogo osredneniØ [2], vyrazim iz 9 uravneniæ (1.8) i (1.9) proizvodnye ∂u_x/∂z, ∂u_y/∂z, ∂u_z/∂z, ∂t_{zz} /∂z, ∂t_{yz} /∂z, ∂t_{xz}/∂z qerez veliqiny u_x, u_y, u_z, t_{zz}, t_{yz} i t_{xz}. S fftoæ cel~¸ polezno, kak i v rabotah [2, 11], zamenit~ matriqnoe uravnenie (1.9) na drugoe ravnosil~noe matriqnoe uravnenie ( ∂u_z ∂z , ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y , ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x , t_{xx}, t_{yy}, t_{xy} )— = = B ( t_{zz}, t_{yz}, t_{xz}, ∂u_x ∂x , ∂u_y ∂y , ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x )— , (1.10)

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 169 v kotorom B = 1 A^{345}_{345} ×

×

A^{45}_{45} −A^{35}_{45} A^{34}_{45} −A^{345}_{145} −A^{345}_{245} −A^{345}_{456}

−A^{45}_{35} A^{35}_{35} −A^{34}_{35} A^{345}_{135} A^{345}_{235} A^{345}_{356}

A^{45}_{34} −A^{35}_{34} A^{34}_{34} −A^{345}_{134} −A^{345}_{234} −A^{345}_{346}

A^{145}_{345} −A^{135}_{345} A^{134}_{345} A^{1345}_{1345} A^{1345}_{2345} −A^{1345}_{3456}

A^{245}_{345} −A^{235}_{345} A^{234}_{345} A^{2345}_{1345} A^{2345}_{2345} −A^{2345}_{3456}

A^{456}_{345} −A^{356}_{345} A^{346}_{345} −A^{3456}_{1345} −A^{3456}_{2345} A^{3456}_{3456}

. (1.11)

Veliqiny A^{αβγδ}_{εθηζ} , A^{αβγ}_{εθη} , A^{αβ}_{εθ} – minory matricy A, pri fftom verhnie znaqki opredelØ¸t nomera vhodØwih v minory strok, a nißnie indeksy – nomera stolbcov v minorah. Na osnovanii sootnoxeniæ (1.8) i (1.10) zapisyvaetsØ ravenstvo ( ∂u_x ∂z , ∂u_y ∂z , ∂u_z ∂z , ∂t_{zz} ∂z , ∂t_{yz} ∂z , ∂t_{xz} ∂z )— = = –^(ux, uy, uz, tzz, tyz, uxz^{)—}, (1.12)

v kotorom fflementy matricy – –_{ik} (i, k = 1, 2, . . . , 6) ØvlØ¸tsØ ili postoØnnymi veliqinami, ili differencial~nymi operatorami i opredelØ¸tsØ sootnoxeniØ (1.10), (1.11) i ∂u_x ∂z = ( b_{34} ∂ ∂x + b_{36} ∂ ∂y ) u_x + ( b_{36} ∂ ∂x + b_{35} ∂ ∂y ) u_y − − ∂u_z ∂x + b_{31}t_{zz} + b_{32}t_{yz} + b_{33}t_{xz}, ∂u_y ∂z = ( b_{24} ∂ ∂x + b_{26} ∂ ∂y ) u_x + ( b_{26} ∂ ∂x + b_{25} ∂ ∂y ) u_y − − ∂u_z ∂y + b_{21}t_{zz} + b_{22}t_{yz} + b_{23}t_{xz}, ∂u_z ∂z = ( b_{14} ∂ ∂x +b_{16} ∂ ∂y ) u_x+ ( b_{16} ∂ ∂x +b_{15} ∂ ∂y ) u_y +b_{11}t_{zz} +b_{12}t_{yz} +b_{13}t_{xz},

170 L. A. MOLOTKOV ∂t_{zz} ∂z = ρ ∂^2u_z ∂t^2 − ∂t_{yz} ∂y − ∂t_{xz} ∂x ,

∂t_{yz} ∂z = − [ b_{64}

∂^2 ∂x^2 + (b_{66} + b_{54})

∂^2 ∂x∂y + b_{56}

∂^2 ∂y^2 ] u_x+ (1.13) + [ ρ ∂^2 ∂t^2 − b_{66}

∂^2 ∂x^2 − 2b_{56}

∂^2 ∂x∂y − b_{55}

∂^2 ∂y^2 ] u_y − ( b_{61} ∂ ∂x + b_{51} ∂ ∂y ) t_{zz}− − ( b_{62} ∂ ∂x + b_{52} ∂ ∂y ) t_{yz} − ( b_{63} ∂ ∂x + b_{53} ∂ ∂y ) t_{xz},

∂t_{xz} ∂z = [ ρ ∂^2 ∂t^2 − b_{44}

∂^2 ∂x^2 − 2b_{46}

∂^2 ∂x∂y − b_{66}

∂^2 ∂y^2 ] u_x− − [ b_{46}

∂^2 ∂x^2 + (b_{45} + b_{66})

∂^2 ∂x∂y + b_{65}

∂^2 ∂y^2 ] u_y − ( b_{41} ∂ ∂x + b_{61} ∂ ∂y ) t_{zz}− − ( b_{42} ∂ ∂x + b_{62} ∂ ∂y ) t_{yz} − ( b_{43} ∂ ∂x + b_{63} ∂ ∂y ) t_{xz}, gde b_{ik} – fflementy matricy B. Podobnye vyraßeniØ dlØ matricy – byli poluqeny v rabote [11] pri osrednenii periodiqeskoæ uprugoæ struktury s obweæ anizotropieæ i s ßestkim kontaktom na granicah.

Uravnenie (1.12) s ispol~zovaniem oboznaqeniæ (1.7) zapixem v matriqnom vide dW dz = – W (1.14)

i rexim uravnenie (1.14) s naqal~nym usloviem W | |_{z=(i−1)h} = W0. (1.15)

V rezul~tate prihodim k ravenstvu W_1 = e^h–– W_0, (1.16) svØzyva¸wemu matricy W na granicah odnogo sloØ. Na osnovanii sootnoxeniæ (1.6) i (1.16) i periodiqnosti rassmatrivaemoæ sredy, zapixem ravenstvo

W(H) = [( E + hL ) e^h–– ]_n e^{−h}–– W(0), (1.17)

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 171 ustanavliva¸wee svØz~ meßdu matricami W na vnexnih granicah sredy. Pri vypolnenii predel~nogo perehoda veliqina h moßet rassmatrivat~sØ kak malaØ veliqina. S uqetom fftogo utverßdeniØ okazyva¸tsØ spravedlivymi priblißennye formu- ly e^h–– = E + h– , (E + hL)e^h–– = E + h(L + – )

(1.18)

i sootnoxenie (1.17) zamenØetsØ na ravenstvo

W(H) = [ E + (L + – ) H h ]_n (E − hL)W(0). (1.19)

OsuwestvlØØ predel~nyæ perehod pri usloviØh (1.4) v formule (1.19) i ispol~zuØ opredelenie qisla e, prihodim k sootnoxe- ni¸ W(H) = e^(L^+––^{)H} W(0). (1.20) Tak kak sreda moßet byt~ ograniqena l¸boæ ploskost~¸ z = const (0 < z 6 H), to spravedlivo ravenstvo

W(z) = e^(L^+––^{)z}W(0). (1.21) Sootnoxenie (1.21) opisyvaet predel~noe volnovoe pole. Posle differencirovaniØ fftogo sootnoxeniØ po z prihodim k matriqnomu uravneni¸ dW ∂z = (L + – )W, (1.22)

kotoroe ravnosil~no 6 skalØrnym uravneniØm otnositel~no u_x, u_y, u_z, t_{zz}, t_{yz} i t_{xz}. Qtoby vyrazit~ ostal~nye 3 veliqiny t_{xx}, t_{yy} i t_{xy}, neobhodimo ispol~zovat~ matriqnoe ravenstvo (1.10), iz kotorogo sledu¸t sootnoxeniØ

t_{xx} = b_{41}t_{zz} + b_{42}t_{yz} + b_{43}t_{xz} + b_{44} ∂u_x ∂x + b_{45} ∂u_y ∂y + b_{46} ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x ) ,

t_{yy} = b_{51}t_{zz} + b_{52}t_{yz} + b_{53}t_{xz} + b_{54} ∂u_x ∂x + b_{55} ∂u_y ∂y + + b_{56} ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x ) , (1.23)

172 L. A. MOLOTKOV

t_{xy} = b_{61}t_{zz} + b_{62}t_{yz} + b_{63}t_{xz} + b_{64} ∂u_x ∂x + b_{65} ∂u_y ∂y + b_{66} ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x ) . Pri osuwestvlenii predel~nogo perehoda sootnoxeniØ (1.23) ne izmenØ¸tsØ, i pofftomu predel~noe volnovoe pole takße opisyvaetsØ 3 uravneniØmi (1.23). Takim obrazom, posle predel~nogo perehoda volnovoe pole opredelØetsØ uravneniØmi (1.22) i (1.23).

OstanovimsØ teper~ na razliqii v uravneniØh, opisyva¸wih volnovye polØ v zadannoæ uprugoæ anizotropnoæ srede do i posle predel~nogo perehoda. Netrudno zametit~, qto uravnenie (1.14) otliqaetsØ ot uravneniØ (1.22) tem, qto matrica – zamenena na summu matric – + L. �to razliqie ØvlØetsØ edinstvennym razliqiem meßdu uravneniØmi, tak kak uravnenie (1.23) spravedlivo dlØ obeih sravnivaemyh sred. Qtoby uqest~ ukazannoe razliqie, poluqim na osnovanii formuly (1.6) ravenstvo

[W] = hLW, (1.24)

v kotorom u matricy W opuwen indeks 1. Iskl¸qenie fftogo indeksa stalo vozmoßnym, poskol~ku posle predel~nogo perehoda matrica W stala nepreryvnoæ vdol~ osi z i granicy isqezli. S uqetom (1.24) uravnenie (1.22) zamenØetsØ sootnoxeniØmi dW dz = – W + [^~W ], [^~W ] = lim_{h→0}^{[W]}_h . (1.25)

V sluqae, kogda v zadannoæ srede vmesto skaqkov na granicah imeet mesto ßestkiæ kontakt i [ ~W ] = 0, uprugaØ anizotropnaØ sreda opisyvaetsØ uravneniØmi (1.23) i matriqnym uravneniem dW dz = – W. (1.26)

�tim uravneniØm ravnosil~ny uravneniØ (1.8) i (1.9). Uqet graniqnyh usloviæ (1.1) i rezul~tatov predel~nogo perehoda privodit k tomu, qto ravenstvo (1.26) zamenØetsØ na sootnoxenie (1.25), a uravneniØ (1.23) osta¸tsØ neizmennymi. Ots¸da sleduet, qto perehod ot uprugoæ sredy k poluqennoæ ffffektivnoæ modeli svoditsØ tol~ko k zamene v uravnenii (1.25) dW dz → dW dz − [ ~W ]. (1.27)

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 173 Pereædem teper~ ot uravneniæ (1.23) i (1.25) k uravneniØm, analogiqnym ravenstvam (1.8) i (1.9). Takoæ perehod provoditsØ temi ße sposobami, kak i v sluqae perehoda ot uravneniæ (1.23) i (1.26) k sootnoxeniØm (1.8) i (1.9). Tak kak pri fftih perehodah ne vypolnØ¸tsØ operacii differencirovaniØ i integrirovaniØ po z, to uravneniØ (1.23) i (1.25) ravnosil~ny uravneniØm (1.8) i (1.9), v kotoryh provedeny zameny ∂u_x ∂z → ∂u_x ∂z − [ ~u_x ], ∂u_y ∂z → ∂u_y ∂z − [ ~u_y ], ∂u_z ∂z → ∂u_z ∂z − [ ~u_z ], ∂t_{zz} ∂z → ∂t_{zz} ∂z − [ ~t_{zz} ], (1.28) ∂t_{yz} ∂z → ∂t_{yz} ∂z − [ ~t_{yz} ], ∂t_{xz} ∂z → ∂t_{xz} ∂z − [ ~t_{xz} ], sootvetstvu¸wie zamene (1.27). V rezul~tate ffffektivnaØ model~ opisyvaetsØ uravneniØm ∂t_{xx} ∂x + ∂t_{xy} ∂y + ∂t_{xz} ∂z − [ ~t_{xz} ] = ρ ∂^2u_x ∂t^2 , ∂t_{xy} ∂x + ∂t_{yy} ∂y + ∂t_{yz} ∂z − [ ~t_{yz} ] = ρ ∂^2u_y ∂t^2 , (1.29) ∂t_{xz} ∂x + ∂t_{yz} ∂y + ∂t_{zz} ∂z − [ ~t_{zz} ] = ρ ∂^2u_z ∂t^2 ; ( t_{xx}, t_{yy}, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz}, t_{xy} )— = = A ( ∂u_x ∂x , ∂u_y ∂y , ∂u_z ∂z − [ ~u_z ], ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y − [ ~u_y ], (1.30) ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x − [ ~u_x ], ∂u_x ∂y , ∂u_y ∂x )— , v kotoryh

[ ~u_x ] = l_{11}u_x + l_{12}u_y + l_{13}u_z + l_{14}t_{zz} + l_{15}t_{yz} + l_{16}t_{xz}, [ ~u_y ] = l_{21}u_x + l_{22}u_y + l_{23}u_z + l_{24}t_{zz} + l_{25}t_{yz} + l_{26}t_{xz}, [ ~u_z ] = l_{31}u_x + l_{32}u_y + l_{33}u_z + l_{34}t_{zz} + l_{35}t_{yz} + l_{36}t_{xz}, [ ~t_{zz} ] = l_{41}u_x + l_{42}u_y + l_{43}u_z + l_{44}t_{zz} + l_{45}t_{yz} + l_{46}t_{xz}, [ ~t_{yz} ] = l_{51}u_x + l_{52}u_y + l_{53}u_z + l_{54}t_{zz} + l_{55}t_{yz} + l_{56}t_{xz}, [ ~t_{xz} ] = l_{61}u_x + l_{62}u_y + l_{63}u_z + l_{64}t_{zz} + l_{65}t_{yz} + l_{66}t_{xz},

(1.31)

174 L. A. MOLOTKOV a kofffficienty l_{ik} ØvlØ¸tsØ fflementami matricy L, opredelØ¸- weæ s pomow~¸ ravenstva (1.1) skaqki smeweniæ i naprØßeniæ.

Poluqennye uravneniØ (1.29)–(1.31) sleduet rassmatrivat~ kak obobwennye uravneniØ teorii uprugosti, tak kak oni, po sravneni¸ s uravneniØmi (1.8) i (1.9), soderßat dopolnitel~- nye qleny. PoØvlenie fftih qlenov svØzano s zamenami (1.27) i (1.28), sootvetstvu¸wimi opredeleni¸ proizvodnoæ po sokrawa¸wemusØ promeßutku. Krome togo, uravneniØ sploxnoæ sredy (1.29), kak i odnoimennye uravneniØ teorii uprugosti (1.8), opisyva¸t ravenstva sil v napravleniØh koordinatnyh oseæ s uqetom sil, voznika¸wih vsledstvie razryvov smeweniæ i naprØßeniæ. �to utverßdenie pozvolØet sdelat~ vyvod o tom, qto veliqiny t_{ik} (i, k = x, y, z) takße opisyva¸t naprØßeniØ. Ravenstva (1.29) s dopolnitel~nymi qlenami takße vyraßa¸t vidoizmenennyæ zakon Guka. V zakl¸qenie otmetim, qto v qastnom sluqae, kotoryæ budet rassmotren v §3, uravneniØ ffffektivnoæ modeli (1.29)–(1.31) privodØtsØ k uravneniØm teorii uprugosti.

§2. UravneniØ ffffektivnoæ modeli v sluqaØh dvuh i treh sistem trewin

Ispol~zuemyæ podhod, esli v nem provesti nekotorye obobweniØ, pozvolØet rassmatrivat~ ne tol~ko odnu sistemu parallel~nyh trewin s graniqnymi usloviØmi (1.1), no i takße pozvolØet opisyvat~ dve ili tri sistemy podobnyh trewin. V kaßdoæ takoæ sisteme trewiny parallel~ny meßdu soboæ i perpendikulØrny odnoæ iz koordinatnyh oseæ. Vozmoßnost~ postroeniØ ffffektivnoæ modeli v sluqae dvuh ili treh sistem ukazannyh trewin osnovana na tom, qto poluqennye uravneniØ (1.29)–(1.31) mogut byt~ dopolnitel~no osredneny vdol~ oseæ x i y.

Rassmotrim teper~ uprugu¸ anizotropnu¸ sredu

0 6 x 6 Hx, 0 6 y 6 Hy, 0 6 z 6 Hz (2.1)

s tremØ sistemami trewin

x = h_x, x = 2h_x, . . . , x = (n_x − 1)h_x (h_x = H_x/n_x),

y = h_y, y = 2h_y, . . . , y = (n_y − 1)h_y (h_y = H_y/n_y), (2.2)

z = h_z , z = 2h_z, . . . , z = (n_z − 1)h_z (h_z = H_z/n_z),

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 175 na kotoryh vypolnØ¸tsØ sootvetstvu¸wie graniqnye usloviØ ( [u_x]_x, [u_y]_x, [u_z]_x, [t_{xz}]_x, [t_{xy}]_x, [t_{xx}]_x )— = = h_xL_x ( u_x, u_y, u_z, t_{xz}, t_{xy}, t_{xx} )— , ( [u_x]_y, [u_y]_y, [u_z]_y, [t_{yz}]_y, [t_{yy}]_y, [t_{xy}]_y )— = = h_yL_y ( u_x, u_y, u_z, t_{yz}, t_{yy}, t_{xy} )— , ( [u_x]_z, [u_y]_z, [u_z]_z, [t_{zz}]_z, [t_{yz}]_z, [t_{xz}]_z )— = = h_zL_z ( u_x, u_y, u_z, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz} )— .

(2.3)

V volnovom pole v fftoæ srede soverxim predel~nyæ perehod pri usloviØh n_x → ∞, n_y → ∞, n_z → ∞, h_x → 0, h_y → 0, h_z → 0, H_x = const, H_y = const, H_z = const . (2.4) Poluqennoe v rezul~tate fftogo predel~nogo perehoda volnovoe pole budet udovletvorØt~ uravneniØm, kotorye opisyva¸t ffffektivnu¸ model~.

DlØ vyvoda fftih uravneniæ otmetim, qto v sluqae, kogda v srede suwestvuet tol~ko odna sistema trewin, pereseka¸wih os~ x, a vdol~ oseæ y i z smeweniØ i naprØßeniØ nepreryvny, takaØ sreda, sogdasno §1, opisyvaetsØ uravneniØmi ∂t_{xx} ∂x + ∂t_{xy} ∂y + ∂t_{xz} ∂z − [ ~t_{xx} ]_x = ρ

∂^2u_x ∂t^2 , ∂t_{xy} ∂x + ∂t_{yy} ∂y + ∂t_{yz} ∂z − [ ~t_{xy} ]_x = ρ

∂^2u_y ∂t^2 , (2.5) ∂t_{xz} ∂x + ∂t_{yz} ∂y + ∂t_{zz} ∂z − [ ~t_{xz} ]_x = ρ

∂^2u_z ∂t^2 ; ( t_{xx}, t_{yy}, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz}, t_{xy} )— = A ( ∂u_x ∂x − [ ~u_x ]_x, ∂u_y ∂y , ∂u_z ∂z , ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y , ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x − [ ~u_z ]_x, ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x − [ ~u_y ]_x )— , (2.6) kotorye analogiqny ravenstvam (1.29) i (1.30).

Vvedem v fftoæ srede vtoru¸ sistemu trewin, perpendikulØrnyh osi z i opisyvaemyh tret~imi graniqnym usloviØ (2.3)

176 L. A. MOLOTKOV na ploskostØh, zadannyh tret~eæ strokoæ ravenstv (2.2). Vyvod uravneniæ ffffektivnoæ modeli v fftom sluqae provoditsØ v osnovnom temi ße primemami, kak i v §1. SvØz~ meßdu matricami W, opredelØ¸wimi smeweniØ i naprØßeniØ na raznyh beregah trewin, perpendikulØrnyh osi z, daetsØ sootnoxeniem (1.6), v kotorom veliqine h i matrice L dobavlØ¸tsØ nißnie indeksy z. DlØ ustanovleniØ svØzi meßdu matricami W na granicah odnogo sloØ zapixem matriqnoe sootnoxenie ( ∂u_z ∂z , ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y , ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x − [ ~u_z ]_x, t_{xx}, t_{yy}, t_{xy} )— = = B ( t_{zz}, t_{yz}, t_{xz}, ∂u_x ∂x − [ ~u_x ]_x, ∂u_y ∂y , ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x − [ ~u_y ]_x )— , (2.7)

analogiqnoe ravenstvu (1.10). Matrica B v uravnenii (2.7) popreßnemu vyraßaetsØ formuloæ (1.11). Na osnovanii ravenstv (2.5) i (2.7) zapisyvaetsØ uravnenie dW dz = – W + Δ (2.8)

vmesto ravenstva (1.14). �lementy matricy – opredelØ¸tsØ formulami (1.13), a matrica Δ vyraßaetsØ formuloæ Δ = ( − b_{34}[ ~u_x ]_x − b_{36}[ ~u_y ]_x + [ ~u_z ]_x, −b_{24}[ ~u_x ]_x − b_{26}[ ~u_y ]_x, −b_{14}[ ~u_x ]_x−

−b_{16}[ ~u_y ]_x, [ ~t_{xz} ]_x, ( b_{64} ∂ ∂x +b_{54} ∂ ∂y ) [ ~u_x ]+ ( b_{66} ∂ ∂x +b_{56} ∂ ∂y ) [ ~u_y ]+[ ~t_{xy} ]_x, ( b_{44} ∂ ∂x + b_{64} ∂ ∂y ) [ ~u_x ]_x + ( b_{46} ∂ ∂x + b_{66} ∂ ∂y ) [ ~u_y ]_x + [ ~t_{xx} ]_x )— . (2.9)

Rexenie uravneniØ (2.8) s naqal~nym usloviem W | |_{z=0} = W0 (2.10) predstavlØetsØ sootnoxeniem W(z) = e^z–– (W_0 + –^{−1}Δ) − –^{−1}Δ. (2.11) Iz ravenstva (2.10) s uqetom formuly (1.6) sledu¸t vyraßeniØ W(h_z − 0) = e^{hz} –– (W_0 + –^{−1}Δ) − –^{−1}Δ,

W(h_z + 0) = (E + h_zL_z) [ e^{hz} –– (W_0 + –^{−1}Δ) − –^{−1}Δ

] (2.12)

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 177 dlØ matricy W na beregah trewiny z = h_z. Analogiqnye ravenstva

W(ih_z − 0) = e^{hz} –– [ W ( (i − 1)h_z − 0 ) + –^{−1}Δ^] − –^{−1}Δ,

W(ih_z + 0) = (E + h_zL_z)W(ih_z − 0) (i = 1, 2, . . . , n − 1)

(2.13)

zapisyva¸tsØ dlØ matricy W na beregah trewiny z = ih_z. S uqetom malosti tolwiny h_z sootnoxeniØ (2.13) polezno zamenit~ na formuly

W(ih_z + 0) = GW ( (i − 1)h_z − 0 ) + F,

W(ih_z − 0) = (E + h_zL_z)^{−1}W(ih_z + 0),

(2.14)

v kotoryh

G = E + h_z(– + L_z), F = h [ E + h_z(L_z + – /2) ] Δ. (2.15)

Ravenstva (2.14) mogut rassmatrivat~sØ kak rekurrentnye sootnoxeniØ i pozvolØ¸t ustanovit~ svØz~

W(H_z) = (E+h_z L_z)^{−1} [ G^nW_0 + ( G^{n−1} +G^{n−2} +. . . G+E ) F ] (2.16)

meßdu matricami W na vnexnih granicah oblasti. Ispol~zuØ formulu dlØ summy qlenov geometriqeskoæ progressii i ravenstvo lim_{n→∞} G^n = e^{Hz (}––^+L^{z )}, (2.17)

poluqim posle predel~nogo perehoda sootnoxenie

W(H_z ) = e^{Hz (}––^+L^{z )}W_0 + [ e^{Hz (}––^+L^{z )} − E ] (– + Lz)^{−1}Δ. (2.18)

Tak kak sreda moßet byt~ ograniqena l¸boæ ploskost~¸ z = const (0 < z 6 H_z), to spravedlivo ravenstvo

W(z) = e^{z(}––^+L^{z )}W_0 + [ e^{z(}––^+L^{z )} − E ] (– + Lz)^{−1}Δ, (2.19)

analogiqnoe sootnoxeni¸ (1.21).

Posle differencirovaniØ formuly (2.19) po z prihodim k matriqnomu uravneni¸ dW(z) dz = (– + Lz)W(z) + Δ, (2.20)

178 L. A. MOLOTKOV opisyva¸wemu predel~noe volnovoe pole. Uravnenie (2.20) ravnosil~no 6 skalØrnym uravneniØm otnositel~no u_x, u_y, u_z, t_{zz}, t_{yz} i t_{xz}. Qtoby vyrazit~ ostal~nye 3 veliqiny t_{xx}, t_{yy} i t_{xy}, neobhodimo ispol~zovat~ matriqnoe ravenstvo (2.7), iz kotorogo sledu¸t sootnoxeniØ

t_{xx} = b_{41}t_{zz} + b_{42}t_{yz} + b_{43}t_{xz} + b_{44} ( ∂u_x ∂x − [ ~u_x ]_x ) + b_{45} ∂u_y ∂y + + b_{46} ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x − [u_y]_x ) , t_{yy} = b_{51}t_{zz} + b_{52}t_{yz} + b_{53}t_{xz} + b_{54} ( ∂u_x ∂x − [ ~u_x ]_x ) + b_{55} ∂u_y ∂y + + b_{56} ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x − [u_y]_x ) , t_{xy} = b_{61}t_{zz} + b_{62}t_{yz} + b_{63}t_{xz} + b_{64} ( ∂u_x ∂x − [ ~u_x ]_x ) + b_{65} ∂u_y ∂y + + b_{66} ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x − [u_y]_x ) ,

(2.21)

analogiqnye (1.23). Ravenstva (2.21) spravedlivy do i posle predel~nogo perehoda. SravnivaØ uravneniØ (2.8) i (2.21) do predel~nogo perehoda s uravneniØmi (2.20) i (2.21) posle predel~nogo perehoda, prihodim k vyvodu, qto v rezul~tate predel~nogo perehoda matrica – zamenØetsØ, kak i v §1, na sum-

mu – + Lz. DlØ matriqnogo proizvedeniØ LzW, opredelØ¸wego

skaqki na trewinah vdol~ osi z, spravedlivy, soglasno issledovaniØm §1, formuly

L_zW = [ ~W ]_z, [ ~W ]_z = lim_{h→0}

[W]_z h . (2.22)

S uqetom (2.22) sootnoxenie (2.20) zamenØetsØ uravneniem dW dz = – W + Δ + [^~W ]z. (2.23)

Na osnovanii sravneniØ uravneniæ (2.8) i (2.23) sleduet, qto perehod ot uprugoæ sredy s odnoæ sistemoæ trewin k uprugoæ srede s dvumØ sistemami trewin svoditsØ k zamene dW dz → dW dz − [ ~W ]_z (2.24)

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 179 v uravneniØh. AnalogiqnaØ zamena byla takße provedena v §1. Pri perehode ot uravneniæ (2.21) i (2.23) k uravneniØm, analogiqnym ravenstvam (2.5) i (2.6), ne vypolnØ¸tsØ operacii differencirovaniØ i integrirovaniØ po z. UqityvaØ ffto utverßdenie i provodØ operacii, vypolnennye v §1, prihodim k ravenstvam ∂t_{xx} ∂x + ∂t_{xy} ∂y + ∂t_{xz} ∂z − [ ~t_{xx} ]_x − [ ~t_{xz} ]_z = ρ

∂^2u_x ∂t^2 , ∂t_{xy} ∂x + ∂t_{yy} ∂y + ∂t_{yz} ∂z − [ ~t_{xy} ]_x − [ ~t_{yz} ]_z = ρ

∂^2u_y ∂t^2 , (2.25) ∂t_{xz} ∂x + ∂t_{yz} ∂y + ∂t_{zz} ∂z − [ ~t_{xz} ]_x − [ ~t_{zz} ]_z = ρ

∂^2u_z ∂t^2 ; ( t_{xx}, t_{yy}, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz}, t_{xy} )— = = A ( ∂u_x ∂x − [ ~u_x ]_x, ∂u_y ∂y , ∂u_z ∂z − [ ~u_z ]_z, ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y − [ ~u_y ]_z, ∂u_x ∂y + ∂u_z ∂x − [u_z]_x − [u_x]_z, ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x − [u_y]_z )— ; (2.26) ( [ ~u_x ]_x, [ ~u_y ]_x, [ ~u_z ]_x, [ ~t_{xz} ]_x, [ ~t_{xy} ]_x, [ ~t_{xx} ]_x )— = = L_x ( u_x, u_y, u_z, t_{xz}, t_{xy}, t_{xx} )— , ( [ ~u_x ]_z, [ ~u_y ]_z, [ ~u_z ]_z, [ ~t_{zz} ]_z, [ ~t_{yz} ]_z, [ ~t_{xz} ]_z )— = = L_z ( u_x, u_y, u_z, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz} )— , (2.27)

opisyva¸wim ffffektivnu¸ model~ uprugoæ sredy, pereseqennoæ dvumØ sistemami trewin, perpendikulØrnyh osØm x i z. Kak vidno iz uravneniæ (2.25)–(2.27), koordinaty x i z okazyva¸tsØ “ravnopravnymi” v poluqennyh uravneniØh i rezul~tat ne zavisit ot porØdka osredneniæ. Poslednee obstoØtel~stvo rasxirØet oblast~ primenimosti uravneniæ (2.25)–(2.27) i pozvolØet pereæti k rassmotreni¸ sluqaØ, kogda imeet mesto tri sistemy trewin, perpendikulØrnyh osØm x, y i z.

Pust~ zadana uprugaØ sreda, opisyvaemaØ uravneniØmi (1.8) i (1.9) i pererezannaØ trewinami (2.2), na kotoryh vypolnØ¸tsØ

180 L. A. MOLOTKOV usloviØ (2.3). DlØ poluqeniØ uravneniæ, opisyva¸wih ffffektivnu¸ model~ fftoæ sredy, neobhodimo provesti tret~e osrednenie. Tak kak ffto osrednenie provoditsØ temi ße metodami, kak i vtoroe osrednenie, to ograniqimsØ privedeniem rezul~tatov. �ffektivnaØ model~ uprugoæ sredy s tremØ sistemami trewin opisyvaetsØ uravneniØmi ∂t_{xx} ∂x + ∂t_{xy} ∂y + ∂t_{xz} ∂z − [ ~t_{xx} ]_x − [ ~t_{xy} ]_y − [ ~t_{xz} ]_z = ρ

∂^2u_x ∂t^2 , ∂t_{xy} ∂x + ∂t_{yy} ∂y + ∂t_{yz} ∂z − [ ~t_{xy} ]_x − [ ~t_{yy} ]_y − [ ~t_{yz} ]_z = ρ

∂^2u_y ∂t^2 , (2.28) ∂t_{xz} ∂x + ∂t_{yz} ∂y + ∂t_{zz} ∂z − [ ~t_{xz} ]_x − [ ~t_{xz} ]_y − [ ~t_{zz} ]_z = ρ

∂^2u_z ∂t^2 ;

( t_{xx}, t_{yy}, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz}, t_{xy} )— = A ( ∂u_x ∂x − [ ~u_x ]_x, ∂u_y ∂y − [ ~u_y ]_y, ∂u_z ∂z − [ ~u_z ]_z, ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y − [ ~u_y ]_z − [ ~u_z ]_y, (2.29) ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x − [ ~u_x ]_z − [ ~u_z ]_x, ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x − [ ~u_x ]_y − [ ~u_y ]_x )— ; ( [ ~u_x ]_x, [ ~u_y ]_x, [ ~u_z ]_x, [ ~t_{xz} ]_x, [ ~t_{xy} ]_x, [ ~t_{xx} ]_x )— = = L_x ( u_x, u_y, u_z, t_{xz}, t_{xy}, t_{xx} )— , ( [ ~u_x ]_y, [ ~u_y ]_y, [ ~u_z ]_y, [ ~t_{yz} ]_y, [ ~t_{yy} ]_y, [ ~t_{xy} ]_y )— = = L_y ( u_x, u_y, u_z, t_{yz}, t_{yy}, t_{xy} )— , ( [ ~u_x ]_z, [ ~u_y ]_z, [ ~u_z ]_z, [ ~t_{zz} ]_z, [ ~t_{yz} ]_z, [ ~t_{xz} ]_z )— = = L_z ( u_x, u_y, u_z, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz} )— ,

(2.30)

§3. PreobrazovaniØ uravneniØ zakona Guka dlØ ffffektivnyh modeleæ Nedostatok uravneniæ (1.30) i sootnoxeniæ (1.31) sostoit v tom, qto komponenty tenzora naprØßeniæ vhodØt v obe qasti uravneniæ (1.30). Pofftomu polezno vyrazit~ ffti komponenty iz

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 181 ukazannyh uravneniæ. S fftoæ cel~¸ predstavim uravneniØ (1.30) i (1.31) v vide ravenstv t_{xx} t_{yy} t_{zz} t_{yz} t_{xz} t_{xy} = A ∂u_x/∂x ∂u_y/∂y ∂u_z /∂z ∂u_y/∂z + ∂u_z /∂y ∂u_x/∂z + ∂u_z/∂x ∂u_x/∂y + ∂u_y/∂x − A 0 0 [ ~u_z ] [ ~u_y ] [ ~u_x ] 0 , (3.1)

[ ~u_z ] [ ~u_y ] [ ~u_x ] = l_{34} l_{35} l_{36} l_{24} l_{25} l_{26} l_{14} l_{15} l_{16} t_{zz} t_{yz} t_{xz} +

+ l_{31} l_{32} l_{33} l_{21} l_{22} l_{23} l_{11} l_{12} l_{13} u_x u_y u_z . (3.2)

Ob¨edinØØ uravneniØ (3.1) i (3.2), prihodim k matriqnomu uravneni¸ t_{xx} t_{yy} t_{zz} t_{yz} t_{xz} t_{xy} = A ∂u_x/∂x ∂u_y/∂y ∂u_z /∂z ∂u_y/∂z + ∂u_z/∂y ∂u_x/∂z + ∂_z/∂x ∂u_x/∂y + ∂u_y/∂x − A~L t_{xx} t_{yy} t_{zz} t_{yz} t_{xz} t_{xy} − AL^′ u_x u_y u_z 0 0 0 ,

(3.3) gde

~L =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 l_{34} l_{35} l_{36} 0 0 0 l_{24} l_{25} l_{26} 0 0 0 l_{14} l_{15} l_{16} 0 0 0 0 0 0 0 ,

L^′ =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 l_{31} l_{32} l_{33} 0 0 0 l_{21} l_{22} l_{23} 0 0 0 l_{11} l_{12} l_{13} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 .

(3.4)

182 L. A. MOLOTKOV Iz sootnoxeniØ (3.3) sleduet ravenstvo t_{xx} t_{yy} t_{zz} t_{yz} t_{xz} t_{xy} = (E + A~L)^{−1}A ∂u_x/∂x ∂u_y/∂y ∂u_z/∂z ∂u_y/∂z + ∂u_z/∂y ∂u_x/∂z + ∂u_z/∂x ∂u_x/∂y + ∂u_y/∂x −

−(E + A~L)^{−1}AL^′ u_x u_y u_z 0 0 0 , (3.5)

v kotorom komponenty naprØßeniæ vyraßa¸tsØ tol~ko qerez smeweniØ.

V sluqae, kogda matrica

l_{34} l_{35} l_{36} l_{24} l_{25} l_{26} l_{14} l_{15} l_{16} (3.6) – simmetriqnaØ i poloßitel~no opredelennaØ, polezno zamenit~ uravnenie (3.5) ravenstvom t_{xx} t_{yy} t_{zz} t_{yz} t_{xz} t_{xy} = D ∂u_x/∂x ∂u_y/∂y ∂u_z/∂z ∂u_y/∂z + ∂u_z/∂y ∂u_x/∂z + ∂u_z/∂x ∂u_x/∂y + ∂u_y/∂x − L^′ u_x u_y u_z 0 0 0 , (3.7)

gde D = (A^{−1} + L)^{−1}. (3.8)

Tak kak A – simmetriqnaØ i poloßitel~no opredelennaØ matrica, to na osnovanii teorem ob obratnyh simmetriqnyh i poloßitel~no opredelennyh matricah i o summe takih matric sleduet, qto D – takße simmetriqnaØ i poloßitel~no opredelennaØ matrica. V sluqae, kogda L^′ – nulevaØ matrica i vtoroe slagaemoe v pravoæ qasti ravenstva (3.7) otsutstvuet, sootnoxenie (3.7) polnost~¸ sootvetstvuet zakonu Guka dlØ uprugoæ sredy.

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 183 �tot sluqaæ byl rassmotren v rabote [11]. V otliqie ot raboty [11] poluqennaØ v nastoØweæ stat~e ffffektivnaØ model~ opisyvaetsØ uravneniØmi (1.29) i (3.7), v kotoryh soderßatsØ dopolnitel~nye slagaemye, soderßawie veliqiny [ ~t_{xz} ], [ ~t_{yz} ], [ ~t_{zz} ] i matricu L^′. DlØ dal~neæxih issledovaniæ zamenim uravnenie (3.7) na sootnoxenie ( t_{xx}, t_{yy}, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz}, t_{xy} )— = D ( ∂u_x ∂x , ∂u_y ∂y , ∂u_z ∂z − [u_z]^′, ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y − [u_y]^′, ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x − [u_x],^′ ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x )— , (3.9)

v kotorom [u_x]^′ = l_{11}u_x + l_{12}u_y + l_{13}u_z, [u_y]^′ = l_{21}u_x + l_{22}u_y + l_{23}u_z, [u_z]^′ = l_{31}u_x + l_{32}u_y + l_{33}u_z.

(3.10)

Poluqennye uravneniØ (3.9) i (3.10) podobny uravneniØm (1.30) i (1.31).

Provedennye preobrazovaniØ uravneniæ zakona Guka mogut byt~ vypolneny takße i v sluqae, kogda sreda razdelena tremØ sistemami trewin, perpendikulØrnyh koordinatnym osØm. Tak kak v fftom sluqae preobrazovaniØ analogiqny preobrazovaniØm dlØ odnoæ sistemy trewin, to ograniqimsØ kratkim izloßeniem sposoba poluqeniØ novyh uravneniæ. Na osnovanii sootnoxeniØ (2.10) i (2.11) prihodim k matriqnomu uravneni¸ t_{xx} t_{yy} t_{zz} t_{yz} t_{xz} t_{xy} = A ∂u_x/∂x ∂u_y/∂y ∂u_z/∂z ∂u_y/∂z + ∂u_z/∂y ∂u_x/∂z + ∂u_z/∂x ∂u_x/∂y + ∂u_y/∂x − A(~L_x + ~L_y + ~L_z) t_{xx} t_{yy} t_{zz} t_{yz} t_{xz} t_{xy} −

−A ( L^′_x + L^′_y + L^′_z )( u_x, u_y, u_z, 0, 0, 0 )— , (3.11)

v kotorom

184 L. A. MOLOTKOV ~L_x + ~L_y + ~L_z =

= l_{x16} 0 0 0 l_{x14} l_{x15} 0 l_{y25} 0 l_{y24} 0 l_{y26} 0 0 l_{z34} l_{z35} l_{z36} 0 0 l_{y35} l_{z24} l_{y34} + l_{z25} l_{z26} l_{y36} l_{x36} 0 l_{z14} l_{z15} l_{x34} + l_{z16} l_{x35} l_{x26} l_{y15} 0 l_{y14} l_{x24} l_{x25} + l_{y16} , (3.12)

L^′_x + L^′_y + L^′_z =

= l_{x11} l_{x12} l_{x13} 0 0 0 l_{y21} l_{y22} l_{y23} 0 0 0 l_{z31} l_{z32} l_{z33} 0 0 0 l_{y31} + l_{z21} l_{y32} + l_{z22} l_{y33} + l_{z23} 0 0 0 l_{x31} + l_{z11} l_{x32} + l_{z12} l_{x33} + l_{z13} 0 0 0 l_{x21} + l_{y11} l_{x22} + l_{y12} l_{x23} + l_{y13} 0 0 0

(3.13)

i l_{xik}, l_{yik}, l_{zik} – sobstvenno fflementy matric L_x, L_y i L_z. Iz ravenstva (3.11) sleduet uravnenie ( t_{xx}, t_{yy}, t_{zz}, t_{yz}, t_{xz}, t_{xy} )— = D ( ∂u_x ∂x − [u_x]^′, ∂u_y ∂y − [u_y]^′_y, ∂u_z ∂z − [u_z]^′, ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y − [u_y]^′_z − [u_y]^′, (3.14) ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x − [u_x]^′_z − [u_z]^′_x, ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x − [u_x]^′_y − [u_y]^′_x )— , gde D = ( A^{−1} + ~L_x + ~L_y + ~L_z )_{−1} ; (3.15)

[u_x]^′_i = l_{i11}u_x + l_{i12}u_y + l_{i13}u_z, [u_y]^′_i = l_{i21}u_x + l_{i22}u_y + l_{i23}u_z, (i = x, y, z) [u_z]^′_i = l_{i31}u_x + l_{i32}u_y + l_{i33}u_z.

(3.16)

Ravenstva (3.14)–(3.16) analogiqny sootnoxeniØm (3.9), (3.8) i (3.10). V sluqae simmetriqnyh i poloßitel~no opredelennyh matric L_x, L_y i L_z matrica D takße ØvlØetsØ simmetriqnoæ i poloßitel~no opredelennoæ. Esli matricy L^′_x, L^′_y i L^′_z okazyva- ¸tsØ nulevymi, to uravnenie (3.14) podobno uravneni¸ zakona

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 185 Guka dlØ uprugoæ sredy s obweæ anizotropieæ. Pri fftom ße predpoloßenii rassmotrenie sred s opredelennym vidom anizotropii i s opredelennym qislom sistem trewin daet vozmoßnost~ legko ustanovit~ tip anizotropii v ffffektivnoæ modeli. Provedennye issledovaniØ takße pozvolØ¸t obosnovat~ rezul~- taty rabot [14, 15], v kotoryh stroilis~ i issledovalis~ ffffektivnye modeli ortotropnoæ i monoklinnoæ uprugih sred s dvumØ sistemami trewin bez obosnovaniØ.

Interesnym ØvlØetsØ qastnyæ sluqaæ, kogda vse tri sistemy trewin ØvlØ¸tsØ odinakovymi, razryvy smeweniæ proporcional~ny tol~ko normal~nym naprØßeniØm i ishodnaØ sreda – izotropnaØ. V fftom sluqae dlØ kofffficientov l_{xik}, l_{yik} i l_{zik} vypolnØ¸tsØ ravenstva

l_{x16} = l_{x25} = l_{x34} = l_{y16} = l_{y25} = l_{y34} = l_{z16} = l_{z25} = l_{z34} = k, (3.17)

a ostal~nye kofffficienty l_{xik}, l_{yik} i l_{zik} obrawa¸tsØ v nuli. Na osnovanii poloßitel~noæ opredelennosti matricy (3.6) sleduet neravenstvo

k > 0. (3.18)

DlØ izotropnoæ uprugoæ sredy matricy A i A^{−1} predstavlØ- ¸tsØ sootnoxeniØmi

A = λ + 2μ, λ, λ λ, λ + 2μ, λ λ, λ, λ + 2μ , μ, μ, μ ,

A^{−1} = 1 2μ(3λ + 2μ) 2(λ + μ), −λ, −λ −λ, 2(λ + μ), −λ −λ, −λ, 2(λ + μ) ,

1 μ , 1 μ , 1 μ . (3.19)

Zakon Guka dlØ ffffektivnoæ modeli v fftom sluqae opredelØetsØ matriceæ

186 L. A. MOLOTKOV

~A^{−1} = (A^′, (μ^{−1} + 2k)(1, 1, 1)),

A^′ = λ+μ μ(3λ+2μ) + k, − λ 2μ(3λ+2μ) , − λ 2μ(3λ+2μ) −^λ 2μ(3λ+2μ) , λ+μ μ(3λ+2μ) + k, − λ 2μ(3λ+2μ) −^λ 2μ(3λ+2μ) , − λ 2μ(3λ+2μ) , λ+μ μ(3λ+2μ) + k . (3.20)

Na osnovanii ravenstv (3.20) prihodim k ravenstvu

~A = ~λ + 2~μ, ~μ, ~μ ~μ, ~λ + 2~μ, ~μ ~μ, ~μ, ~λ + 2~μ , ~μ, ~μ, ~μ , (3.21)

v kotorom ~λ = 1 (1 + 2μk)[1 + k(3λ + 2μ)] , ~μ = μ 1 + 2μk , ~λ + 2~μ = (λ + 2μ) + 2μk(3λ + 2μ) (1 + 2μk)[1 + k(3λ + 2μ)] . (3.22)

Takim obrazom, v fftom sluqae ffffektivnaØ model~ okazyvaetsØ izotropnoæ uprugoæ sredoæ s parametrami (3.22). Otmetim, qto na osnovanii sootnoxeniæ (3.17) i usloviØ (3.18) vypolnØ¸tsØ neravenstva ~λ < λ, ~μ < μ, ~λ + 2~μ < λ + 2μ, (3.23) iz kotoryh sleduet, qto skorosti rasprostraneniØ prodol~nyh i popereqnyh voln v srede s tremØ sistemami trewin men~xe sootvetstvu¸wih skorosteæ v takoæ ße uprugoæ srede bez trewin.

§4. �nergetiqeskie issledovaniØ

�nergetiqeskie issledovaniØ podrobno provedem dlØ sredy s odnoæ sistemoæ trewin, perpendikulØrnyh osi z. Analogiqnymi sposobami provodØtsØ ffnergetiqeskie issledovaniØ v sluqae odnoæ sistemy trewin, perpendikulØrnyh osi x ili y. Vse ffti rezul~taty legko mogut byt~ obobweny na sluqai dvuh ili treh sistem trewin.

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 187 Pomnoßim obe qasti pervogo, vtorogo i tret~ego uravneniæ (1.29) sootvetstvenno na ρ∂u_x/∂t, ρ∂u_y /∂t, ρ∂u_z /∂t i posle fflementarnyh preobrazovaniæ poluqim ∂ ∂x ( t_{xx} ∂u_x ∂t ) + ∂ ∂y ( t_{xy} ∂u_x ∂t ) + ∂ ∂z ( t_{xz} ∂u_x ∂t ) = = ρ 2 ∂ ∂t ( ∂u_x ∂t )_2 + ∂u_x ∂t [ ~t_{xz} ] + t_{xx} ∂^2u_x ∂t∂x + t_{xy} ∂^2u_x ∂t∂y + t_{xz} ∂^2u_x ∂t∂z , ∂ ∂x ( t_{xy} ∂u_y ∂t ) + ∂ ∂y ( t_{yy} ∂u_y ∂t ) + ∂ ∂z ( t_{yz} ∂u_y ∂t ) = (4.1) = ρ 2 ∂ ∂t ( ∂u_y ∂t )_2 + ∂u_y ∂t [ ~t_{yz} ] + t_{xy} ∂^2u_y ∂t∂x + t_{yy} ∂^2u_y ∂t∂z + t_{yz} ∂^2u_y ∂t∂z , ∂ ∂x ( t_{xz} ∂u_z ∂t ) + ∂ ∂y ( t_{yz} ∂u_z ∂t ) + ∂ ∂z ( t_{zz} ∂u_z ∂t ) = = ρ 2 ∂ ∂t ( ∂u_z ∂t )_2 + ∂u_z ∂t [ ~t_{zz} ] + t_{xz} ∂^2u_z ∂t∂x + t_{yz} ∂^2u_z ∂t∂y + t_{zz} ∂^2u_z ∂t∂z . V rezul~tate poqlennogo sloßeniØ uravneniæ (4.1) prihodim k uravneni¸ ffnergetiqeskogo balansa ∂p_x ∂x + ∂p_y ∂y + ∂p_z ∂z = ∂W_k ∂t + ∂W_p ∂t , (4.2)

v kotorom p_x = t_{xx} ∂u_x ∂t + t_{xy} ∂u_y ∂t + t_{xz} ∂u_z ∂t , p_y = t_{xy} ∂u_x ∂t + t_{yy} ∂u_y ∂t + t_{yz} ∂u_z ∂t , p_z = t_{xz} ∂u_x ∂t + t_{yz} ∂u_y ∂t + t_{zz} ∂u_z ∂t (4.3)

– potoki ffnergiæ vdol~ oseæ x, y, z,

W_k = ρ 2 [( ∂u_x ∂t )_2 + ( ∂u_y ∂t )_2 + ( ∂u_z ∂t )_2] (4.4)

– plotnost~ kinetiqeskoæ ffnergii i ∂W_p ∂t = t_{xx} ∂^2u_x ∂t∂x + t_{xy} ∂ ∂t ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x ) + t_{xz} ∂ ∂t ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x ) +

188 L. A. MOLOTKOV + t_{yy} ∂^2u_y ∂t∂y + t_{yz} ∂ ∂t ( ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y ) + + t_{zz} ∂^2u_z ∂t∂z + ∂u_x ∂t [ ~t_{xz} ] + ∂u_y ∂t [ ~t_{yz} ] + ∂u_z ∂t [ ~t_{zz} ]. (4.5)

OstanovimsØ na issledovanii vyraßeniØ (4.5) i podstavim v nego skalØrnye ravenstva, sootvetstvu¸wie matriqnomu sootnoxeni¸ (3.9). Posle fftoæ podstanovki skorost~ izmeneniØ plotnosti potencial~noæ ffnergii polezno predstavit~ ravenstvom ∂W_p ∂t = ∂W_{p1} ∂t + ∂W_{p2} ∂t , (4.6) v kotorom ∂W_{p1} ∂t = t^′_{xx} ∂^2u_x ∂t∂x + t^′_{xy} ∂ ∂t ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x ) + t^′_{xz} ∂ ∂t ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x ) + + t^′_{yy} ∂^2u_y ∂t∂y + t^′_{yz} ∂ ∂t ( ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y ) + t^′_{zz} ∂^2u_z ∂t∂z , (4.7) ( t^′_{xx}, t^′_{yy}, t^′_{zz}, t^′_{yz}, t^′_{xz}, t^′_{xy} )— = = D ( ∂u_x ∂x , ∂u_y ∂y , ∂u_z ∂z , ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y , ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x , ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y )— . (4.8)

Vtoroe slagaemoe v summe (4.6) budet rassmotreno niße. Iz matriqnogo sootnoxeniØ (4.8) s uqetom formuly (3.8) sleduet ravenstvo ( ∂u_x ∂x , ∂u_y ∂y , ∂u_z ∂z , ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y , ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x , ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y )— = = (A^{−1} + ~L) ( t^′_{xx}, t^′_{yy}, t^′_{zz}, t^′_{yz}, t^′_{xz}, t^′_{xy} )— . (4.9)

V rezul~tate podstanovki skalØrnyh sootnoxeniæ, sledu¸wih iz matriqnogo ravenstva (4.9), poluqaem sootnoxeniØ ∂W_{p1} ∂t = ∂W_{p11} ∂t + ∂W_{p12} ∂t , (4.10)

W_{p11} = 1 2 ~a_{11}t^{′2}_{xx} + ~a_{12}t_{xx}t_{yy} + ~a_{13}t_{xx}t_{zz} + ~a_{14}t_{xx}t_{yz}+

+ ~a_{15}t_{xx}t_{xz} + ~a_{16}t_{xx}t_{xy} + 1 2 ~a_{22}t^{′2}_{yy} + ~a_{23}t_{yy}t_{zz}+

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 189

+ ~a_{24}t_{yy}t_{yz} + ~a_{25}t_{yy}t_{xz} + ~a_{26}t_{yy}t_{xy} + 1 2 ~a_{33}t^2_{zz}+

+ ~a_{34}t_{zz}t_{yz} + ~a_{35}t_{zz}t_{xz} + ~a_{36}t_{zz} t_{xy} + 1 2 ~a_{44}t^2_{yz}+

+ ~a_{45}t_{yz}t_{xz} + ~a_{46}t_{yz}t_{xy} + 1 2 ~a_{55}t^2_{xz} + ~a_{56}t_{xz}t_{xy} + 1 2 ~a_{66}t^2_{xy},

(4.11)

W_{p12} = 1 2 l_{34}t^{′2}_{zz} + l_{35}t^′_{zz}t^′_{yz} + l_{36}t^′_{zz}t^′_{xz}+ + 1 2 l_{25}t^{′2}_{yz} + l_{26}t^′_{yz}t^′_{xz} + l_{16} 2 t^{′2}_{xz}, (4.12)

v kotoryh ~a_{ik} – fflementy obratnoæ matricy A^{−1}. Pri napisanii formul (4.12) predpolagaetsØ, qto matrica (3.6) ØvlØetsØ simmetriqnoæ i poloßitel~no opredelennoæ. Pri fftih predpoloßeniØh obe kvadratiqnye formy (4.11) i (4.12) ØvlØ¸tsØ poloßitel~no opredelennymi. Formula (4.11) opisyvaet plotnost~ potencial~noæ ffnergii uprugoæ sredy, a forma (4.12) uqityvaet dopolnitel~nu¸ plotnost~ potencial~noæ ffnergii, svØzannu¸ s naliqiem v srede razryvov smeweniæ, proporcional~nyh naprØßeniØm. VyraßeniØ dlØ fftoæ formy bylo poluqeno v rabote [11].

Vtoroe slagaemoe v ravenstve (4.6) predstavlØetsØ sootnoxeniem ∂W_{p2} ∂t = ∂u_x ∂t [ ~t_{xz} ] + ∂u_y ∂t [ ~t_{yz} ] + ∂u_z ∂t [ ~t_{zz} ]− − ∂^2u_x ∂t∂x ( d_{13}[u_z]^′ + d_{14}[u_y]^′ + d_{15}[u_x]^′ ) − − ∂^2u_y ∂t∂y ( d_{23}[u_z]^′ + d_{24}[u_y]^′ + d_{25}[u_x]^′ ) − − ∂^2u_z ∂t∂z ( d_{33}[u_z]^′ + d_{34}[u_y]^′ + d_{35}[u_x]^′ ) − − ∂ ∂t ( ∂u_y ∂z + ∂u_z ∂y )( d_{43}[u_z]^′ + d_{44}[u_y]^′ + d_{45}[u_x]^′ ) − − ∂ ∂t ( ∂u_x ∂z + ∂u_z ∂x )( d_{53}[u_z]^′ + d_{54}[u_y]^′ + d_{55}[u_x]^′ ) − − ∂ ∂t ( ∂u_x ∂y + ∂u_y ∂x )( d_{63}[u_z]^′ + d_{64}[u_y]^′ + d_{65}[u_x]^′ ) .

(4.13)

Ob¨edinØØ qleny, soderßawie skaqki smewenniæ [u_z], [u_y] i [u_x], i ispol~zuØ matriqnoe ravenstvo (3.9), zamenim sootnoxenie

190 L. A. MOLOTKOV (4.13) formuloæ ∂W_{p2} ∂t = ∂u_x ∂t [ ~t_{xz} ] + ∂u_y ∂t [ ~t_{yz} ] + ∂u_z ∂t [ ~t_{zz} ]− − [u_z]^′ ( ∂t_{zz} ∂t + d_{33} ∂[u_z]^′ ∂t + d_{34} ∂[u_y]^′ ∂t + d_{35} ∂[u_x]^′ ∂t ) − − [u_y]^′ ( ∂t_{yz} ∂t + d_{43} ∂[u_z]^′ ∂t + d_{44} ∂[u_y]^′ ∂t + d_{45} ∂[u_x]^′ ∂t ) − − [u_x]^′ ( ∂t_{xz} ∂t + d_{53} ∂[u_z]^′ ∂t + d_{54} ∂[u_y]^′ ∂t + d_{55} ∂[u_x]^′ ∂t ) .

(4.14)

V poluqennu¸ formulu (4.14) podstavim vyraßeniØ (1.31) i (3.10) dlØ veliqin [u_x]^′, [u_y]^′, [u_z]^′, [ ~t_{xz} ], [ ~t_{yz} ], [ ~t_{zz} ] i predstavim proizvodnu¸ ∂W_{p2}/∂t v vide summy ∂W_{p2} ∂t = ∂W_{p21} ∂t + ∂W_{p22} ∂t , (4.15)

v kotoroæ ∂W_{p21} ∂t = ∂u_x ∂t ( l_{61}u_x + l_{62}u_y + l_{63}u_z ) + ∂u_y ∂t ( l_{51}u_x + l_{52}u_y + l_{53}u_z ) + + ∂u_z ∂t ( l_{41}u_x + l_{42}u_y + l_{43}u_z ) , (4.16)

∂W_{p22} ∂t = ∂u_x ∂t ( l_{64}t_{zz} + l_{65}t_{yz} + l_{66}t_{xz} ) + ∂u_y ∂t ( l_{54}t_{zz} + l_{55}t_{yz} + l_{56}t_{xz} ) + ∂u_z ∂t ( l_{44}t_{zz} + l_{45}t_{yz} + l_{46}t_{xz} ) − ∂t_{zz} ∂t ( l_{31}u_x + l_{32}u_y + l_{33}u_z ) − ∂t_{yz} ∂t ( l_{21}u_x + l_{22}u_y + l_{23}u_z ) − ∂t_{xz} ∂t ( l_{11}u_x + l_{12}u_y + l_{13}u_z ) − − 1 2 ∂ ∂t { d_{33}[u_z]^{′2} + 2d_{34}[u_y]^′ [u_z]^′ + 2d_{35}[u_x]^′ [u_z]^′ + d_{44}[u_y]^{′2}+

+ 2d_{45}[u_x]^′ [u_y]^′ + d_{55}[u_x]^{′2} } . (4.17)

Veliqina ∂W_{p21}/∂t opredelØetsØ matriceæ

l_{61} l_{62} l_{63} l_{51} l_{52} l_{53} l_{41} l_{42} l_{43} , (4.18)

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 191 harakterizu¸weæ zavisimost~ skaqkov naprØßeniæ ot smeweniæ. V sluqae, kogda matrica (4.18) – simmetriqnaØ i poloßitel~no opredelennaØ, dlØ fftoæ qasti plotnosti potencial~noæ ffnergii W_{p21} spravedlivo sootnoxenie

W_{p21} = l_{61} 2 u^2_x + l_{62}u_xu_y + l_{63}u_xu_z + l_{52} 2 u^2_y + l_{53}u_yu_z + l_{43} 2 u^2_z. (4.19)

Toßdestvennye preobrazovaniØ formuly (4.17) privodØt k ravenstvu ∂W_{p22} ∂t = [ (l_{33} + l_{44})t_{zz} ∂u_z ∂t + (l_{32} + l_{54})t_{zz} ∂u_y ∂t + (l_{31} + l_{64})t_{zz} ∂u_x ∂t + + (l_{23} + l_{45})t_{yz} ∂u_z ∂t + (l_{22} + l_{55})t_{yz} ∂u_y ∂t + (l_{21} + l_{65})t_{yz} ∂u_x ∂t + + (l_{13} + l_{46})t_{xz} ∂u_z ∂t + (l_{12} + l_{56})t_{xz} ∂u_y ∂t + (l_{11} + l_{66})t_{xz} ∂u_x ∂t ] − − ∂ ∂t [ t_{zz} ( l_{31}u_x + l_{32}u_y + l_{33}u_z ) + t_{yz} ( l_{21}u_x + l_{22}u_y + l_{23}u_z ) + + t_{xz} ( l_{11}u_x + l_{12}u_y + l_{13}u_z ) + d_{33} 2 ( [u_z]^′

)_2 + d_{44} 2 ( [u_y]^′

)_2 + (4.20) + d_{55} 2 ( [u_x]^′

)_2

+ d_{34}[u_y]^′ [u_z]^′ + d_{35}[u_x]^′ [u_z]^′ + d_{45}[u_x]^′ [u_y]^′ ] . Esli predpoloßit~ vypolnenie sootnoxeniØ l_{11} l_{12} l_{13} l_{21} l_{22} l_{23} l_{31} l_{32} l_{33} = − l_{66} l_{56} l_{46} l_{65} l_{55} l_{45} l_{64} l_{54} l_{44} (4.21) meßdu matricami, opredelØ¸wimi veliqinu ∂W_{p2}/∂t, i ispol~- zovat~ ravenstva (3.9), (3.10) i (4.8), to pervoe slagaemoe v formule (4.20) obratitsØ v nul~ i pridem k okonqatel~nomu vyraßeni¸

W_{p22} = d_{33} 2 ( [u_z]^′

)_2 + d_{44} 2 ( [u_y]^′

)_2 + d_{55} 2 ( [u_x]^′

)_2 + + d_{34}[u_y]^′ [u_z]^′ + d_{45}[u_x]^′ [u_y]^′ + d_{35}[u_x]^′ [u_z]^′− − [u_z]^′t^′_{zz} − [u_y]^′t^′_{yz} − [u_x]^′t^′_{xz}

(4.22)

dlØ veliqiny W_{p22}.

192 L. A. MOLOTKOV

Takim obrazom, potencial~naØ ffnergiØ ffffektivnoæ modeli sostoit iz uprugoæ ffnergii (4.11) i treh dopolnitel~nyh slagaemyh (4.12), (4.19) i (4.22), opredelØemyh matriceæ (3.6), matriceæ (4.18) i matricami, vhodØwimi v sootnoxenie (4.21). V sluqae simmetrii matric (3.6) i (4.8), vypolneniØ usloviØ (4.21), a takße pri ffnergetiqeskoæ izolirovannosti sredy

p_x = 0, p_y = 0, p_z = 0 (4.23)

pri z = 0, z = H i pri x, y → ±∞ summarnaØ ffnergiØ sredy, soglasno uravneni¸ (4.2), ne zavisit ot vremeni i imeet mesto ravenstvo ∫∫∫ V (W_p + W_k)dV = const, (4.24)

v kotoroæ integrirovanie provoditsØ po vsemu ob¨emu sredy V . Otmetim, qto ukazannye usloviØ postoØnstva ffnergii svodØtsØ k tomu, qto v fflementy, vhodØwie v matricy (3.6) i (4.8), ØvlØ¸tsØ simmetriqnymi otnositel~no vtoroæ diagonali matricy L, a ostal~nye fflementy okazyva¸tsØ antisimmetriqnymi otnositel~no toæ ße diagonali. Pri naruxenii fftih usloviæ v modeli voznikaet poglowenie ili samovozbußdenie. V sluqae, kogda skaqki smeweniæ zavisØt ot srednih smeweniæ, a skaqki naprØßeniæ opredelØ¸tsØ naprØßeniØmi, voznika¸wie poglowenie i samovozbußdenie gasØt drug druga tol~ko pri vypolnenii usloviØ (4.21).

Literatura

1. L. A. Molotkov, O ffkvivalentnosti sloisto-periodiqeskih i transversal~no-izotropnyh sistem. — Zap. nauqn. semin. LOMI 89 (1979), 219–233.

2. L. A. Molotkov, O metodah vyvoda uravneniæ, opisyva¸wih ffffektivnye modeli sloistyh sred. — Zap. nauqn. semin. POMI 250 (1998), 219–243.

3. L. J. Pyrak-Nolte, L. R. Myer, N. G. W. Cook, Transmission of seismic waves across single natural fractures. — J. Geophys. Res. 95, No. B6 (1990), 8617–8638.

4. J. A. Hudson, Overall properties of heterogeneous materials. — Geophys. J. Int.

107 (1991), 505–511.

5. S. R. Tod, J. A. Hudson, Continuity conditions of a fault consisting of obliquely aligned cracks. — Geophys. J. Int. 144 (2001), 679–684.

6. M. Schoenberg, Reflection of elastic waves from periodically stratified media with interfacial slip. — Geophys. Prosp. 31 (1983), 265–292.

O RASPROSTRANENII VOLN V UPRUGO` SREDE 193

7. M. Schoenberg, Elastic wave behavior arcoss linear slip interfaces. — J. Acoust.

Soc. Am. 68, No. 5 (1980), 1516–1521.

8. C-J. Hsu, M. Schoenberg, Elastic waves through a simulated fractured medium.

— Geophysics 58, No. 7 (1983), 964–977.

9. M. Schoenberg, J. Douma, Elastic wave propagation in media with parallel fractures and aligned cracks. — Geophys. Prospecting 36 (1988), 571–590.

10. M. Schoenberg, F. Muir, A calculus for finely layered anisotropic media. — Geophysics 54, No. 6 (1980), 581–589.

11. L. A. Molotkov, A. V. Bakulin, �ffektivnye modeli trewinovatoæ sredy s trewinami, opisyvaemymi poverhnostØmi razryvov smeweniæ. — Zap. nauqn. semin. POMI 218 (1994), 118–137.

12. L. A. Molotkov, Issledovanie rasprostraneniØ voln v poristyh i trewinovatyh sredah na osnove ffffektivnyh modeleæ Bio i sloistyh sred. SPb, 2001, 348 s.

13. A. Bakulin, V. Grechka, I. Tsvankin, Estimation of fracture parametric from reflection seismic data – Part I: HTI model due to a single fracture set. — Geophysics 65, No. 6 (2000), 1788–1802.

14. A. Bakulin, V. Grechka, I. Tsvankin, Estimation of fracture parametric from reflection seismic data – Part II: Fractured models with orthorhombic symmetry. — Geophysics 65, No. 6 (2000), 1803–1817.

15. A. Bakulin, V. Grechka, I. Tsvankin, Estimation of fracture parametric from reflection seismic data – Part III: Fractured models with monoclinic symmetry. — Geophysics 65, No. 6 (2000), 1818–1830.

Molotkov L. A. On wave propagation in the elastic medium intersected by systems of parallel fractures.

The elastic anisotropic medium intersected by systems of parallel fractures is investigated. Every fracture is considered as a plane boundary with jumps of displacements and stresses and these jumps are linear functions of displacements and stresses averaged on the boundary. For this medium the effective model is constructed by means of the method of matrix averaging. The equations of this model describe wave propagation in the given medium and are more complicate than the equations of the elasticity theory. In particular cases the obtained equations are converted to the equations of elastic media. On the basis of the equations of the effective model, the expressions for densities of the kinetic and potential energies are derived, and the conditions of absoption in the medium are established.

Postupilo 25 ØnvarØ 2002 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN