Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 285, 2002 g.

V. V. Borisov PROIZVOD˚WIE FUNKCII SFOKUSIROVANNYH VOLNOVYH MOD TIPA BESSEL˚–GAUSSA

Lokalizovannye rexeniØ volnovogo uravneniØ (sfokusirovannye volnovye mody) tipa BesselØ–Gaussa nulevogo porØdka pervonaqal~no poluqeny v rabote [1] kak superpoziciØ ploskih voln. Mody porØdka m postroeny pozdnee na osnove rexeniØ naqal~noæ zadaqi formirovaniØ voln istoqnikom, peremewa¸- wimsØ so skorost~¸ sveta [2]. Bolee obwie rexeniØ rassmatrivaemogo tipa i rodstvennye im legko poluqit~ ishodØ iz izvestnyh volnovyh funkciæ s pomow~¸ preobrazovaniØ Beætmana [3]

Ψ(ρ_0, φ, z_0, τ_0) →~Ψ = = 1 z_0 − τ_0 Ψ ( ρ_0 z_0 − τ_0 , φ, r^2_0 − τ^2_0 − 1 2(z_0 − τ_0) , r^2_0 − τ^2_0 + 1 2(z_0 − τ_0) ) . (1)

Zdes~ i dalee peremennye cilindriqeskoæ sistemy koordinat ρ, φ, z i vremennaØ peremennaØ τ = ct normirovany tak, qto

ρ_0 = λρ, z_0 = λz, τ_0 = λτ, r_0 = √ ρ^2_0 + z^2_0,

c – skorost~ fronta volnovogo vozmuweniØ, λ > 0 – proizvol~naØ postoØnnaØ, Ψ i ~Ψ – rexeniØ volnovogo uravneniØ. V rezul~tate preobrazovaniØ qastnogo rexeniØ volnovogo uravneniØ

Ψ_μ = exp [ i 1 λ ( kτ_0 + √ k^2 − a^2 · z_0 )] · Z_μ ( a λ ρ_0 ) exp(iμφ), (2)

gde Z_μ(x) – rexenie uravneniØ BesselØ, k, a, μ – proizvol~- nye kompleksnye parametry, prihodim k volnovoæ funkcii special~nogo vida, ne menØ¸weæ svo¸ prostranstvenno-vremennu¸

Rabota vypolnena pri qastiqnoæ finansovoæ podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI) grant 99-02-16893. 53

54 V. V. BORISOV strukturu

~Ψ_μ = 1 z_0 − τ_0

· exp [ i 1 λ ( k + √ k^2 − a^2 ) × (3) × ( z_0 + τ_0 + 1 z_0 − τ_0 ( ρ^2_0 + k − √ k^2 − a^2 k + √ k^2 − a^2 ))] Z_μ ( a λ · ρ_0 z_0 − τ_0 ) exp(iμφ). Vyraßenie

Φ = z_0 + τ_0 + ρ^2_0 z_0 − τ_0 (4) udovletvorØet uravneni¸ Gamil~tona–˚kobi i ego moßno interpretirovat~ kak fazovu¸ funkci¸ sfokusirovannyh (lokalizovannyh) mod Brittengama tipov Gaussa, BesselØ–Gaussa, �rmita–Gaussa. Rexenie ~Ψ_μ zavisit ot parametrov k, a, μ, no Øsno, qto ego lineænoe preobrazovanie

τ_0 = ( τ_{0β} − βz_{0β} )/√ 1 − β^2, z_0 = ( z_{0β} − βz_{0β} )/√ 1 − β^2

privodit k novomu nezavisimomu kompleksnomu parametru β v formule (3). V qastnom sluqae μ = m i Z_μ(z) = J_m(z) – funkcii BesselØ, volnovaØ funkciØ (3) poluqena s pomow~¸ preobrazovaniØ (1) v [4]. Otmetim, qto poskol~ku v rabotah [1, 2] ispol~zu- ¸tsØ integral~nye preobrazovaniØ, preobrazovanie Beætmana, po-vidimomu, edinstvennaØ vozmoßnost~ poluqit~ rexenie (3) pri kompleksnyh znaqeniØh parametrov i proizvol~noæ cilindriqeskoæ funkcii.

Ispol~zuØ izvestnye sootnoxeniØ, soderßawie cilindriqeskie funkcii, poluqim nekotorye rezul~taty, kasa¸wiesØ lokalizovannyh rexeniæ [1, 2] i rodstvennyh im. Tak, primenØØ (1) k razloßeni¸ ploskoæ volny Ψ = exp(ik(τ + x)) v terminah qastnyh rexeniæ 2D volnovogo uravneniØ [5]

Ψ = exp ( i k λ ( τ_0 + ρ_0 cos φ )) = 1_∑

�1^{im exp} [ i k λ τ_0 + imφ ] · J_m ( k λ ρ_0 ) , prihodim k razloßeni¸

~Ψ_c = 1 z_0 − τ_0 exp [ i k 2λ ( z_0 + τ_0 + 1 z_0 − τ_0 ( ρ^2_0 + 2ρ_0 cos φ + 1 ))] = = 1_∑ m=�1^{im ~Ψcm, (6)}

PROIZVOD˚WIE FUNKCII 55

~Ψ_{cm} = 1 z_0 − τ_0 exp [ i k 2λ ( Φ + 1 z_0 − τ_0 )] J_m ( k λ · ρ_0 z_0 − τ_0 ) · exp(imφ). Zdes~ levaØ qast~ i slagaemye pravoæ qasti – rexeniØ volnovogo uravneniØ, ~Ψ_{cm} – volnovye funkcii tipa BesselØ–Gaussa, sledovatel~no, ~Ψ_c – proizvodØwaØ ih funkciØ, pokazatel~ ffksponenty kotoroæ – fazovaØ funkciØ, otliqnaØ ot (4). Slagaemye (6), zapisannye v vide

Ψ_μ = 1 z_0 − τ_0 exp [ i k 2λ ( Φ + 1 z_0 − τ_0 )] Z_μ ( k λ · ρ_0 z_0 − τ_0 ) · exp(iμφ) (7)

udovletvorØ¸t volnovomu uravneni¸. Ih moßno poluqit~ iz vyraßeniØ (3), polagaØ a^2 = k^2.

PreobrazuØ razloßenie ploskoæ volny Ψ = exp(ik(τ + z)) po qastnym rexeniØm volnovogo uravneniØ sferiqeskoæ sistemy koordinat [5]

Ψ_{cs} = exp ( i k λ (τ_o + r_0 cos ϑ )] = = √ πλ 2k 1_∑ n=0 i^n(2n + 1) exp [ i k λ τ_0 ] · 1 √ r_0 J_{n+1/2} ( k λ r_0 ) P_n(cos ϑ),

gde P_n(x) – polinomy Leßandra, prihodim k razloßeni¸

~Ψ_{cs} = 1

z_0 − τ_0 exp [ i k 2λ Φ ] = √ πλ 2k 1_∑ n=0 i^n(2n + 1) ~Ψ_{sn}, (9)

~Ψ_{sn} = 1

z_0 − τ_0 [ exp ( i k 2λ Φ + 1 z_0 − τ_0 )] · 1 √ R J_{n+1/2} ( k λ R ) P_n(~x), (10)

Zdes~ R, ~x – rezul~taty preobrazovaniØ peremennyh r_0 i cos ϑ R = 1 2 [( Φ + 1 z_0 − τ_0

)_2 − 4 · z_0 + τ_0 z_0 − τ_0

] 1_2 , ~x = 1 2R ( Φ − 1 z_0 − τ_0 ) . ProizvodØwaØ funkciØ ~Ψ_{cs} – volnovaØ moda tipa Gaussa nulevogo porØdka. Slagaemye ~Ψ_{sn} (10), rodstvennye rassmotrennym ranee lokalizovannym volnam tipa BesselØ–Gaussa, zapisannye v vide

~Ψ_{sμ} = 1

z_0 − τ_0 [ exp ( i k 2λ Φ + 1 z_0 − τ_0 )] · 1 √ R Z_{μ+1/2} ( k λ R ) W_μ(~x), (11)

56 V. V. BORISOV gde Z_{μ+1/2}(x) i W_μ(x) – proizvol~nye rexeniØ uravneniæ BesselØ i Leßandra, udovletvorØ¸t volnovomu uravneni¸.

OsnovyvaØs~ na razloßenii sferiqeskoæ volnovoæ funkcii Ψ = 1 R_γ · exp ( i k λ (τ_0 + R_γ ) ) , gde R_γ = ( r^2_0 + α^2_0 − 2r_0α_0 cos γ

) 1_2 , cos γ = cos ϑ cos ϑ_0 + sin ϑ sin ϑ_0 cos(φ − φ_0), α_0 > 0 i ϑ_0 ∈ [0, π],

φ_0 ∈ [0, 2π] v terminah qastnyh rexeniæ volnovogo uravneniØ v sferiqeskih koordinatah [5], posle preobrazovaniØ Beætmana (1) poluqaem proizvodØwu¸ funkci¸

~Ψ_s = 1

z_0 − τ_0

· exp [ i k 2λ ( Φ + 1 z_0 − τ_0 + ~R_γ )] · 1 ~R_γ , ~R_γ = (R^2 + α^2_0 − 2Rα_0 cos ~γ)^12 ,

cos ~γ = ~x cos ϑ_0 + √ 1 − ~x^2 sin ϑ_0 cos(φ − φ_0) i v koneqnom rezul~tate prihodim k volnovym funkciØm

~Ψ_{sμχ} = 1 z_0 − τ_0

· exp [ i k 2λ ( Φ + 1 z_0 − τ_0 )] × × 1 √ R Z_{χ+1/2} ( k λ R ) W^μ_χ (~x) exp(iμφ). (12)

Vyraßenie (12) legko poluqit~ iz fflementarnoæ volnovoæ funk- cii ~Ψ_{sμχ} = Z_{χ+1/2} ( k λ r_0 ) W^μ_χ (x) exp(iμφ + ikτ ). Somnoßiteli, opredelØ¸wie lokalizaci¸ volnovogo vozmuweniØ v vyraßeniØh (7), (11), (12) pri opredelennyh znaqeniØh parametrov, odinakovy i ne sovpada¸t s proizvodØweæ funkcieæ razloßeniØ (9).

Literatura

1. P. L. Overfelt, Bessel–Gauss pulses. — Phys. Rev. A 44, No. 6 (1991), 3941–3947. 2. V. V. Borisov, I. I. Simonenko, Formation of Bessel–Gauss focus wave modes. — Can. J. Phys. No. 4 (1997), 573–579.

3. H. Bateman, The Mathematical Analysis of Electrical and Optical Wave-Motion.

New York: Dover (1955).

4. V. V. Borisov, Invariable-profile wave functions and Brittingham’s focus wave modes. — Eur. Phys. J. B 1, No. 6 (1998), 164–165.

PROIZVOD˚WIE FUNKCII 57

5. W. Magnus, F. Oberhettinger, R. R. Soni, Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New Yprk (1966).

Borisov V. V. Generating functions of the focus wave modes Bessel– Gauss type.

Applying Bateman’s transform to expansions of the plane and spherical waves in terms of the simple solutions to the wave equation we get the localized waves of Bessel–Gauss type. Generating functions of the waves are obtained too.

Postupilo 3 ØnvarØ 2002 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail Victor.Borisov@pobox.spbu.ru