Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 285, 2002 g.

A. S. Blagovewenskiæ, A. A. NovickaØ O POVEDENII NA BESKONEQNOSTI REXENI˚ OBOBWENNO` ZADAQI KOXI DL˚ VOLNOVOGO URAVNENI˚ 1. V nastoØweæ rabote rassmatrivaetsØ povedenie rexeniØ za-

daqi Koxi dlØ volnovogo uravneniØ:

u_{tt} = Δu, (1) u | t=0 = ϕ, u_t | t=0 = ψ (2)

s naqal~nymi dannymi ϕ(x), ψ(x). Zdes~ x ∈ R^3, t > 0. V sluqae, kogda ϕ(x), ψ(x) – gladkie, bystro ubyva¸wie na beskoneqnosti funkcii, spravedlivo ravenstvo: ∃ lim_{t→∞} 4πtu(x, t) | x=(p+t)ω =: f(p, ω), (3) gde f(p, ω) = ∫ δ(p − (x, ω))ψ(x)dx + ∂ ∂p ∫ δ(p − (x, ω))ϕ(x)dx (4) sm. [1–4], f(p, ω)-ØvlØetsØ gladkoæ bystro ubyva¸weæ po peremennoæ p funkcieæ ot (p, ω) ∈ R×S^2, gde S^2-dvumernaØ ediniqnaØ sfera v R^3. Ravenstvo (3) oznaqaet, qto pri bol~xih t u(x, t) dopuskaet predstavlenie: u = 1 4πt f(|x| − t, ω) + o ( 1 t ) , (5)

gde ω =^x_{|x|} . V nastoØweæ rabote ustanavlivaetsØ spravedlivost~ formuly (3) v sluqae, kogda ϕ i ψ – proizvol~nye obobwennye funkcii s ograniqennym nositelem.

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke RFFI (grant 00-01- 00485). 33

34 A. S. BLAGOVEWENSKI`, A. A. NOVICKA˚

2. Privedem rexenie zadaqi Koxi dlØ volnovogo uravneniØ v

sluqae, kogda naqal~nye dannye – obobwennye funkcii. V fftoæ situacii U_{tt} = ΔU, U | t=0 = Φ, U_t | t=0 = Ψ (6) rexenie U est~ obobwennaØ funkciØ, sm. [5], opredelØemaØ, kak funkcional nad prostranstvom K, gde K – prostranstvo finitnyh beskoneqno differenciruemyh funkciæ. Esli v ∈ K, to (U, v) = (Ψ, w(x, t)) + ( Φ, ∂ ∂t w(x, t) ) , (7) gde w(x, t) = 1 2π ∫ δ(t^2 − |x − ξ|^2)v(ξ)dξ (8) – rexenie zadaqi Δw = w_{tt}, w | t=0 = 0, w_t | t=0 = v. (9) Legko proverit~, qto esli Φ i Ψ – klassiqeskie funkcii, to rexenie (7)–(8) sovpadaet s klassiqeskim rexeniem volnovogo uravneniØ (formuloæ Puassona).

3. Opredelim, qto ponimaetsØ pod asimptotikoæ vida (5) v si-

tuacii, kogda rexenie U zadaqi (6) est~ obobwennaØ funkciØ. Pust~ f(p, ω) – proizvol~naØ gladkaØ finitnaØ funkciØ na

S^2 × R(f ∈ KS2×R), f ≡ 0 pri |p| > A. Vvedem semeæstvo funkciæ: v(x, t) = 1 |x|^2 f ( |x| − t, x |x| ) . (10)

Oqevidno, qto pri dostatoqno bol~xih t, takih, qto toqka x = 0 ne prinadleßit supp v(x, t), v(x, t) – beskoneqno differenciruema i finitna. Budem govorit~ o slaboæ asimptotike funkcii U , esli suwestvuet koneqnyæ predel: lim_{t→∞} t(U, v(x, t)) (11) pri l¸byh v(x, t) vida (10). �tot predel est~, oqevidno, obobwennaØ funkciØ nad prostranstvom KS2_×R. Opredelenie (11) estestvenno, tak kak v sluqae, kogda spravedliva klassiqeskaØ asimptotika vida (5), pri bol~xih t: U = 1 4πt F ( |x| − t, x |x| ) + o ( 1 t ) ,

O POVEDENII ZADAQI KOXI 35 lim_{t→∞} t(U, v(x, t)) = lim_{t→∞} t ∫ U (x, t)v(x, t)dx = = 1 4π lim_{t→∞} ∫ F ( |x| − t, x |x| ) v(x, t)dx =

= 1 4π lim_{t→∞} ∫ F ( |x| − t, x |x| ) 1 |x|^2 f ( |x| − t, x |x| ) dx. Pereædem v poslednem integrale k sferiqeskim koordinatam r, ω: lim_{t→∞} t(U, v(x, t)) = 1 4π lim_{t→∞} ∫ S2 dω ∞∫ 0 drF (r − t, ω)f(r − t, ω). Zameniv peremennye r − t = p, i uqtØ finitnost~ f(p, ω), moßno perepisat~ poslednee vyraßenie v vide: lim_{t→∞} t(U, v(x, t)) = 1 4π ∫∫ dωdpF (p, ω)f(p, ω). Integrirovanie v posledneæ formule vedetsØ po mnogoobrazi¸

S^2 × R.

4. Dokaßem suwestvovanie predela (11). V silu formul (7)–(8): t(U, v) = t 2π ( Ψ(x), ∫ δ(t^2 − |x − ξ|^2)v(ξ, t)dξ ) +

+ t 2π ( Φ(x), ∂ ∂t ∫ δ(t^2 − |x − ξ|^2)v(ξ, t^′)dξ ) | | t^0=t , ispol~zuØ (10) poluqaem: t(U, v) = t 2π ( Ψ(x), ∫ δ(t^2 − |x − ξ|^2) 1 |ξ|^2 f ( |ξ| − t, ξ |ξ| ) dξ ) +

+ t 2π ( Φ(x), ∂ ∂t ∫ δ(t^2 − |x − ξ|^2) 1 |ξ|^2 f ( |ξ| − t^′, ξ |ξ| ) dξ ) | | t^0=t . Otdel~no vyqislim integral: t 2π H = t 2π ∫ δ(t^2 − |x − ξ|^2) 1 |ξ|^2 f ( |ξ| − t, ξ |ξ| ) dξ,

36 A. S. BLAGOVEWENSKI`, A. A. NOVICKA˚ pereædem v nem k sferiqeskim koordinatam: |ξ| = ρ,^ξ_{|ξ|} = ω, togda t 2π H = t 2π ∫∫ δ(t^2 − |x − ρω|^2)f(ρ − t, ω)dρdω. I ewe odna zamena peremennyh: ρ − t = p, v rezul~tate poluqaem: t 2π H = t 2π ∫∫ δ(t^2 − |x − (p + t)ω|^2)f(p, ω)dpdω = = t 2π ∫∫ δ(2t((x, ω) − p) − |x − pω|^2)f(p, ω)dp dω. Rassmotrim nositel~ δ-funkcii-trehmernu¸ poverhnost~ v prostranstve peremennyh ω ∈ R^3, p ∈ R. �ta poverhnost~ est~ giperboliqeskiæ cilindr. Ego uravnenie v ortonormirovannom bazise e_0, e_x, e_1, e_2, gde e_0 – napravlenie vdol~ osi p, e_x =^x_{|x|} , e_1, e_2 vybrany proizvol~no, est~

2t(rs − p) − (p^2 + r^2 − 2prs) = −(rs − p − t)^2 + t^2 − r^2 + r^2s^2 = 0 zdes~ r = |x|, s = (ω, e_x). �to uravnenie moßno perepisat~ v vide: (rs − p − t)^2 − r^2s^2 = t^2 − r^2. (12) Rassmotrim seqenie giperboliqeskogo cilindra dvumernoæ ploskost~¸ (ω_1 = ω_2 = 0). KrivaØ (12) est~ giperbola Γ = Γ_− ∪ Γ_+ na ploskosti peremennyh (s, p) (pri |ω| = 1, s ∈ [−1, 1]). Giperbola imeet asimptoty p = −t i p = 2rs − t. Pri t > A nißnØØ pola giperboly Γ_− raspoloßena niße pervoæ asimptoty p = −t i ne peresekaetsØ s supp f. Pri r > t naimen~xee znaqenie dlØ toqek prinadleßawih pereseqeni¸ verhneæ poly giperboly Γ_+ s polosoæ |s| 6 1 est~ p = r − 2t, i pri r > 2t + A, supp f ∩ Γ = ?. Ots¸da sleduet, qto funkciØ H finitna pri kaßdom fiksirovannom t > A t 2π H = t 2π ∫ δ ( p − ( (x, ω) − t + √ t^2 − |x|^2 + (x, ω)^2 )) × × ( p − ( (x, ω) − t − √ t^2 − |x|^2 + (x, ω)^2 )) f(p, ω)dp dω. Tak kak (δ((p − a)(p − b)), f(p)) = f(a) 1 |a − b| , ( f | p=b = 0 ) ,

O POVEDENII ZADAQI KOXI 37 to t 2π H = 1 2π × × ∫ dωf ( (x, ω) − t + √ t^2 − |x|^2 + (x, ω)^2, ω ) t 2 √ t^2 − |x|^2 + (x, ω)^2 . Esli supp Ψ(x) i supp Φ(x) ograniqeny (Φ(x) ≡ Ψ(x) ≡ 0, pri |x| > A), to nas bol~xie |x| ne interesu¸t. V silu togo, qto f ∈ C^∞ legko pokazat~, qto: ∫ f ( (x, ω) − t + √ t^2 − |x|^2 + (x, ω)^2, ω ) tdω 2 √ t^2 − |x|^2 + (x, ω)^2 →

→ 1 2 ∫ f((x, ω), ω)dω pri |x| 6 A, t → ∞ ravnomerno so vsemi proizvodnymi. Tem samym dokazano, qto pri naqal~nyh usloviØh: U | t=0 = Φ(x), U_t | t=0 = Ψ(x),

gde Φ(x), Ψ(x) ∈ K^′ i finitny, suwestvuet predel: lim_{t→∞} t(U, v(x, t)). Literatura

1. F. C. Fiedlander, On the radiation field of pluse solution of the wave equation.

II. Proc. Royal Soc. Ser. A. Math., Phys. Sci., 279, No. 1378 (1964), 386–394. 2. P. D. Lax and R. F. Philips, Scattering theory. Berlin-Gottin-gen-Heidelberg, Springer-Verlag (1967), p.321.

3. A. S. Blagovewenskiæ, O nekotoryh novyh korrektnyh zadaqah dlØ vol-

novogo uravneniØ. IssledovaniØ V Vseso¸znogo simpoziuma po difrak-

cii i rasprostraneni¸ voln, Nauka (1971), 29–35.

4. I. M. Gel~fand, G. E. Xilov, Obobwennye funkcii i deæstviØ nad nimi.

Fizmatgiz (1959).

5. H. E. Moses and R. T. Prosser, Acoustic and electromagnetic bullets: derivation of the new exact solutions of the acoustic and Maxwell’s equations. SIAM J. Appl. Math., 50, No. 5 (1990), 1325–1340.

Blagoveschenskii A. S., Novitskaya A. A. On behavior of the solution of a generalized Cauchy problem for the wave equation at infinity.

38 A. S. BLAGOVEWENSKI`, A. A. NOVICKA˚ We prove an asymptotic formula for a Cauchy problem for the wave equation for a point (x, t) moving to infinity in a characteristic direction. Initial data are generalized functions with a compact support.

Postupilo 20 dekabrØ 2001 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet