Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 285, 2002 g.

M. I. Belixev, V. M. Isakov

K EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ PARAMETROV SISTEMY MAKSVELLA PO DINAMIQESKIM GRANIQNYM DANNYM

0. Vvedenie 0.1. O rabote. V 1993 godu D. Tataru obobwil teoremu Hol~-

mgrena–`ona o edinstvennosti prodolßeniØ rexeniØ volnovogo uravneniØ qerez neharakteristiqesku¸ poverhnost~ na sluqaæ neanalitiqeskih kofffficientov [15]. Odno iz sledstviæ fftogo zameqatel~nogo rezul~tata – graniqnaØ upravlØemost~ dinamiqeskoæ sistemy, opisyvaemoæ skalØrnym volnovym uravneniem: takaØ sistema lokal~no priblißenno upravlØema na l¸bom koneqnom intervale vremeni. Poslednee svoæstvo ØvlØetsØ central~nym dlØ VS-metoda – podhoda k obratnym zadaqam, osnovannogo na ih svØzØh s teorieæ graniqnogo upravleniØ [1].

V 1998 godu teorema Hol~mgrena–`ona–Tataru byla obobwena na vektornye sistemy i, v qastnosti, na sistemu Maksvella [7]. �to obobwenie pozvolilo razrabotat~ variant VS-metoda, vosstanavliva¸wiæ skorost~ fflektromagnitnyh voln v regulØrnoæ zone – prigraniqnom sloe, v kotorom regulØrny polugeodeziqeskie koordinaty [3, 4].

V fftoæ raboty my pokazyvaem, qto ta ße teorema edinstvennosti [7] pozvolØet vosstanavlivat~ fflektriqesku¸ i magnitnu¸ pronicaemosti vo vseæ oblasti po dinamiqeskim graniqnym dannym, izvestnym na koneqnom vremennom intervale, dlina kotorogo opredelØetsØ geometrieæ oblasti.

0.2. Sistema Maksvella. V ograniqennoæ oblasti Ω ⊂ R^3 s

gladkoæ^1 svØznoæ graniceæ Γ rassmatrivaetsØ dinamiqeskaØ sistema

Rabota podderßana grantom RFFI No. 02-01-00260 i NSF-grantami LMS

98-03816 i DMS 01-04029.

1vs¸du v rabote “gladkiæ” oznaqaet “C1-gladkiæ”. 15

16 M. I. BELIXEV, V. M. ISAKOV εe_t = rot h, μh_t = − rot e v Ω × (0, T ); (0.1) e | t=0 = 0, h | t=0 = 0 v Ω; (0.2) e_θ = f na Γ × [0, T ], (0.3)

v kotoroæ ε, μ sut~ gladkie poloßitel~nye v Ω funkcii (pronicaemosti); e_θ – kasatel~naØ sostavlØ¸waØ e na Γ; f – graniqnoe upravlenie; e = e^f (x, t), h = h^f (x, t) – rexenie. Otmetim izvestnye ravenstva

div εe^f ( · , t) = div μh^f ( · , t) = 0 v Ω,

sledu¸wie iz (0.1), (0.2).

S sistemoæ (0.1)–(0.3) associirovan operator reakcii R^T : f → −ν × h^f | Γ×[0,T ], opisyva¸wiæ sootvetstvie “vhod → vyhod”.

FunkciØ c := (εμ)^{− 1}2 est~ skorost~ rasprostraneniØ fflektromagnitnyh voln. Skorost~ opredelØet optiqesku¸ metriku

ds^2 = |dx|^2 c^2

v Ω; pust~ dist_c est~ sootvetstvu¸wee rasstoØnie; opredelim

T_∗ := max_{x∈Ω} dist_c(x, Γ).

0.3. Osnovnoæ rezul~tat. ObratnaØ zadaqa sostoit v vossta-

novlenii ε, μ v Ω po zadannomu operatoru reakcii. Osnovnoæ rezul~tat raboty takov:

Teorema 1. Pri l¸bom T > T∗ operator R^{2T} opredelØet funkcii

ε, μ v Ω edinstvennym obrazom.

Dokazatel~stvo provoditsØ po sledu¸weæ sheme: (i) pol~zuØs~ upravlØemost~¸ sistemy (0.1)–(0.3), my prodolßaem operator reakcii na vse vremena po sheme raboty [2];

(ii) operator R^T , izvestnyæ pri vseh T > 0, opredelØet t.n. monohromatiqeskie graniqnye dannye (otobraßenie “Dirihle → Neæman”) na l¸boæ fiksirovannoæ qastote; poslednie opredelØ¸t ε, μ edinstvennym obrazom [14].

K EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ PARAMETROV 17

1. �lektriqeskaØ podsistema 1.1. Podsistema, prostranstva, operatory. Iskl¸qaØ mag-

nitnu¸ komponentu iz (0.1)–(0.3), poluqaem sistemu e_{tt} − Le = 0 v Ω × (0, T ); (1.1) e | t=0 = e_t | t=0 = 0 v Ω; (1.2) e_θ = f na Γ × [0, T ], (1.3) v kotoroæ L := − 1 ε rot 1 μ rot; (1.4)

f – graniqnoe upravlenie. Privedem izvestnye svoæstva ee rexeniØ e = e^f (x, t).

(i) Oboznaqim

M^T := { f ∈ C^∞([Γ × [0, T ]; R^3) | supp f ⊂ Γ × (0, T ]; f · ν = 0 } ,^2

gde ν – normal~ k Γ. Pri f ∈ M^T sistema (1.1)–(1.3) imeet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie e^f ∈ C^∞(Ω × [0, T ]; R^3), dlØ kotorogo div εe^f ( · , t) = 0 v Ω, 0 6 t 6 T. (1.5) Po nezavisimosti parametrov sistemy ot vremeni imeem: e^{ft} = e^f_t ; e^{ftt} = e^f_{tt} = ⟨sm.(1.1)⟩ = Le^f . (1.6)

(ii) Ispol~zuØ shemu raboty [8], osnovannoæ na rezul~tatah [12], moßno pokazat~, qto otobraßenie f → e^f nepreryvno iz L_2(Γ × [0, T ]; R^3) v C([0, T ]; H^{−1}(Ω; R^3)).^3

(iii) Oboznaqim

Ω^ξ := { x ∈ Ω | dist_c(x, Γ) < ξ } , ξ > 0. Sootnoxenie supp e^f ( · , t) ⊂ Ω^t, 0 < t 6 T (1.7) otveqaet koneqnosti skorosti rasprostraneniØ fflektromagnitnyh voln.

2 a � b i a � b – standartnye skalØrnoe i vektornoe proizvedeniØ v R^3.

3Hff(. . . ) – sobolevskie klassy; vse funkcional~nye prostranstva v rabote vewestvenny.

18 M. I. BELIXEV, V. M. ISAKOV

Prostranstvo upravleniæ

F^T := { f ∈ L_2(Γ × [0, T ]; R^3) | f( · , t) · ν = 0 na Γ, 0 6 t 6 T } nazyvaetsØ vnexnim prostranstvom sistemy (1.1)–(1.3).

Prostranstvo

J := { y ∈ L_{2,ε}(Ω; R^3) | div εy = 0 v Ω } (s meroæ εdx) nazyvaetsØ vnutrennim.

Otobraßenie “vhod → sostoØnie” W^T : F^T → J , Dom W^T = M^T ,

W^T f := e^f ( · , T )

nazyvaetsØ operatorom upravleniØ. �tot operator neograniqen,^4 no zamykaem. Zamykaemost~ legko sleduet iz svoæstva (ii).

Otobraßenie “vhod → vyhod” realizuetsØ operatorom reakcii R^T : F^T → F^T , Dom R^T = M^T ,

R^T f := I^T [ ν × 1 μ rot e^f ]| |_{Γ×[0,T ]}, gde I^T : F^T → F^T – integrirovanie:

(I^T g)( · , t) := t∫ 0 g( · , s) ds, 0 6 t 6 T. 1.2. UpravlØemost~. Mnoßestvo

E^T := Ran W^T = { e^f ( · , T ) | f ∈ M^T } ⊂ J nazyvaetsØ dostißimym (k momentu t = T ). Po svoæstvu (iii), p. 1.1, pri vremenah T < T_∗ podoblast~ Ω^T ne pokryvaet Ω, vsledstvie qego vloßenie E^T ⊂ J zavedomo ne plotno. Pri T > T_∗ imeem Ω^T = Ω i, kak pokazano v [3], vypolneno sootnoxenie

clos E^T = J , T > T_∗. (1.8)

Ono interpretiruetsØ kak priblißennaØ graniqnaØ upravlØemost~ sistemy (1.1)–(1.3) v Ω. Dokazatel~stvo sootnoxeniØ (1.8) osnovano na teoreme edinstvennosti prodolßeniØ rexeniØ uravneniæ Maksvella qerez neharakteristiqesku¸ poverhnost~ [7].

4fftot fakt obnarußen D. Tataru.

K EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ PARAMETROV 19

1.3. DvoæstvennaØ sistema. Sistema

e_{tt} − Lv = 0 v Ω × (0, T ); (1.9) e | t=T = 0, e_t | t=T = y v Ω; (1.10)

e_θ = 0 na Γ × [0, T ] (1.11)

nazyvaetsØ dvoæstvennoæ sisteme (1.1)–(1.3); otmetim izvestnye svoæstva ee rexeniØ v = v^y(x, t).

(i) Oboznaqim

D := { y ∈ J ∩ C^∞(Ω; R^3) | (L^j y)_θ = 0 na Γ, j = 0, 1, . . . } ; pri y ∈ D zadaqa (1.9)–(1.11) imeet edinstvennoe klassiqeskoe rexenie v^y ∈ C^∞(Ω × [0, T ]; R^3), dlØ kotorogo

div εv^y ( · , t) = 0 v Ω, 0 6 t 6 T. (1.12)

(ii) Otobraßenie y → v^y nepreryvno iz J v C([0, T ]; J ). (iii) Pri f ∈ M^T , y ∈ D rexeniØ sistem (1.1)–(1.3) i (1.9)– (1.11) svØzany sootnoxeniem dvoæstvennosti ( e^f ( · , T ), y ) J = ( f, ν ×^1_μ rot v^y | |_{Γ×[0,T ]} ) F^T . (1.13)

Sootnoxenie (1.13) ustanavlivaetsØ integrirovaniem po qastØm (sm., naprimer, [3]); iz nego, v qastnosti, sleduet vkl¸qenie Dom (W^T )^∗ ⊂ D i predstavlenie ( W^T )_∗ y = ν × 1 μ rot v^y | |_{Γ×[0,T ]} (1.14)

dlØ y ∈ D.

1.4. SvØzyva¸waØ forma. BilineænaØ forma c^T : F^T ×F^T → R,

Dom c^T = M^T × M^T ,

c^T [f, g] := ( W^T f, W^T g ) J = ( e^f ( · , T ), e^g( · , T ) ) J (1.15)

nazyvaetsØ svØzyva¸weæ. Ona neotricatel~na i zamykaema (po zamykaemosti W^T ).

Vaßnyæ fakt sostoit v tom, qto svØzyva¸waØ forma opredelØetsØ operatorom reakcii. DlØ formulirovki rezul~tata privedem formulu Grina ∫ Ω dxε [ Ly · w − yLw ] =

20 M. I. BELIXEV, V. M. ISAKOV = ∫ Γ dΓ [( ν × 1 μ rot y ) · w_θ − y_θ · ( ν × 1 μ rot w )] , (1.16)

spravedlivu¸ dlØ gladkih y, w i vvedem operatory Π^{2T}_± : F^{2T} → F^T ,

(Π^{2T}_± g)( · , t) := 1 2 [ g( · , t) ± g( · , 2T − t) ] , 0 6 t 6 T. Lemma 1. DlØ f, g ∈ M^T spravedlivo predstavlenie c^T [f, g] = ( Π^{2T}_+ ~f , R^T g ) F^T + ( Π^{2T}_− R^{2T} ~f, g ) F^T , (1.17)

v kotorom ~f ∈ M^{2T} – proizvol~noe prodolßenie upravdeniØ f s Γ × [0, T ] na Γ × [0, 2T ].

Dokazatel~stvo. Vyberem^~f ∈ M^{2T} :^~f^|_{Γ×[0,T ]} = f. DlØ funkcii

Blagovewenskogo b(s, t) := ( e e^f ( · , s), e^g( · , t) ) J , (s, t) ∈ [0, 2T ] × [0, T ] imeem ravenstva: ( ∂^2 ∂t^2 − ∂^2 ∂s^2 ) b(s, t) = ∫ Ω dxε [ e e_f (x, s) · e^g_{tt}(x, t) − e e_f tt(x, s) · e^g (x, t) ] =

= ⟨sm.(1.1)⟩ = ∫ Ω dxε [ e^f (x, s) · (Le^g )(x, t) − (Le e_f )(x, s) · e^g (x, t) ] =

⟨sm.(1.16)⟩ = ∫ Γ dΓ [ e e_f θ (γ, s) · ( ν × 1 μ rot e^g ) (γ, t)−

− ( ν × 1 μ rot e e_f ) (γ, s) · e^g_θ (γ, t) ] =

= ∫ Γ dΓ [ ~f (γ, s) · (R^T g)_t(γ, t) − (R^{2T} ~f )_t(γ, s) · g(γ, t) ] . (1.18)

IntegriruØ v (1.18) po formule D’Alambera s uqetom ravenstv

b(s, 0) = b_t(s, 0) = ⟨sm.(1.2)⟩ = 0

K EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ PARAMETROV 21

i polagaØ s = t = T , poluqaem: b(T, T ) = = 1 2 T∫ 0 dη 2T −η∫

η dξ ∫ Γ dΓ [ ~f (γ, ξ) · (R^T g)_t(γ, η)−(R^{2T} ~f)_t(γ, ξ) · g(γ, η) ] =

= 1 2 ∫ Γ×[0,T ] dΓdη [ ~f (γ, 2T − η) + ~f (γ, η) ] · (R^T g)(γ, η)−

− 1 2 ∫ Γ×[0,T ] dΓdη [ (R^{2T} ~f)(γ, 2T − η) − (R^{2T} ~f )(γ, η) ] · g(γ, η) =

= ( Π^{2T}_+ ~f, R^T g ) F^T + ( Π^{2T}_− R^{2T} ~f , g ) F^T . (1.19)

Po opredeleniØm imeem: b(T, T ) = ( e e_f ( · , T ), e^g( · , T ) ) J = = ( e^f ( · , T ), e^g( · , T ) ) J = c^T [f, g]. (1.20)

SopostavlØØ (1.19) s (1.20), poluqaem (1.17). Lemma dokazana.

Operator R^T oqevidnym obrazom opredelØetsØ operatorom R^{2T} . Sledovatel~no, v silu (1.17), operator R^{2T} opredelØet formu c^T .

SvØzyva¸waØ forma neotricatel~na i zamykaema; pust~ c^T est~ ee zamykanie. Forma c^T opredelØet (edinstvennyæ) zamknutyæ neotricatel~nyæ operator ~W^T : F^T → F^T , takoæ, qto Dom c^T = Dom ~W^T × Dom ~W^T i c^T [f, g] = (~ W^T f, ~W^T g ) F^T (sm. [6]). Otmetim oqevidnoe sledstvie lemmy 1: operator ~W^T opredelØetsØ operatorom R^{2T} .

Zamykanie W^T operatora upravleniØ i operator ~W^T svØzany sootnoxeniem (polØrnym predstavleniem)

W^T = E^T ~W^T , (1.21)

v kotorom E^T est~ izometriØ iz F^T v J , otobraßa¸waØ Ran ~W^T na Ran W^T ⊃ E^T . Soglasno (1.8), pri T > T_∗. Operator E^T deæstvuet na J .

22 M. I. BELIXEV, V. M. ISAKOV

2. Operator L^T_e 2.1. Operator L0. Na gladkih vektor-funkciØh, udovletvorØ¸-

wih uslovi¸ (1.5) operator (1.4) imeet izvestnoe predstavlenie Ly = 1 εμ Δy + L_1y,

v kotorom L_1 est~ differencial~nyæ operator 1-go porØdka.

Drugoæ izvestnyæ fakt sostoit v tom, qto operator L_0 : J → J , Dom L_0 = {y ∈ J ∩ H^2(Ω; R^3) | y_θ = 0 na Γ}, L_0y := Ly samosoprØßen, otricatel~no opredelen i imeet qisto diskretnyæ spektr { λ_k }_∞ k=1 : 0 > λ_1 ¿ λ_2 ¿ . . . . [13]. Otmetim, qto otsutstvie nulevogo sobstvennogo znaqeniØ, vlekuwee suwestvovanie i nepreryvnost~ L^{−1}_0 , sleduet iz prinØtogo v naqale raboty predpoloßeniØ o svØznosti granicy Γ. Sobstvennye funkcii { φ_k }_∞ k=1 : L_0φ_k = λ_kφ_k; (φ_k, φ_l)_J = δ_{kl} obrazu¸t ortonormirovannyæ bazis v J .

DlØ vvedennogo v p. 1,3 mnoßestva D imeem: D = ∞⋂ j=1 Dom L^j_0 ⊂ C^∞(Ω; R^3).

2.2. Operator L^T_e . Vo vnexnem prostranstve sistemy (1.1)–(1.3)

vvedem gladkiæ lineal

M^T_0 := { f ∈ M^T | f | t=T = 0 } i opredelim mnoßestvo

E^T_0 := W^T M^T_0 ⊂ E^T .

Pri f ∈ M^T_0 imeem ravenstva e^f_θ ( · , T ) | Γ = f( · , T ) = 0, sledstviem kotoryh ØvlØetsØ vkl¸qenie E^T_0 ⊂ Dom L_0.

Vvedem operator L^T_e : J → J , Dom L^T_e = E^T_0 , L^T_e y := Ly i otmetim sootnoxenie L^T_e ⊂ L_0, vyteka¸wee iz opredeleniæ.

Grafikom operatora L^T_e ØvlØetsØ mnoßestvo

G^T_e := {( W^T f, W^T f_{tt} ) | f ∈ M^T_0 } ⊂ J × J . (2.1) V samom dele, grafik sostoit iz par ( e^f ( · , T ), L^T_e e^f ( · , T ) ) s f ∈ M^T_0 , a ravenstva

e^f ( · , T ) = W^T f; L^T_e e^f ( · , T ) = Le^f ( · , T ) = ⟨sm.(1.1)⟩ =

e^f_{tt} = ⟨sm.(1.6)⟩ = e^{ftt} ( · , T ) = W^T f_{tt}

K EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ PARAMETROV 23

vedut k (2.1).

Sledu¸wiæ rezul~tat igraet kl¸qevu¸ rol~ i ostavxaØsØ qast~ p. 2 posvØwena ego dokazatel~stvu.

Teorema 2. Pri T > T∗ spravedlivo sootnoxenie

L^T_e = L_0 (2.2)

((^—) – zamykanie operatora).

2.3. Spektral~noe predstavlenie. RegulØrizaciØ. Metod Fu-

r~e v zadaqe (1.9)–(1.10) daet izvestnoe predstavlenie ee rexeniØ v vide razloßeniØ po sobstvennomu bazisu operatora L_0:

v^y( · , t) = ∞∑ k=1 sin √ −λ_k (t − T ) √ −λ_k (y, φ_k)_J φ_k( · ), 0 6 t 6 T. (2.3)

Prodolßim v^y na Ω × R, polagaØ ego ravnym pravoæ qasti (2.3) pri vseh t; otmetim vkl¸qenie v^y ∈ C(R; J ).

Vyberem i fiksiruem funkci¸ η ∈ C^∞_0 (R), taku¸, qto η(−t) =

η(t), t ∈ R; η ¿ 0; supp η ⊂ [−1, 1]; ∞∫ −∞ η(s)ds = 1. DlØ ε > 0 poloßim

η_ε(t) := 1 2 η ( t ε ) , t ∈ R. Po svoæstvam η imeem: ( η_ε ∗ v^y ) ( · , t) = ∞∫ −∞ η_ε(s)v^y ( · , t − s)ds = ⟨sm.(2.3)⟩ =

= ∞∑ k=1 [ 1 √ −λ_k ∞∫ −∞ η_ε(s) sin √ −λ_k (t − T − s)ds ]( y, φ_k ) J φ_k( · ) =

= ∞∑ k=1 sin √ −λ_k (t − T ) √ −λ_k [^ε∫ −ε η_ξ(s) cos √ −λ_k sds ]( y, φ_k ) J φ_k( · ) =

= ∞∑ k=1 sin √ −λ_k (t − T ) √ −λ_k ρ^ε_k ( y, φ_k ) J φ_k( · ) =

24 M. I. BELIXEV, V. M. ISAKOV = ∞∑ k=1 sin √ −λ_k (t − T ) √ −λ_k ( y_ε, φ_k ) J φ_k( · ) = v^{yε} ( · , t), (2.4) gde ρ^ε_k := ε∫ −ε η_ε(s) cos √ −λ_l sds; y^ε := ∞∑ k=1 ρ^ε_k ( y, φ_k ) J φ_k. Posledovatel~nost~ {ρ^ε_k} obladaet sledu¸wimi legko proverØemymi svoæstvami:

(i) |ρ^ε_k| 6 1; lim_{ε→0} ρ^ε_k = 1 ravnomerno po k ∈ [0, K] s l¸bym fiksirovannym K > 0;

(ii) lim_{k→∞} (√ −λ_k )_α |ρ^ε_k| = 0 pri l¸bom α ¿ 0.

Iz nih sledu¸t sootvetstvu¸wie svoæstva y_ε:

(iii) ‖ y_ε ‖ 6^‖y^‖; lim_{ε→0} yε = y v J ;

(iv) y_ε ∈ D ⊂ C^∞(Ω; R^3).

Iz poslednego sleduet v^{yε} ∈ C^∞(R; J ); krome togo, kak netrudno videt~, v^{yε} → v^y pri ε → 0 v C([0, T ]; J ) s l¸bym T > 0. V fftom smysle, v^{yε} moßno rassmatrivat~ kak regulØrizaci¸ ishodnogo rexeniØ v^y .

2.4. Lemma o regulØrizacii. Fiksiruem poloßitel~noe ε < T ,

vyberem δ ∈ (ε, T ) i oboznaqim F^{T,δ} := { f ∈ F^T | supp f ⊂ Γ × [δ, T ] } ; M^{T,δ} := M^T ∩ F^{T,δ}. DlØ f ∈ F^{T,δ} korrektno opredeleno upravlenie f_ε ∈ F^T :

f_ε( · , t) := T∫ 0 [ η_ε(t − s) − η_ε(2T − t − s) ] f( · , s)ds, 0 6 t 6 T. DlØ f ∈ M^{T,δ} legko proverØ¸tsØ sootnoxeniØ:

f_ε ∈ M^T_0 ; ( f_ε ) tt = ( f_{tt} ) ε. (2.5)

Na gladkih y opredelim operator N : J → L_2(Γ; R^3), N y := ν × 1 μ rot y | |_Γ.

K EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ PARAMETROV 25

Lemma 2. DlØ y ∈ J i f ∈ M^{T,δ} vypolneno ravenstvo ( W^T f_ε, y ) J = ( W^T f, y_ε ) J . (2.6)

Dokazatel~stvo. Pri y ∈ D imeem v^y ∈ C^∞(Ω×R; R^3). Poskol~ku

η(−t) = η(t) i v^y ( · , 2T − t) = −v^y ( · , t), imeem:

v^{yε} ( · , t) = ⟨sm.(2.4)⟩ = ∞∫ −∞ η_ε(t − s)v^y ( · , s)ds =

= T∫ −∞ [ η_ε(t − s) − η_ε(2T − t − s) ] v^y ( · , s)ds. PrimenØØ operator N , poluqaem: N v^{yε} ( · , t) = T∫ −∞ [ η_ε(t − s) − η_ε(2T − t − s) ] N v^y( · , s)ds, t ∈ R. (2.7) Voz~mem f ∈ M^{T,δ}; ravenstva ( W^T f_ε, y ) J = ⟨sm.(2.4)⟩ = ∫ Γ×[0,T ] dΓdtf_ε(γ, t) · N v^y(γ, t) =

= ∫ Γ×[0,T ] dΓdt {^T∫ 0 [ η_ε(t − s) − η_ε(2T − t − s) ] f(γ, s)ds } · N v^y(γ, t) =

= ∫ Γ×[0,T ] dΓdsf(γ, s) · T∫ 0 [ η_ε(t − s) − η_ε(2T − t − s) ] N v^y(γ, t)dt = = ⟨po raspoloßeni¸ nositeleæ f, f_ε i η_ε⟩ = = ∫ Γ×[δ,T ] dΓds . . . T∫ −∞ . . . dt = ∫ Γ×[0,T ] dΓds . . . T∫ −∞ . . . dt = ⟨sm.(2.7)⟩ =

= ( f, N v^{yε} ) F^T = ⟨sm.(1.13)⟩ = ( W^T f, y_ε ) J ustanavliva¸t (2.6) dlØ vybrannogo y. Po plotnosti D v J i nepreryvnosti sootvetstviØ y → y_ε v norme J , fftot rezul~tat rasprostranØetsØ na vse y ∈ J . Lemma dokazana.

26 M. I. BELIXEV, V. M. ISAKOV

2.5. Lemma o Ran L^T_e . Zaverxenie dokazatel~stva. Lemma 3. Pri T > T∗ lineal Ran L^T_e ploten v J . Dokazatel~stvo. Vyberem ε i δ tak, qtoby 0 < ε < δ < T −T∗. Po

stacionarnosti sistemy (1.9)–(1.11) (nezavisimosti operatora L ot vremeni) imeem: W^T M^{T,δ} = W^{T −δ}M^{T −δ} = E^{T −δ}, otkuda, v silu (1.8) i po vyboru T − δ > T_∗ imeem:

clos W^T M^{T,δ} = J . (2.8) Ravenstvo clos W^T d^2 dt^2 M^{T,δ} = J (2.9)

sleduet iz ravenstva M^{T,δ} =^{d2}_{dt2} M^{T,δ} i sootnoxeniØ (2.8).

DlØ y ∈ J ⊖ clos Ran L^T_e i proizvol~nogo f ∈ M^{T,δ}, s uqetom (2.5), imeem: 0 = ( L^T_e e^{fε} ( · , T ), y ) J = ( LW^T f_ε, y ) J = ⟨sm.(1.6)⟩ = = ( W^T (f_ε)_{tt}, y ) J = ⟨sm.(2.5)⟩ = ( W^T (f_{tt})_ε, y ) J = = ⟨sm.(2.6)⟩ = ( W^T f_{tt}, y_ε ) J . Iz (2.9) zakl¸qaem: y_ε = 0. UstremlØØ ε → 0, po svoæstvu (iii), p. 2.3 poluqaem y = 0. Lemma dokazana.

Itak, soglasno lemme 3, vypolnØ¸tsØ sootnoxeniØ clos Ran L^T_e = Ran L_0 = J . Utverßdenie teoremy 2 nemedlenno sleduet iz sootnoxeniØ L^T_e ⊂ L_0 i ograniqennoæ obratimosti operatora L_0.

3. Prodolßenie dannyh i vosstanovlenie parametrov 3.1. SvobodnaØ dinamika. Rassmotrim sistemu

w_{tt} − Lw = 0 v Ω × (0, ∞); (3.1) w | t=0 = a, w_t | t=0 = b v Ω; (3.2) w_θ = 0 na Γ × [0, ∞) (3.3)

s a, b ∈ J ; pust~ w^{a,b} est~ ee rexenie. V p. 3.1 budet poluqeno predstavlenie dlØ sleda N w^{a,b} = ν ×^1_μ rot w^{a,b} na Γ × [0, ∞).

K EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ PARAMETROV 27

�vol¸ciØ sistemy (3.1)–(3.3) opredelØetsØ operatorom L_0: w^{a,b}( · , t) = [ cos t(−L_0)^{12} ] a+(−L_0)^{12} [ sin t(−L_0)^{12} ] b, t ¿ 0. (3.4) Vvedem inversi¸ Y^T : F^T → F^T , (Y^T f)( · , t) := f( · , T − t), 0 6 t 6 T i voz~mem v (3.2) a, b ∈ D, tak qto rexenie budet klassiqeskim: w^{a,b} ∈ C^∞([0, ∞); D). SopostavlØØ (3.1)–(3.3) s (1.9)–(1.11), legko poluqaem: w^{a,b}( · , t) = −^∂_{∂t} [ v^a( · , T − t) ] − v^b( · , T − t) v Ω, 0 6 t 6 T, otkuda N w^{a,b}( · , t) = −^∂_{∂t} N v^a( · , T − t) − N v^b( · , T − t) na Γ, 0 6 t 6 T i, soglasno (1.14), N w^{a,b}( · , t) = Y^T [ ∂ ∂t (W^T )^∗a − (W^T )^∗b ] , 0 6 t 6 T. (3.5)

Oboznaqim Σ^T_j := Γ×[jT, (j+1)T ], j = 0, 1, . . . i vvedem operator T_j, perevodØwiæ funkcii na Σ^T_0 v funkcii na Σ^T_j po pravilu: (T^T_j f)( · , t) := f( · , t − jT ), jT 6 t 6 (j + 1)T. Sootnoxenie (3.5) i sdvig po vremeni privodØt k predstavleni¸: N w^{a,b} | |_{ΣTj} = T^T_j Y^T [ ∂ ∂t (W^T )^∗w^{a,b}( · , jT )− − (W^T )^∗w^{a,b}_t ( · , jT ) ] , j = 0, 1, . . . . (3.6) Qtoby zapisat~ ego v okonqatel~nom vide, vvedem operatory v J :

A(t) := cos t(−L_0)^{12} ; A_t(t) := −(−L_0)^{12} sin t(−L_0)^{12} ; B(t) := (−L_0)^{− 12} sin t(−L_0)^{12} ; B_t(t) = cos t(−L_0)^{12} , t ¿ 0 s Dom A_t(t) = Dom (−L_0)^12 . PredstavlØØ w^{a,b}( · , t) = A(t)a + B(t)b; w^{a,b}_t ( · , t) = A_t(t)a + B_t(t)b

28 M. I. BELIXEV, V. M. ISAKOV

(sm. (3.4)) i podstavlØØ v (3.6), posle prostyh preobrazovaniæ poluqim: N w^{a,b} | |_{ΣTj} = T^T_j Y^T {[ ∂ ∂t (W^T )^∗A(jT ) − (W^T )^∗A_t(jT ) ] a+

+ [ ∂ ∂t (W^T )^∗B(jT ) − (W^T )^∗B_t(jT ) ] b } , j = 0, 1, . . . . (3.7)

3.2. �lektriqeskaØ podsistema s T = ∞. Rassmotrim sistemu

e_{tt} − Le = 0 v Ω × (0, ∞); (3.8) e | t=0 = e_t | t=0 = 0 v Ω; (3.9)

e_θ = f na Γ × [0, ∞) (3.10)

s upravleniem f ∈ M^∞. Otklik sistemy (3.8)–(3.10) na deæstvie upravleniØ opisyvaetsØ operatorom R^∞f := I [ ν × 1 μ rot e^f ]| |_{Γ×[0,∞)} = IN e^f , gde I – integrirovanie: (Ig)( · , t) :=^t ∫ 0 g( · , s)ds, t ¿ 0.

Fiksiruem koneqnoe T > 0 i voz~mem f takoe, qto supp f ⊂ Γ × (0, T ). Pri vremenah t ¿ T ffto upravlenie annuliruetsØ i dal~neæxaØ ffvol¸ciØ rexeniØ opisyvaetsØ sistemoæ (3.1)– (3.3):

e^f ( · , t) = w^{a,b}( · , t − T ), t ¿ T (3.11)

s a = e^f ( · , T ) = W^T f, b = e^f_t ( · , T ) = W^T f_t. PrimenØØ kraevoæ operator N v (3.11) i ispol~zuØ (3.7), legko poluqaem: N e^f | |_{ΣTj} = T^T_j Y^T { P^T_j + Q^T_j } f, j = 1, 2, . . . , (3.12) gde P^T_j := ∂ ∂t ( W^T )_∗ A ( (j − 1)T ) W^T − (W^T )^∗A_t ( (j − 1)T ) W^T ;

Q^T_j := [ ∂ ∂t ( W^T )_∗ B ( (j − 1)T ) W^T − (W^T )^∗B_t ( (j − 1)T ) W^T ] ∂ ∂t .

K EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ PARAMETROV 29

Nakonec, iz opredeleniØ R^∞ i (3.12) poluqaem nußnoe predstavlenie: R^∞f = I ∂ ∂t R^{2T} f na Σ^T_0 ∪ Σ^T_1 ;

T^T_j Y^T {P^T_j + Q^T_j }f na Σ^T_j , j = 2, 3, . . . .

(3.13)

Esli uslovie supp f ⊂ Γ × (0, T ) ne vypolneno, predstavim upravlenie v vide f = ∑ p f_p s gladkimi f, takimi, qto supp f_p ⊂ Γ × (t_p, t_p + T ) s nekotorymi poloßitel~nymi t_1, t_2, . . . i oboznaqim f̌_p( · , t) := f_p( · , t + t_p), tak qto supp f̌_p ⊂ Γ × (0, T ). Kaßdoe R^∞f̌_p moßno predstavit~ v vide (3.13); zatem, kombiniruØ (R^∞f)( · , t) = ∑ p(R^∞f̌_p)( · , t − t_p), poluqim predstavlenie vida (3.13), kotoroe vyraßaet R^∞ qerez R^{2T} i operatory P^T_j , Q^T_j .

3.3. Vnexnee predstavlenie. Pokaßem, qto pri T > T∗ pravaØ

qast~ predstavleniØ (3.13) opredelØetsØ operatorom R^{2T} . Napomnim, qto izometriØ E^T opredelØetsØ sootnoxeniem (1.21).

Operator ~L^T_e : F^T → F^T , Dom ~L^T_e = (E^T )^∗Dom L^T_e = (E^T )^∗E^T_0 , ~L^T_e := (E^T )^∗L^T_e E^T opredelØetsØ svoim grafikom ~G^T_e = {( ~W f, ~W f_{tt}) | f ∈ M^T_0 } ⊂ F^T × F^T (3.14) (sr. s (2.1)).

Pri T > T_∗ imeem:

~L^T_e = (E^T )^∗L^T_e E^T = ⟨sm.(2.2)⟩ = (E^T )^∗L_0E^T . Sootvetstvenno, dlØ operator-funkciæ poluqaem:

~A^T (t) := (E^T )^∗A(t)E^T = cos t[ − (E^T )^∗L_0E^T ]^{− 1}2 = cos t( − ~L^T_e )^12 ; ~A^T_t (t) := (E^T )^∗A_t(t)E^T = −( − ~L^T_e )^12 sin t( − ~L^T_e )^12 ; ~B(t) := (E^T )^∗B(t)E^T = ( − ~L^T_e )^{− 1}2 sin t( − ~L^T_e )^12 ;

~B_t(t) := (E^T )^∗B_t(t)E^T = cos t( − ~L^T_e )^{− 1}2 , t ¿ 0 (3.15)

30 M. I. BELIXEV, V. M. ISAKOV

i, kak sledstvie

P^T_j = ⟨sm.(1.21),(3.15)⟩ = ∂ ∂t (~W^T )^∗ ~A ( (j − 1)T )~ W^T − − (~W^T )^∗ ~A_t ( (j − 1)T )~ W^T =: ~P^T_j ;

Q^T_j = ⟨sm.(1.21),(3.15)⟩ = [ ∂ ∂t (~W^T )^∗ ~B ( (j − 1)T )~ W^T − − (~W^T )^∗ ~B_t ( (j − 1)T )~ W^T ] ∂ ∂t =: ~Q^T_j . (3.16)

PodstavlØØ (3.16) v (3.13), poluqaem predstavlenie R^∞f = I ∂ ∂t R^{2T} f na Σ^T_0 ∪ Σ^T_1 ;

T^T_j Y^T { ~ P^T_j + ~Q^T_j } f na Σ^T_j , j = 2, 3, . . . ,

(3.17)

kotoroe my nazyvaem vnexnim: vse vhodØwie v nego operatory deæstvu¸t vo vnexnem prostranstve sistemy (3.8)–(3.10).

Teorema 3. Pri l¸bom T > T∗ operator R^{2T} opredelØet opera-

tor R^∞.

Dokazatel~stvo. Operator R^{2T} opredelØet formu c^T (sm.

(1.17)); forma c^T opredelØet operator ~W^T . Operator ~W^T opre-

delØet operator ~L^T_e (qerez grafik (3.14)) i ego zamykanie ~L^T_e .

Pri T > T_∗ operator ~L^T_e opredelØet operator-funkcii (3.15), a s nimi i operatory ~P^T_j , ~Q^T_j (sm. (3.16)). Poslednie opredelØ¸t pravu¸ qast~ predstavleniØ (3.17). Teorema dokazana.

Zadaqa prodolßeniØ R^{2T} → R^∞ voshodit k klassiqeskoæ probleme prodolßeniØ ffrmitovo-poloßitel~nyh funkciæ i Øder [10] (sm. takße [5]), priqem v naxem sluqae rol~ usloviØ pozitivnosti igraet neotricatel~nost~ formy c^T . Predstavlenie (3.17) obobwaet predstavlenie operatora reakcii iz raboty [2]. Drugoæ variant prodolßeniØ v skalØrnom sluqae, ispol~zu¸- wiæ VS-metod, predloßen v [11]. Primery primeneniØ prodolßeniæ v obratnyh zadaqah moßno naæti v [9].

K EDINSTVENNOSTI VOSSTANOVLENI˚ PARAMETROV 31

3.4. Opredelenie parametrov. Rassmotrim stacionarnu¸ si-

stemu Maksvella na fiksirovannoæ qastote ω > 0: −iωεe = rot h; iωμh = rot e v Ω; div εe = 0, div μh = 0 v Ω;

e_θ = g na Γ;

pust~ e = e^g (x, ω), h = h^g (x, ω) est~ ee rexenie. Kak pokazano v rabote [14], operator Λ_ω : g → ν × h^g edinstvennym obrazom opredelØet pronicaemosti ε i μ v Ω.

Vyberem i fiksiruem funkci¸ η ∈ C^∞_0 (0, ∞); vyberem g ∈ C^∞(Γ; R^3), ν · g = 0. Rassmotrim sistemu (3.8)–(3.10) s upravleniem f = g(γ)η(t) i doopredelim ee rexenie pri otricatel~nyh vremenah, polagaØ f | t<0 = 0, e^f | t<0 = 0. ProvodØ preobrazovanie Fur~e

(F u)( · , ω) := 1 √ 2π ∞∫ −∞ e^{−iωt}u( · , t)dt, ω ∈ R i vybiraØ ω tak, qtoby (F η)(ω) ≠ 0, moßno poluqit~ predstavlenie Λ_ωg = (F η)^{−1}F R^∞(gη),

opredelØ¸wee Λ_ω qerez R^∞. Teorema 3 vmeste s upomØnutym vyxe rezul~tatom [14] privodØt k utverßdeni¸ teoremy 1.

Literatura

1. M. I. Belishev, Boundary control in reconstruction of manifolds and metrics. — Inverse Problems 13, No. 5 (1997), R1–R45.

2. M. I. Belishev, On relations between spectral and dynamical inverse data. PDMI Preprint-17/2000.

3. M. I. Belixev, A. Glasman, DinamiqeskaØ obratnaØ zadaqa dlØ sistemy Maksvella: vosstanovlenie skorosti v regulØrnoæ zone (BC-metod). — Algebra i Analiz 12, No. 2 (2000), 131–182.

4. M. I. Belixev, V. M. Isakov, L. N. Pestov, V. A. Xarafutdinov, K rekonstrukcii metriki po vnexnim fflektromagnitnym izmereniØm. — Dokl. RAN 372, No. 3 (2000), 298–300.

5. ı. M. Berezanskiæ, RazloßeniØ po sobstvennym funkciØm samosoprØßennyh operatorov. Naukova dumka, Kiev (1965).

6. M. X. Birman, M. Z. SolomØk, Spektral~naØ teoriØ samosoprØßennyh operatorov v gil~bertovom prostranstve. Izd. LGU, Leningrad (1980).

32 M. I. BELIXEV, V. M. ISAKOV

7. M. Eller, V. Isakov, G. Nakamura, and D. Tataru, Uniqueness and stability in the Cauchy problem for Maxwell’s and elasticity systems. Nonlinear PDE, College de France Seminar J.-L. Lions, Elsevier–Ganthier Villlar “Series in Appl. Mathematics”, Vol. 7 (2002).

8. A. K. Glasman, O regulØrnosti rexeniØ dinamiqeskoæ sistemy Maksvella. POMI Preprint-7/2001.

9. V. Isakov, Inverse Problems for Partial Differential Equations. Springer-Verlag, New York (1998).

10. M. G. Kreæn, O probleme prodolßeniØ ffrmitovo-poloßitel~nyh nepreryvnyh funkciæ. — DAN SSSR 26, No. 1 (1940), 17–21.

11. Ya. Kurylev and M. Lassas, Dynamic Inverse problem on a Riemannian manifold for a hyperbolic equation with dissipation and dispersion. Proc. Edind. Math. Soc. (to appear).

12. I. Lasiecka, J.-L. Lions, and R. Triggiani, Nonhomogeneous boundary-value problems for second order hyperbolic operators. — J. Math. Pures Appl. 65 (1986), 149–192.

13. R. Leis, Initial Boundary-Value Problems in Mathematical Physics. Wiley (1986). 14. P. Ola, L. Paivarinta, and E. Somersalo, An inverse boundary-value problem in electrodynamics. — Duke Math. J. 70, No. 3 (1993), 611–653.

15. D. Tataru, Unique continuation for solutions of PDE’s: between Hörmander’s and Holmgren theorem. — Comm. PDE 20 (1995), 855–894.

Belishev M. I., Isakov V. M. On uniqueness of recovering the parameters of the Maxwell system via dynamical boundary data.

The paper deals with the problem of determination of the parameters (functions) ε, μ of the Naxwell dynamical system

εE_t = rot H, μH_t = − rot E in Ω × (0, T ); E | t=0 = 0, H | t=0 = 0 in Ω;

E_{tan} = f on ∂Ω × [0, T ]

(tan is the tangent component; E = E^f (x, t), H = H^f (x, t) is the solution) through the response operator R^T : f → ν × H^f | ∂Ω×[0,T ] (ν is the

normal).

The parameters determine the velocity c = (εμ)^{− 12} , the c-metric ds^2 = c^{−2}|dx|^2, and the time T_∗ = max_Ω dist_c( · , ∂Ω). We show that, for any fixed

T > T_∗, the operator R^{2T} determines ε, μ in Ω uniquely.

Postupilo 10 noØbrØ 2001 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN

Wichita State University Dept. of Math. and Statistics