Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 278, 2001 g.

A. N. Frolov

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII PRIRAWENI` SUMM VDOL^ MONOTONNYH BLOKOV

1. Vvedenie

Pust~ (X, Y ), (X_1, Y_1), (X_2, Y_2), . . . – posledovatel~nost~ nezavisimyh odinakovo raspredelennyh sluqaænyh vektorov. Obozna- qim S_n = X_1 + X_2 + · · · + X_n, S_0 = 0.

NastoØwaØ rabota posvØwena issledovani¸ asimptotiqeskogo p.n. povedeniØ maksimumov M_n = M (n, j, u, v) = = max 0≤k≤n−j (S_{k+[j]} − S_k)I { u ≤ Y_{k+1} ≤ · · · ≤ Y_{k+[j]} ≤ v } , gde u, v fiksirovany, −∞ ≤ u ≤ v ≤ +∞, j = j_n, 1 ≤ j ≤ n, I{B} oboznaqaet indikator sobytiØ B, a [x] oboznaqaet celu¸ qast~ qisla x. Otmetim, qto j moßet byt~ sluqaænym. Naxa zadaqa sostoit v tom, qtoby otyskat~ posledovatel~nost~ poloßitel~- nyh postoØnnyh {b_n} taku¸, qto libo

lim sup n→∞ M_n b_n = 1 p.n.,

libo, esli ffto vozmoßno, poslednee sootnoxenie vypolneno s zamenoæ lim sup na lim. Togda moßno ispol~zovat~ qislovu¸ posledovatel~nost~ {b_n} dlØ predskazaniØ povedeniØ stohastiqeskoæ posledovatel~nosti {M_n}.

Budem interpretirovat~ sluqaænye veliqiny X_n kak vyigryxi (vozmoßno otricatel~nye) igroka v partiØh nekotoroæ igry, a Y_n kak veliqiny, harakterizu¸wie uspexnost~ v nekotorom

Rabota vypolnena pri podderßke Rossiæskogo fonda fundamental~nyh issledovaniæ, grant 99–01–00732 i granta veduwih nauqnyh xkol 00–15– 96019. 248

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 249 smysle otdel~noæ partii ili serii partiæ. Naprimer, pri Y_n = I{X_n > 0} sqitaem parti¸ uspexnoæ, esli vyigryx v neæ poloßitelen, a seri¸ uspexnoæ, esli vse partii serii uspexny. Otmetim, qto v nekotoryh sluqaØh moßno opredelit~ uspexnost~ serii, no ne otdel~noæ partii. V samom dele, popytaemsØ nazvat~ parti¸ uspexnoæ, esli vyigryx v neæ bol~xe, qem v predyduweæ. Togda Y_n = I{X_n > X_{n−1}}, a vektory (X_n, Y_n) peresta¸t byt~ nezavisimymi. �tu trudnost~ legko oboæti. Poloßim Y_n = X_n i nazovem seri¸ partiæ uspexnoæ, esli vyigryx v kaßdoæ sledu¸weæ partii serii bol~xe vyigryxa v predyduweæ.

V predloßennoæ interpretacii M_n – ffto maksimal~nyæ vyigryx igroka v uspexnyh seriØh dliny j. Pofftomu issledovanie asimptotiki M_n predstavlØet suwestvennyæ interes kak s toqki zreniØ teorii veroØtnosteæ, tak i s toqki zreniØ aktuarnoæ i finansovoæ matematiki.

PredlagaemaØ shema ØvlØetsØ, koneqno, oqen~ obweæ i vkl¸- qaet v sebØ celyæ rØd interesnyh qastnyh sluqaev, voznika¸- wih pri razliqnyh dopolnitel~nyh predpoloßeniØh o raspredelenii vektora (X, Y ), posledovatel~nosti j, u i v. Rassmotrim nekotorye iz nih.

1) Predpoloßim, qto u = v = 1, P (Y = 0) = 1 − P (Y = 1) = p ∈ (0, 1].

a) Esli X – nevyroßdennaØ sluqaænaØ veliqina, a p = 1, to M_n – ffto izvestnaØ statistika �rdœxa–Ren~i, asimptotiqeskoe povedenie kotoroæ issledovano v rabotah [1–8]. Otmetim, qto M_n = S_n pri j = n i M_n = max_{1≤k≤n}{X_k} pri j = 1. b) Pust~ X = 1 p.n., p ∈ (0, 1), j – dlina naidlinneæxeæ serii edinic sredi Y_1, Y_2, . . . , Y_n. Togda M_n = j. �tot sluqaæ rassmatrivalsØ v rabotah [9, 10]. (ObobweniØ rezul~tatov rabot [9] i [10] moßno naæti v stat~e [11] i v rabotah iz bibliografii k neæ.)

v) Esli X – nevyroßdennaØ sluqaænaØ veliqina, a p < 1, to asimptotiqeskoe povedenie M_n issledovano v [12]. (Sm. takße [13], gde rassmatrivalsØ maksimum tipa M_n.)

2) Predpoloßim, qto u = −∞, v = +∞, Y imeet nepreryvnoe raspredelenie.

a) Pust~ X = 1 p.n., j – dlina naidlinneæxeæ vozrasta¸weæ serii (monotonnogo bloka) sredi Y_1, Y_2, . . . , Y_n. Togda M_n = j.

250 A. N. FROLOV �tot sluqaæ izuqalsØ v [14]. (ObobweniØ rezul~tatov raboty [14] moßno naæti v stat~e [11] i v rabotah iz bibliografii k neæ.)

b) Esli X – nevyroßdennaØ sluqaænaØ veliqina, to predel~noe povedenie M_n issledovano v [15, 16].

V fftoæ stat~e my rassmotrim sluqaæ nevyroßdennogo X, nepreryvnogo Y i −∞ < u < v < +∞.

2. Rezul~taty Pust~ P (Y = y) = 0 dlØ l¸bogo y. Pust~ L_n – dlina maksimal~nogo, sostoØwego iz prinØvxih znaqeniØ v [u, v] sluqaænyh veliqin, monotonnogo bloka sredi Y_1, Y_2, . . . , Y_n, t.e. L_n = max{k| ∃i, 0 ≤ i ≤ n − k, u ≤ Y_{i+1} ≤ · · · ≤ Y_{i+k} ≤ v}. Pri issledovanii povedeniØ M_n estestvenno rassmatrivat~ posledovatel~nosti j takie, qto j ≤ L_n. Pofftomu my snaqala sformuliruem rezul~tat ob asimptotiqeskom povedenii L_n.

Teorema 1. Esli {Yn} – posledovatel~nost~ nezavisimyh odina-

kovo raspredelennyh sluqaænyh veliqin s nepreryvnym raspredeleniem, to lim_{n→∞} L_n l_n = 1 p.n.,

gde l_n – rexenie otnositel~no l uravneniØ √ 2πll^le^{−l} = n. DlØ u = −∞, v = +∞ teorema 1 poluqena v [14]. Otmetim, qto l_n ∼ log n/ log log n pri n → ∞.

Pust~ p = P (u ≤ Y ≤ v) > 0. Pust~ X – sluqaænaØ veliqina s funkcieæ raspredeleniØ F (x) = P (X < x|u ≤ Y ≤ v). Predpoloßim, qto P (X = x) < 1 ∀ x, (1) 0 ≤ EX < ∞, (2) t_0 = sup{t : φ(t) = Ee^{tX} < ∞} > 0. (3) Oboznaqim ω = ess sup X, ζ(z) = sup{zt − log φ(t) : t ≥ 0, φ(t) < ∞}, γ(x) = sup{z : ζ(z) ≤ x}.

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 251 Izvestno, qto γ(x) – nepreryvnaØ, neubyva¸waØ, vypuklaØ vverh funkciØ na [0, ∞), i γ(x) → ω pri x → ∞.

Poloßim

B_0 = t0∫ 0 tm^′(t)dt, (4) gde m(t) = φ^′(t)/φ(t), 0 ≤ t < t_0. Izvestno, qto 0 < B_0 ≤ ∞ (sm., naprimer, [4]).

Pereædem k rezul~tatam dlØ M_n. Vs¸du v dal~neæxem my rassmatrivaem posledovatel~nost~ j vida j = a_nl_n, gde {a_n} – posledovatel~nost~ vewestvennyh qisel, a_n ∈ (0, 1).

Teorema 2. Pust~ vypolneny usloviØ (1)–(3), i(n) = [anln] ≥ 1,

i(n) ne ubyvaet, (1 − a_n) log log n → ∞ pri n → ∞. Togda

lim sup n→∞ M_n b_n = 1 p.n., (5)

gde b_n = i(n)γ((1 − a_n) log n/i(n)). Esli dopolnitel~no vypolneno uslovie lim_{z→∞} γ(− log(1 − F (z))) z = 1 , (6)

ili ω < ∞, to v (5) moßno zamenit~ lim sup na lim.

Uslovie (6) vypolneno dlØ normal~nogo, geometriqeskogo, puassonovskogo raspredeleniæ i raspredeleniØ Veæbulla (sm. [5]).

Otmetim, qto esli u = −∞, v = +∞, to p = 1. V fftom sluqae teorema 2 poluqena v [15]. Tam ße soderßatsØ primery vyqisleniØ b_n dlØ normal~nogo i ffksponencial~nogo raspredeleniæ i dlØ raspredeleniØ Veæbulla. �ti primery vmeste s teoremami 1 i 2 privodØt k nekotorym l¸bopytnym vyvodam o povedenii priraweniæ summ vdol~ monotonnyh blokov.

Primer. Pust~ X imeet standartnoe normal~noe raspredele-

nie, Φ(x) = P (X < x).

Pust~ snaqala u = −∞, v = +∞. Netrudno proverit~, qto γ(x) = √ 2x i b_n = √ 2a_n(1 − a_n) log n( log log n )^{−1/2}. Znaqit b_n maksimal~no pri a_n = 1/2. Grubo govorØ, ffto oznaqaet, qto maksimal~nyæ vyigryx igroka dostigaetsØ na monotonnyh blokah,

252 A. N. FROLOV dlina kotoryh ravna polovine maksimal~no vozmoßnoæ dlØ nih dliny. Na pervyæ vzglØd kaßetsØ, qto priqina fftogo v tom, qto raspredelenie X simmetriqno i, sledovatel~no, polovina bloka – otricatel~nye veliqiny. Odnako iz teoremy 1 pri u = 0, v = +∞ sleduet, qto suwestvu¸t monotonnye bloki maksimal~- noæ dliny, sostoØwie tol~ko iz poloßitel~nyh veliqin. Delo zdes~ v tom, qto esli u = 0, v = +∞, to F (x) = 2Φ(x) − 1. Moßno pokazat~, qto v fftom sluqae γ(x) ∼ √ 2x pri x → ∞. �to daet nam tu ße normiru¸wu¸ posledovatel~nost~, qto i dlØ u = −∞, v = +∞. K tem ße vyvodam moßno bylo priæti, zametiv, qto 1 − F (x) ∼ 2(x √ 2π)^{−1}e^{−x2/2} pri x → ∞. Znaqit hvost raspredeleniØ F pohoß na hvost raspredeleniØ Veæbulla s parametrom formy 2 i parametrom masxtaba 1/2. Nußnyæ rezul~tat ob asimptotike γ(x) dlØ raspredeleniØ Veæbulla legko poluqaetsØ iz (6) (sm. takße [15]).

Drugie primery vyqisleniØ b_n moßno postroit~ s pomow~¸ primerov iz [15].

Nax sledu¸wiæ rezul~tat – ffto zakon �rdœxa–Ren~i dlØ priraweniæ summ vdol~ monotonnyh blokov.

Teorema 3. Pust~ vypolneny usloviØ (1)–(3), p < 1 i (1 −

a_n) log log n → B + log(1/p) pri n → ∞, gde B ∈ (0, B_0), B_0 opredeleno v (4). Togda lim_{n→∞} M_n l_n = γ(B) p.n.

Esli u = −∞, v = +∞ (napomnim, qto v fftom sluqae p = 1), to teorema 3 poluqena v [15].

Nax posledniæ rezul~tat predstavlØet soboæ zakon Qœrgœ– Revesa dlØ priraweniæ summ vdol~ monotonnyh blokov.

Teorema 4. Pust~ EX = 0, EX^2 = 1. Pust~ vypolneny usloviØ

(1)–(3), p < 1 i (1 − a_n) log l_n ↘ log(1/p) pri n → ∞. Togda lim_{n→∞} M_n b_n = 1 p.n.,

gde b_n = (2l_n((l_n − i(n)) log l_n − i(n) log(1/p)))^{1/2}, i(n) = [a_nl_n].

Otmetim, qto v teoreme 4 (1 − a_n) log log n → log(1/p) i b_n ∼ √ 2l_n((log(1/p))^2(log l_n)^{−1}+r_n)^{1/2} pri n → ∞, gde r_n = (1−a_n) log l_n− log(1/p).

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 253 Iz naxih rezul~tatov sleduet, qto povedenie M (n, j, u, v) dlØ −∞ < u < v < +∞, s odnoæ storony, sohranØet qerty povedeniØ M (n, j, −∞, +∞), a, s drugoæ storony, prirobretaet qerty povedeniØ priraweniæ summ vdol~ seriæ uspehov (sm. [12]). Tak formuly dlØ normirovok v teoremah 2 i 3 pohoßi dlØ koneqnyh i dlØ beskoneqnyh u i v. Odnako dlØ koneqnyh u i v funkciØ γ(x) opredelØetsØ uslovnym raspredeleniem X pri uslovii u ≤ Y ≤ v, a ffto uße svoæstvo priraweniæ nad seriØmi uspehov (sm. teoremy 1 i 2 v [12]). V formule dlØ normirovki v teoreme 4 (v otliqie ot sluqaØ p = 1) poØvlØetsØ dobavoqnyæ qlen, harakternyæ dlØ rezul~tatov o priraweniØh nad seriØmi uspehov (sm. teoremu 3 v [12]). Sleduet odnako pomnit~, qto pri perehode ot monotonnyh blokov k seriØm uspehov l_n nußno zamenit~ na log n/ log(1/p). Krome togo razliqa¸tsØ usloviØ na a_n, dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ zakl¸qeniØ sootvetstvu¸wih teorem.

Teoremy 2–4 pokazyva¸t, qto asimptotika priraweniæ summ vdol~ monotonnyh blokov podqinØetsØ toæ ße obweæ zakonomernosti, qto i asimptotika priraweniæ summ. Ona zavisit ot dliny priraweniæ i menØetsØ ot sil~noæ neivariantnosti dlØ malyh priraweniæ (zakon �rdœxa–Ren~i) do sil~noæ invariantnosti dlØ bol~xih priraweniæ (zakon Qœrgœ–Revesa).

Otmetim, qto M_n v teoremah 2–4 moßno zamenit~ na T_n = (S_{n+[j]} − S_n)I{u ≤ Y_{n+1} ≤ · · · ≤ Y_{n+[j]} ≤ v}. Dokazatel~stvo teorem 2–4 osnovano na sledu¸weæ teoreme, predstavlØ¸weæ i samostoØtel~nyæ interes.

Teorema 5. Pust~ (X, Y ), (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn) – nezavisi-

mye odinakovo raspredelennye sluqaænye vektory, P (Y = y) = 0 dlØ l¸bogo y. Pust~ X_1, X_2, . . . , X_n – nezavisimye sluqaænye veliqiny s funkcieæ raspredeleniØ F (x), S_n = X_1 +X_2 +· · ·+X_n. Togda dlØ l¸bogo x > 0, P (S_nI{u ≤ Y_1 ≤ · · · ≤ Y_n ≤ v} ≥ x) = p^n n! P (S_n ≥ x), (7) P (M_n ≥ x) ≤ np^j j! P (S_j ≥ x), (8)

P (M_n < x) ≤ exp { − [n j ] pj j! P (S_j ≥ x) } . (9)

254 A. N. FROLOV

Teorema 5 pozvolØet poluqat~ ocenki funkcii raspredeleniØ M_n, vernye dlØ l¸bogo n. DlØ fftogo nußno lix~ ispol~zovat~ podhodØwie veroØtnostnye neravenstva dlØ summ nezavisimyh sluqaænyh veliqin.

3. Dokazatel~stva Naqnem s dokazatel~stva teoremy 5.

Dokazatel~stvo teoremy 5. Imeem P (S_nI{u ≤ Y_1 ≤ · · · ≤ Y_n ≤ v} ≥ x) = 1 n! P ( S_nI{Y_1 ∈ [u, v], . . .Y_n ∈ [u, v]} ≥ x ) = p^n n! P (S_n ≥ x). V poslednem ravenstve my ispol~zovali lemmu 1 iz [12]. Takim obrazom, (7) dokazano. SootnoxeniØ (8) i (9) poluqa¸tsØ iz (7) tak ße, kak (13) i (14) poluqa¸tsØ iz (12) v dokazatel~stve lemmy 1 v [12]. Detali my opuskaem.

Dokazatel~stvo teoremy 1. DeæstvuØ tak ße, kak v dokazatel~-

stve teoremy 5, poluqim P (u ≤ Y_1 ≤ · · · ≤ Y_n ≤ v) = p^n n! . Iz fftogo sootnoxeniØ tem ße sposobom, qto i v lemme 1 iz [12], poluqa¸tsØ neravenstva P (L_n ≥ m) ≤ n p^m m! , P (L_n < m) ≤ exp { − [ n m ] pm m! } . Ispol~zuØ formulu Stirlinga, imeem

R(n) = P (L_n ≥ (1 + ε)l_n) ≤ n [(1 + ε)l_n]!

p^{[(1+ε)ln ]}

= exp { − εl_n log l_n(1 + o(1)) }

dlØ l¸bogo ε > 0. Ots¸da sleduet, qto rØd ∑ j R(2^j) shoditsØ.

Po lemme BorelØ–Kantelli

lim sup j→∞ L_2j l_2j

≤ 1 p.n.

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 255 Tak kak L_n ne ubyvaet i l_2j+1 /l_2j → 1 pri j → ∞, to

lim sup n→∞ L_n l_n ≤ 1 p.n.

Voz~mem ε ∈ (0, 1). Snova ispol~zuØ formulu Stirlinga, poluqim

Q(n) = P (L_n < [(1 − ε)l_n]) ≤ exp { − n [(1 − ε)l_n] p^{[(1−ε)ln]} [(1 − ε)l_n]! }

= exp { − exp{εl_n log l_n(1 + o(1))} } . Pofftomu rØd ∑ n Q(n) shoditsØ. Lemma BorelØ–Kantelli vleqet

lim inf n→∞ L_n l_n ≥ 1 p.n.,

i teorema 1 dokazana.

Dokazatel~stvo teorem 2–4 ispol~zuet tehniku iz raboty [15]. Pofftomu zdes~ my privodim shemy dokazatel~stv, opuskaØ podrobnye vyqisleniØ.

Dokazatel~stvo teoremy 2. Pust~ snaqala ω = ∞.

Poloßim N_{ij0} = {n : 2^j ≤ n < 2^{j+1}, i(n) = i, a_n ≤ β}, 0 < β < 1 , N_{ijr} = { n : 2^j ≤ n < 2^{j+1}, i(n) = i, r log log 2^j ≤ a_n < r + 1 log log 2^j } , A_{ij0} = β, A_{ijr} = max_{n∈Nijr} a_n, a_{ijr} = min_{n∈Nijr} a_n, n_{ijr} = min{n : n ∈ N_{ijr}}, gde log log 2^j > r ≥ β log log 2^j .

Voz~mem ε > 0. V silu (8), svoæstv funkcii γ(x) i lemmy 2.3 iz [5] vypolnØ¸tsØ neravenstva P_{ijr} = P ( max n∈N_{ijr} M_n/b_n ≥ 1 + ε )

≤ 2^{j+1} i! p^i P ( S_i ≥ (1 + ε) i γ((1 − A_{ijr}) log n_{ijr}/i) )

≤ 2^{j+1} i! p^i exp { −(1 + ε)(1 − A_{ijr}) log n_{ijr} } .

256 A. N. FROLOV Ispol~zuØ formulu Stirlinga i opredeleniØ l_n, A_{ijr}, a_{ijr}, N_{ijr} i n_{ijr}, poluqim P_{ij0} ≤ 2^{1−εj/2}, P_{ijr} ≤ C_0 exp{−k(2^j)} dlØ vseh dostatoqno bol~xih j, gde k(n) = log n/ log log n , a β vybrano tak, qtoby β < ε/2(1 + ε). Ots¸da sleduet, qto rØd ∑ j P ( max 2^j ≤n<2^j+1 M_n/b_n ≥ 1 + ε )

shoditsØ. PrimenØØ lemmu BorelØ-Kantelli, poluqim

lim sup n→∞ M_n b_n ≤ 1 p.n.

Poloßim i = i(n), c(n) = (1 − a_n) log n/i. Voz~mem ε > 0. V silu (9) imeem

Q(n) = P (M_n < (1 + ε)^{−3}b_n)

≤ exp { − [ n i ] pi i! P (S_i ≥ (1 + ε)^{−3}iγ( c(n) )) }

≤ exp { − [ n i ] pi i! P (X ≥ (1 + ε)^{−3}γ( c(n) ))^i } . S pomow~¸ metoda, ispol~zovannogo v lemme 2.5 iz [9], postroim posledovatel~nost~ natural~nyh qisel {n_r} taku¸, qto (P (X ≥ (1 + ε)^{−3}γ(c(n_r ))))^{log nr/c(nr)} ≥ exp{−(1 + ε)^{−1} log n_r } (10) i n_r ≥ r pri vseh dostatoqno bol~xih r. Ispol~zovanie formuly Stirlinga, opredeleniØ l_n i (10), daet Q(n_r) ≤ exp { −Ck(n_r)^{−3/2} exp{k(n_r)} } dlØ nekotorogo poloßitel~nogo C i vseh dostatoqno bol~xih r. Ots¸da sleduet, qto rØd ∑ r Q(n_r) shoditsØ, i po lemme BorelØ– Kantelli lim sup n→∞ M_n b_n ≥ 1 p.n. (11)

Esli vypolneno uslovie (6), to neravenstvo (10) vypolneno s zamenoæ (1+ε)^{−3} na (1+ε)^{−2} dlØ n_r = r. �to privodit k tomu, qto rØd ∑ r Q(r) shoditsØ. Sledovatel~no, (11) vypolneno s lim inf vmesto lim sup.

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 257 Pust~ teper~ ω < ∞. Togda moßno sqitat~, qto b_n = i(n)ω.

ZamenØØ v opredelenii Q(n) posledovatel~nost~ b_n na i(n)ω i provodØ te ße rassußdeniØ, qto i vyxe, moßno pokazat~, qto rØd ∑ n Q(n) shoditsØ. Pofftomu

lim inf n→∞ M_n i(n) ≥ ω p.n.

No M_n ≤ i(n)ω p.n. v silu opredeleniØ M_n i ω. Ots¸da sleduet, qto v (5) lim sup moßno zamenit~ na lim.

Teorema 2 polnost~¸ dokazana.

DlØ dokazatel~stva teoremy 3 nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat iz [17].

Teorema 6. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ teoremy 3.

Pust~ γ = γ(B), i pust~ c = c(γ) – rexenie uravneniØ m(c) = γ.

Togda dlØ l¸bogo ε > 0 vypolnØetsØ sootnoxenie P (S_n ≥ nγ) ∼ ψ(c) √ n exp{−nB} ravnomerno po γ ∈ [ε, min{A − ε, 1/ε}], gde ψ(c) – poloßitel~naØ postoØnnaØ. Zdes~ A = lim_{t↑t0} m(t). Esli X_1 imeet nerexetqatoe raspredelenie, to ψ(c) = 1/(cσ(c) √ 2π). Esli X_1 imeet rexetqatoe raspredelenie s maksimal~nym xagom H, to ψ(c) = H/({1 − e^{−Hc}}σ(c) √ 2π), gde σ(t) = m^′(t).

Dokazatel~stvo teoremy 3. DlØ kratkosti poloßim i = i(n),

l = l_n, a = a_n.

Voz~mem ε > 0. V silu (8), svoæstv γ(x), teoremy 6 i formuly Stirlinga

R(n) = P (M_n ≥ (1 + ε)γ(B)i) ≤ n i! p^iP (S_i ≥ (1 + ε)γ(B)i)

≤ C exp {( l + 1 2 ) log l − l − ( i + 1 2 ) log i + i − i(1 + δ)B − i log(1/p) } dlØ nekotoryh poloßitel~nyh C, δ, δ_1 i vseh dostatoqno bol~- xih n.

Poloßim n_j = max{n : i(n) = j}. RØd ∑ j R(n_j ) shoditsØ, i po lemme BorelØ–Kantelli

lim sup j→∞ M_{nj} l_{nj} ≤ γ(B) p.n.

258 A. N. FROLOV Tak kak l_{nj} /l_{nj+1} → 1 pri n → ∞ i M_n ≤ M_{nj} dlØ n takih, qto i(n) = j, to

lim sup n→∞ M_n l ≤ γ(B) p.n.

Pust~ ε ∈ (0, 1). Ispol~zuØ (9), svoæstva γ(x), teoremu 6 i formulu Stirlinga, imeem Q(n) = P (M_n < (1 − ε)γ(B)l) ≤ exp { − n al i! p^iP (S_i ≥ (1 − ε)γ(B)l) }

≤ exp { −C exp {( l+ 1 2 ) log l−l− ( i+ 3 2 ) log i+i−i(1−δ)B −i log(1/p) }}

≤ exp { −C exp{δ_1al} } ≤ n^{−2} dlØ nekotoryh poloßitel~nyh C, δ, δ_1 i vseh dostatoqno bol~- xih n. Znaqit rØd ∑ n Q(n) shoditsØ, a lemma BorelØ–Kantelli daet lim inf n→∞ M_n l ≥ γ(B) p.n.

Teorema 3 dokazana.

DlØ dokazatel~stva teoremy 4 nam potrebuetsØ sledu¸wiæ rezul~tat iz [7].

Teorema 7. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ teoremy 3.

Togda dlØ l¸bogo δ > 0, l¸boæ posledovatel~nosti {x_n} takoæ, qto x_n = o( √ n), i vseh dostatoqno bol~xih n vypolnØ¸tsØ neravenstva exp { −(1 + δ)x^2_n/2 } ≤ P (S_n ≥ x_n √ n) ≤ exp { −(1 − δ)x^2_n/2 } . Dokazatel~stvo teoremy 4. Poloßim l = ln, i = i(n), τn = (l −

i) log l −i log(1/p). Imeem τ_n ∼ l((log(1/p))^2(log l)^{−1} +r_n) pri n → ∞, gde r_n ↘ 0 pri n → ∞. Sledovatel~no, log l = o(τ_n).

Voz~mem ε > 0. Ispol~zuØ (8), teoremu 7 i formulu Stilinga, poluqim

R(n) = P (M_n ≥ (1 + 2ε)^{1/2}b_n) ≤ n i! p^iP (S_i ≥ (1 + 2ε)^{1/2}b_n)

≤ C exp {( l + 1 2 ) log l − l − ( i + 1 2 ) log i + i − i log(1/p) −

(1 + ε)b^2_n 2l } ≤ C exp{−ετ_n} = C exp{−2ρ_n log l},

OB ASIMPTOTIQESKOM POVEDENII 259 dlØ nekotorogo poloßitel~nogo C i vseh dostatoqno bol~xih n. Zdes~ ρ_n = ετ_n/(2 log l) → ∞ pri n → ∞.

Zafiksiruem q > 1. Oboznaqim N_{jk} = {n : i(n) = j, q^k ≤ ρ_n < q^{k+1}}, n_{jk} = max{n : n ∈ N_{jk}}, j ≥ 2, k ≥ 0. Togda rØd ∑ j,k R(n_{jk}) shoditsØ. Po lemme BorelØ–Kantelli

lim sup j→∞ M_{njk} b_{njk} ≤ 1 p.n.

ravnomerno po k. Tak kak b_n ≥ b_{njk} /q i M_n ≤ M_{njk} dlØ n ∈ N_{jk}, vseh dostatoqno bol~xih j i vseh k, to

lim sup n→∞ M_n b_n ≤ q p.n.

Tak kak q moßno vybrat~ skol~ ugodno blizkim k 1, to poslednee sootnoxenie vypolneno s formal~noæ zamenoæ q na 1.

Pust~ ε ∈ (0, 1/2). UqityvaØ (9), teoremu 7 i formulu Stilinga, imeem

Q(n) = P (M_n < (1 − ε)b_n) ≤ exp { − n al i! p^iP (S_i ≥ (1 − ε)b_n) }

≤ exp { −C exp {( l+ 1 2 ) log l−l− ( i+ 3 2 ) log i+i−i log(1/p)− (1 − 2ε)b^2_n 2l }}

≤ exp{−δl^{ετn} } ≤ n^{−2} dlØ nekotoryh poloßitel~nyh C, δ i vseh dostatoqno bol~xih n. Sledovatel~no, rØd ∑ n Q(n) shoditsØ, i po lemme BorelØ– Kantelli lim inf n→∞ M_n b_n ≥ 1 p.n.

Teorema 4 dokazana.

Literatura

1. P. Erdős, A. Rényi, On a new law of large numbers. — J. Analyse Math. 23 (1970), 103–111.

2. L. A. Shepp, A limit law concerning moving averages. – Ann. Math. Statist. 35 (1964), 424–428.

3. S.Csörgő, Erdős–Rényi laws. — Ann. Statist. 7 (1979), 772–787. 4. P. Deheuvels, L. Devroye, Limit laws of Erdős–Rényi–Shepp type. — Ann. Probab.

15 (1987), 1363–1386.

260 A. N. FROLOV

5. D. M. Mason, An extended version of the Erdős–Rényi strong law of large numbers. — Ann. Probab. 17 (1989), 257–265.

6. M. Csörgő, P. Révész, Strong Approximations in Probability and Statistics. Academic Press, New York (1981).

7. A. N. Frolov, On one-sided strong laws for large increments of sums. — Statist.

Probab. Letters 37 (1998), 155–165.

8. A. N. Frolov, Ob asimptotiqeskom povedenii priraweniæ summ nezavi-

simyh sluqaænyh veliqin. Dokl. RAN 372 N 5, (2000), 596–599.

9. P. Erdős, P. Révész, On the length of the longest head-run. In: Topics in Information Theory, I. Csiszár, P. Elias, (eds.) Amsterdam: North Holland, — Coll. Math. Soc. J. Bolyai 16 (1975), 218–228.

10. P. Deheuvels, On the Erdős–Rényi theorem for random fields and sequences and its relationships with the theory of runs and spacings. — Z. Wahrsch. Verw. Geb. 70 (1985), 91–115.

11. A. N. Frolov, A. I. Martikainen, On the length of the longest increasing run in

R^d. — Statist. Probab. Letters. 41 (1999), 153–161.

12. A. N. Frolov, Ob asimptotiqeskom povedenii priraweniæ summ vdol~

seriæ uspehov. Zap. nauqn. semin. POMI 60, (1999), 263–277.

13. A. N. Frolov, A. Martikainen, J. Steinebach,, On the maximal gain over head runs. — Studia Sci. Math. Hung. 34 (1998), 165–181.

14. B. G. Pittel, Limiting behaviour of a process of runs. — Ann. Probab. 9 (1981), 119–129.

15. A. N. Frolov, A. Martikainen, J. Steinebach, On the maximal excursion over increasing runs. In: Asymptotic methods in probability and mathematical statistics with applications. Birkhauser, Boston 2000, p.??–??.

16. A. N. Frolov, A. I. Martikainen, J. Steinebach, Strong laws for the maximal gain over increasing runs. — Statist. Probab. Letters 50 (2000), 305–312.

17. V. V. Petrov, O veroØtnostØh bol~xih ukloneniæ summ nezavisimyh

sluqaænyh veliqin. — TeoriØ veroØtn. i ee primen. 10, No. 2 (1965),

310–322.

Frolov A. N. On asymptotic behaviour of increments of sums over increasing runs.

We investigate the almost sure asymptotic behaviour of increments of sums of i.i.d. random variables over increasing runs in associate sequence. The Shepp law, the Erdős–Rényi law and the Csörgő–Révész laws are obtained for increments of sums over increasing runs formed by random variables which take its values in a fixed interval.

Postupilo 15 dekabrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet