Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

B. B. Lur~e

USLOVIE SOGLASNOSTI FADDEEVA–HASSE V PROBLEME POGRUȷENI˚ POLE`

Uslovie soglasnosti vpervye poØvilos~ v rabote [1] kak neobhodimoe uslovie razreximosti zadaqi pogrußeniØ. D. K. Faddeev daet tam tri ego ffkvivalentnye formulirovki i nahodit vaßnye qastnye sluqai, kogda ono obespeqivaet pogrußaemost~. Drugu¸ formulirovku fftogo usloviØ (pri kommutativnom Ødre) otkryl H. Hasse ([2]). On predpoloßil, qto ffto uslovie ØvlØetsØ dlØ pogrußaemosti i dostatoqnym. �tu gipotezu v 1954 oprovergli D. K Faddeev i I. R. Xafareviq ([3, 4]), postroiv soverxenno razliqnye kontrprimery.^∗

V dal~neæxem uslovie soglasnosti (v inoæ terminologii – pervoe prepØtstvie) igralo vaßnu¸ rol~ v rabotah S. P. Demuxkina i I. R. Xafareviqa ([5, 6]). V [5] dokazano, qto dlØ zadaqi pogrußeniØ s lokal~nymi polØmi pri abelevom Ødre ffto uslovie garantiruet pogrußaemost~. V [6] issleduetsØ “vtoroe prepØtstvie”, t.e. nekotoroe dopolnitel~noe neobhodimoe (no ne dostatoqnoe) uslovie pogrußaemosti dlØ poleæ algebraiqeskih qisel (pri abelevom Ødre).

Polnost~¸ zadaqu pogrußeniØ s abelevym Ødrom rexil A. V. ˚kovlev. V [7] naædeno dopolnitel~noe uslovie pogrußaemosti, kotoroe pri vypolnenii usloviØ soglasnosti ne tol~- ko neobhodimo, no i dostatoqno dlØ pogrußaemosti. V [8] zadaqa pogrußeniØ specializiruetsØ dlØ qislovyh poleæ i okazyvaetsØ, qto vo mnogih vaßnyh sluqaØh dopolnitel~noe uslovie pogrußaemosti nesuwestvenno, t.e. usloviØ pogrußaemosti i soglasnosti sovpada¸t. Uslovie soglasnosti igraet vaßnu¸ rol~ takße v issledovaniØh A. V. ˚kovleva po izuqeni¸ gruppy Galua algebraiqeskogo zamykaniØ lokal~nyh poleæ ([9]) i po

Rabota vypolnena pri finansovoæ podderßke fonda RFFI (grant No. 00-01-00116a).

�Gipoteza Hasse vyglØdit oqen~ pravdopodobno. D. K. Faddeev rasskazyval, qto odno vremØ toße veril v ee spravedlivost~, no poosteregsØ vydvinut~ ee v peqati. 259

260 B. B. LUR^E obratnoæ zadaqe teorii Galua ([10]), gde vvoditsØ klass universal~no soglasnyh poleæ.

Ukazannye raboty proØsnili sut~ usloviØ soglasnosti i ego rol~ v zadaqe pogrußeniØ v sluqae kommutativnogo Ødra. V fftom sluqae uslovie soglasnosti sravnitel~no legko proverØetsØ i dostatoqno sil~noe.

Sloßnee, estestvenno, obstoit delo v sluqae zadaqi pogrußeniØ s neabelevym Ødrom. Uslovie soglasnosti pri neabelevom Ødre, kak pravilo, bolee slaboe, no ego neposredstvennaØ proverka znaqitel~no trudnee.

Udovletvoritel~nyæ otvet na vopros, qto predstavlØet soboæ uslovie soglasnosti, soderßitsØ v nastoØweæ stat~e, predstavlØ¸weæ zaverxa¸wiæ fftap issledovaniØ po dannoæ problematike.

V rabote [11] dokazana redukcionnaØ teorema, pozvolØ¸waØ svodit~ uslovie soglasnosti pri p-Ødre k sluqa¸, kogda i pogrußaemoe pole ØvlØetsØ p-rasxireniem osnovnogo. Vaßnyæ rezul~tat soderßitsØ v rabote [12], gde uslovie soglasnosti dlØ qislovyh poleæ pri neabelevom Ødre svoditsØ k proverke fftogo usloviØ dlØ abeleva Ødra (poluqennogo faktorizacieæ Ødra po kommutantu). Pri fftom dlØ obwih (ne qislovyh) poleæ fftot rezul~tat neveren.

Voznikla gipoteza, qto uslovie soglasnosti v proizvol~nom sluqae ffkvivalentno uslovi¸ soglasnosti s p-gruppami. V rabote [13] ffta gipoteza dokazana dlØ mnogih qastnyh sluqaev. Polnoe dokazatel~stvo publikuetsØ zdes~ vpervye.

Mne priØtno otmetit~, qto interes k dannoæ problematike byl stimulirovan besedami s A. V. ˚kovlevym, i on vsegda pro- ØvlØl ßivoæ interes k moim issledovaniØm.

§1. Postanovka zadaqi i neobhodimye opredeleniØ

Zadaqe pogrußeniØ posvØwena kniga [14]. Odna iz ee glav sostoit v podrobnom issledovanii usloviØ soglasnosti. Zdes~ daetsØ lix~ konspektivnoe izloßenie, da¸wee vozmoßnost~ avtonomnogo qteniØ stat~i.

Pust~ zadano (koneqnoe) rasxirenie Galua K/k poleæ s gruppoæ Galua F i opredelen ffpimorfizm φ koneqnoæ gruppy G na F s Ødrom A. Zadaqa pogrußeniØ (zapisyvaemaØ (K/k, G, φ)) sostoit v nahoßdenii polØ (algebry Galua) L, soderßawego po-

USLOVIE SOGLASNOSTI FADDEEVA––HASSE 261 le K i ime¸wego gruppu G nad k, takogo, qto avtomorfizmy g ∈ G, ograniqennye na K, sovpada¸t s avtomorfizmami

φ(g) ∈ F = Gal(K/k). Vmesto Øvnoæ konstrukcii polØ (algebry)

L qastno ograniqiva¸tsØ usloviØmi suwestvovaniØ takogo rasxireniØ. A = Ker φ nazyvaetsØ Ødrom zadaqi pogrußeniØ. Kak izvestno, pole (algebra) L, esli ono suwestvuet, obladaet Anormal~nym bazisom nad K (i G-normal~nym bazisom nad k).

Oslabim teper~ trebovaniØ k iskomomu ob¨ektu L. Budem nazyvat~ modulem soglasnosti dlØ naxeæ zadaqi pogrußeniØ

(K/k, G, φ) lineænoe prostranstvo P nad K, soderßawee K, na

kotorom deæstvu¸t k-avtomorfizmy g ∈ G takie, qto g|_K sovpadaet s φ(g) ∈ Gal (K/k), i P obladaet A-normal~nym bazisom nad K, t.e. P = ⊕_{a∈A}Kv^a, gde v ∈ P . Uslovie suwestvovaniØ takogo modulØ soglasnosti P nazyvaetsØ usloviem soglasnosti. Esli zadaqa pogrußeniØ imeet rexenie L, to L i ØvlØetsØ takim modulem soglasnosti. Pofftomu uslovie soglasnosti neobhodimo dlØ suwestvovaniØ rexeniØ zadaqi pogrußeniØ (pogrußaemosti).

Opredelim teper~ dlØ polØ K i gruppy G skrewennoe proizvedenie G × K, igra¸wee kl¸qevu¸ rol~ v rabote.

Pust~, kak i preßde, K/k – rasxirenie Galua, i zadano otobraßenie φ : G → Gal(K/k). Postroim algebru nad K s bazisom {u_g}, zanumerovannym fflementami g ∈ G i s umnoßeniem

u_gx · u_hy = u_{gh}x^{φ(h)}y, gde g, h ∈ G, x, y ∈ K. TakaØ algebra na-

zyvaetsØ skrewennym proizvedeniem gruppy G i polØ K i oboznaqaetsØ G × K. Kogda φ – izomorfizm, poluqaem klassiqeskoe skrewennoe proizvedenie s ediniqnymi faktorami, kotoroe, kak izvestno, izomorfno matriqnoæ algebre nad polem k porØdka, ravnogo [K : k]. Krome togo, algebra G × K soderßit podalgebru, natØnutu¸ na fflementy u_a, a ∈ A = Ker φ, kotoraØ ØvlØetsØ gruppovoæ algebroæ K[A]. �lementy g ∈ G deæstvu¸t kak avtomorfizmy na K[A] posredstvom soprØßeniØ.

Algebra G × K – associativnaØ koneqnomernaØ algebra. Ona ØvlØetsØ poluprostoæ v tom i tol~ko v tom sluqae, kogda poluprosta gruppovaØ algebra K[A], t.e. kogda harakteristika polØ k ne delit porØdok gruppy A.

Dadim ewe odno opredelenie. DlØ zadaqi pogrußeniØ (K/k, G, φ) budem nazyvat~ sistemoæ soglasnosti nabor fflementov l_g ∈

K[A], g ∈ G, dlØ kotoryh

1) l_{g1g2} = l^{g2}_{g1} l_{g2} (g_1, g_2 ∈ G)

262 B. B. LUR^E

2) l_a = u^{−1}_a dlØ a ∈ A.

�ti ravenstva pokazyva¸t, qto l_g – obratimye fflementy K[A] (t.k. l^g�_1 l_g = u_1 – edinica algebry) i tem samym l_g – odnomernyæ kocikl na G so znaqeniØmi v mul~tiplikativnoæ gruppe K[A].

Teorema 1.1 (vpervye dokazana v [1], sm. takße [14]). DlØ zadaqi

pogrußeniØ (K/k, G, φ) sledu¸wie usloviØ ffkvivalentny:

1. Suwestvuet modul~ soglasnosti. 2. Suwestvuet sistema soglasnosti.

3. Skrewennoe proizvedenie G × K izomorfno algebre matric porØdka (K : k) nad nekotoroæ svoeæ podalgebroæ.

Tem samym, kaßdoe iz fftih usloviæ moßet slußit~ formulirovkoæ usloviØ soglasnosti. Zametim, qto proverka usloviØ (3) prowe, qem proverka drugih usloviæ, a implikacii (3)=⇒(1) ili (3)=⇒(2) opira¸tsØ na teoremu KrullØ–Xmidta i pofftomu ne vsegda konstruktivny.

Rassmotrim teper~ sluqaæ kommutativnogo Ødra A. Rasxirenie G v fftom sluqae opredelØetsØ, kak izvestno, kanoniqeskim klassom iz H^2(F, A) (predstavitel~ kotorogo – kocikl rasxireniØ). Pri naliqii sistemy soglasnosti fftot fflement iz

H^2(F, A) raspadaetsØ v H^2(F, (K[A])^∗). Verno i obratnoe – esli

kocikl rasxireniØ est~ kogranica v (K[A])^∗, suwestvuet sistema soglasnosti dlØ naxeæ zadaqi pogrußeniØ. �to – ewe odna formulirovka usloviØ soglasnosti (privedennye rassußdeniØ spravedlivy i dlØ nekommutativnogo Ødra; odnako v fftom sluqae kogomologii ne obrazu¸t gruppu, i A ne ØvlØetsØ F -modulem).

Uslovie soglasnosti v forme Hasse trebuet dopolnitel~nyh opredeleniæ.

§2. Soputstvu¸wie, ravnosil~nye i prisoedinennye zadaqi

Zadaqu pogrußeniØ (K_1/k_1, G_1, φ_1) nazyva¸t soputstvu¸weæ dlØ zadaqi (K/k, G, φ), esli razreximost~ pervoæ neobhodima dlØ razreximosti vtoroæ. Rassmotrim nekotorye priemy, privodØwie k soputstvu¸wim zadaqam.

1. Pust~ zadaqa pogrußeniØ svØzana s toqnoæ posledovatel~- nost~¸ grupp 1 −→ A −→ G^φ−→ F −→ 1,

USLOVIE SOGLASNOSTI FADDEEVA––HASSE 263 i A_0 – podgruppa A, normal~naØ v G. Togda opredelen ffpimorfizm φ_1 : G/A_0 −→ F s Ødrom A/A_0, i s zadaqeæ pogrußeniØ

(K/k, G, φ) moßno svØzat~ zadaqu pogrußeniØ (K/k, G_1, φ_1). ˚s-

no, qto rexenie L zadaqi (K/k, G, φ) poroßdaet rexenie L^{A/A0} zadaqi pogrußeniØ (K/k, G_1, φ_1) tak qto ona – soputstvu¸waØ dlØ ishodnoæ. Taku¸ zadaqu nazyva¸t soputstvu¸weæ pervogo roda.

V qastnosti, esli A_0 – kommutant Ødra A, poluqa¸t soputstvu¸wu¸ abelevu zadaqu pogrußeniØ.

Moßno neskol~ko obobwit~ ponØtie soputstvu¸weæ zadaqi pervogo roda. Imenno, pust~ ψ – proizvol~nyæ morfizm (ne obØzatel~no s¸r¨ektivnyæ) G −→ G_1 takoæ, qto φ_1ψ = φ (gde

φ_1 – ffpimorfizm G_1 −→ F ). Razreximost~ zadaqi pogruße-

niØ (K/k, G, φ) garantiruet v fftom sluqae po-preßnemu razreximost~ zadaqi (K/k, G_1, φ_1), esli iskat~ rexenie v klasse algebr Galua ([14], gl. 1). Morfizm ψ ØvlØetsØ kompozicieæ s¸r¨ektivnogo morfizma G −→ Im ψ i in¨ektivnogo Im ψ −→ G_1.

2. Zadadim v F = Gal(K/k) podgruppu F_1. Opredelim G_1 kak polnyæ proobraz φ v G. Oboznaqim qerez φ_1 ograniqenie φ na G_1 i qerez k_1 – podpole polØ K, otveqa¸wee podgruppe F_1. Zadaqa pogrußeniØ (K/k_1, G_1, φ_1), oqevidno, razrexima, esli razrexima ishodnaØ zadaqa (K/k, G, φ). Zadaqa pogrußeniØ (K/k_1, G_1, φ_1) nazyvaetsØ soputstvu¸weæ zadaqeæ vtorogo roda dlØ ishodnoæ.

Moßno rassmotret~ kompozici¸ dvuh takih procedur (sperva soputstvu¸wu¸ zadaqu vtorogo, a zatem pervogo roda). Tak poluqaetsØ smexannaØ soputstvu¸waØ zadaqa pogrußeniØ.

3. Pust~ K/k – rasxirenie Galua poleæ algebraiqeskih qisel s gruppoæ Galua F , i p – prostoæ divizor polØ k. Oboznaqim qerez k_p popolnenie polØ k po divizoru p, a qerez K_p – tenzornoe proizvedenie K ⊗_k k_p. K_p moßet ne byt~ polem (esli prodolßenie p na K ne edinstvenno), no ØvlØetsØ algebroæ Galua, a nad algebroæ Galua zadaqa pogrußeniØ takße moßet byt~ postavlena. PoluqennaØ zadaqa (K_p/k_p, G, φ) nazyvaetsØ lokal~noæ soputstvu¸weæ zadaqeæ pogrußeniØ dlØ ishodnoæ.

Rassmotrim teper~ proceduru pod¨ema. Pust~ zadaqa pogrußeniØ svØzana s toqnoæ posledovatel~nost~¸ 1 −→ A −→ G^φ−→ F −→ 1, gde F = Gal(K/k), i zadano rasxirenie Galua L/k s gruppoæ H, soderßawee K. Tem samym, opredeleno s¸r¨ektivnoe otobraße-

264 B. B. LUR^E nie ψ : H −→ F . Rassmotrim prØmoe proizvedenie G grupp G i H s ob¨edinennoæ faktorgruppoæ F (t.e. mnoßestvo par (g, h), gde

g ∈ G, h ∈ H, φg = ψh). Imeet mesto kommutativnaØ diagramma

s toqnymi strokami (zdes~ B = Ker ψ) 1 1 ↓ ↓ B = B ↓ ↓ 1 →A → Ḡ ¯’_{−→H →1} ‖ ψ̄ ↓ ↓ ψ 1 →A → G ’−→H →1. ↓ ↓ 1 1 GovorØt, qto zadaqa pogrußeniØ (L/k, G, φ̄) poluqena iz zadaqi

(K/k, G, φ) pod¨emom do L.

ObratnaØ procedura nazyvaetsØ spuskom. Ona vozmoßna, esli v G soderßitsØ normal~naØ podgruppa B, q~e pereseqenie s Ødrom A trivial~no. Togda φ(B) ≈ B = Gal (K/K_1), gde K_1 – rasxirenie Galua k s gruppoæ F_1 = F/B, i moßno rassmotret~ zadaqu pogrußeniØ (K_1/k, G/B, φ_1), gde φ_1 inducirovano otobraßeniem φ.

Zadaqa pogrußeniØ, poluqennaØ iz ishodnoæ posredstvom pod¨ema (spuska), ffkvivalentna ishodnoæ, t.e. oni razreximy (nerazreximy) odnovremenno (sm. [14], gl. 1, §13).

Vvedem teper~ ponØtie prisoedinennoæ zadaqi pogrußeniØ. Pust~, kak i preßde, zadaqa pogrußeniØ svØzana s toqnoæ posledovatel~nost~¸ 1 −→ A −→ G^φ−→ F −→ 1, i v G zadana podgruppa G_1, otobraßa¸waØsØ na F pri morfizme φ. Oboznaqim qerez φ_1 ograniqenie φ na G_1 i qerez A_1 Ødro φ_1 (t.e. A_1 = A ∩ G_1). Zadaqa pogrußeniØ (K/k, G_1, φ_1) nazyvaetsØ prisoedinennoæ zadaqeæ pogrußeniØ dlØ zadaqi (K/k, G, φ).

Kak my videli, zadaqa (K/k, G, φ) – soputstvu¸waØ dlØ zadaqi (K/k, G_1, φ_1). Pofftomu razreximost~ zadaqi (K/k, G_1, φ_1) garantiruet razreximost~ (K/k, G, φ), t.e. pogrußaemost~ prisoedinennoæ zadaqi pogrußeniØ dostatoqna dlØ pogrußaemosti ishodnoæ.

USLOVIE SOGLASNOSTI FADDEEVA––HASSE 265 Rassmotrim vaßnyæ qastnyæ sluqaæ prisoedinennoæ zadaqi pogrußeniØ. Pust~ K/k ØvlØetsØ p-rasxireniem. Rassmotrim v G silovsku¸ p-podgruppu G_p (napomnim, qto ona opredelena s toqnost~¸ do soprØßennosti). PoluqennaØ prisoedinennaØ zadaqa (K/k, G_p) nazyvaetsØ silovskoæ prisoedinennoæ zadaqeæ pogrußeniØ.

Teorema 2.1. Uslovie soglasnosti dlØ vseh ukazannyh soputstvu-

¸wih zadaq pogrußeniØ – neobhodimoe uslovie soglasnosti v ishodnoæ zadaqe. UsloviØ soglasnosti dlØ zadaq, poluqennyh posredstvom pod¨ema (spuska) ffkvivalentny. Uslovie soglasnosti dlØ prisoedinennoæ zadaqi pogrußeniØ dostatoqno dlØ soglasnosti v ishodnoæ zadaqe.

Dokazatel~stvo sm. v [14]. Zametim, qto soderßatel~nym zdes~ ØvlØetsØ lix~ dokazatel~stvo vypolneniØ usloviØ soglasnosti pri spuske. Vse ostal~nye dokazatel~stva soverxenno fflementarny.

§3. Uslovie soglasnosti v forme Hasse

Vvedem ponØtie brauffrovskoæ zadaqi pogrußeniØ. Pust~ Ødro A zadaqi pogrußeniØ – cikliqeskaØ gruppa porØdka n, harakteristika polØ k ne delit n, i pole K soderßit pervoobraznyæ koren~ stepeni n iz 1 (fftogo vsegda moßno dobit~sØ posredstvom pod¨ema k krugovomu rasxireni¸ polØ K). Togda opredelen in¨ektivnyæ morfizm χ : A −→ K^∗. Zadaqa pogrußeniØ nazyvaetsØ v fftom sluqae brauffrovskoæ, esli morfizm χ ØvlØetsØ F -operatornym, t.e. χ(a^f ) = (χ(a))^f dlØ l¸byh a ∈ A, f ∈ F ).

Teorema Brauffra (sm. [14], gl. 3, §1) utverßdaet, qto takaØ zadaqa pogrußeniØ razrexima v tom i tol~ko v tom sluqae, esli dlØ nee vypolneno uslovie soglasnosti. Bolee togo, po sisteme soglasnosti konstruiru¸tsØ vse rexeniØ brauffrovskoæ zadaqi pogrußeniØ.

Pust~ teper~ Ødro A – proizvol~naØ abeleva gruppa, harakteristika polØ k ne delit porØdok A, i pole K soderßit pervoobraznyæ koren~ iz 1 stepeni, ravnoæ pokazatel¸ A. Gruppa

Â = Hom(A, K∗) v fftom sluqae abstraktno izomorfna A. Ras-

smotrim proizvol~nyæ harakter χ ∈ Â. Oboznaqim qerez F_χ podgruppu gruppy F , dlØ fflementov kotoroæ χ^f = χ, t.e. verny ravenstva χ(a^f ) = (χ(a))^f (a ∈ A), qerez k_χ – podpole polØ K,

266 B. B. LUR^E otveqa¸wee podgruppe F_χ, qerez A_χ Ødro χ, qerez G_χ – polnyæ proobraz F_χ v G. Togda imeetsØ toqnaØ posledovatel~nost~ 1 −→ A/A_χ −→ G_χ/A_χ^φØ−→ F_χ −→ 1 i zadaqa pogrußeniØ (K/k_χ, G_χ/A_χ, φ_χ) ØvlØetsØ brauffrovskoæ

(A/A_χ – cikliqeskaØ, ibo vkladyvaetsØ v K^∗).

Teorema 3.1 (Hasse). DlØ togo, qtoby pri ukazannyh predpolo-

ßeniØh vypolnØlos~ uslovie soglasnosti dlØ zadaqi pogrußeniØ (K/k, G, φ) neobhodimo i dostatoqno, qtoby dlØ l¸bogo χ ∈ Â = Hom(A, K^∗) vypolnØlos~ uslovie soglasnosti dlØ brauffrovskih za- daq (K/k_χ, G_χ/A_χ, φ_χ). (Dokazatel~stvo sm. v [14], gl. 3, §3.)

RazumeetsØ, dostatoqno proverØt~ uslovie soglasnosti ne dlØ vseh harakterov χ, a lix~ dlØ obrazu¸wih gruppy Â.

Takim obrazom, dlØ abeleva Ødra poluqaem ewe odnu formu usloviØ soglasnosti – razreximost~ vseh soputstvu¸wih brauffrovskih zadaq (kogda pole K soderßit koren~ iz 1 dostatoqno vysokoæ stepeni). �to i est~ uslovie soglasnosti v forme Has- se. Itak, v sluqae abeleva Ødra proverka usloviØ soglasnosti vyglØdit dovol~no prosto.

§4. Stroenie skrewennogo proizvedeniØ

Zdes~ izlaga¸tsØ rezul~taty stat~i [12] (sm. takße [14], gl. 2, §§8, 9).

Stroenie algebry G×K tesno svØzano so stroeniem gruppovoæ algebry K[A], gde A – Ødro otobraßeniØ φ : G −→ F = Gal (K/k). Budem sqitat~, qto harakteristika polØ k ne delit porØdok A, i pole K soderßit pervoobraznyæ koren~ iz 1 stepeni, ravnoæ pokazatel¸ A. �togo vsegda moßno dobit~sØ proceduroæ pod¨ema. Togda vse neprivodimye predstavleniØ K[A] absol¸tno neprivodimy (inaqe govorØ, algebra K[A] – prØmaØ summa matriqnyh algebr nad K).

Pust~ μ – neprivodimoe predstavlenie K[A] i e – sootvetstvu- ¸wiæ idempotent, d – stepen~ predstavleniØ. Idempotent e ne vsegda central~nyæ v skrewennom proizvedenii G × K. Pust~ G_e – centralizator idempotenta e v gruppe G (pri fftom, razumeetsØ, A ⊂ G_e). Central~nym v G × K budet idempotent E = P_ρ e^{ρ̄},

USLOVIE SOGLASNOSTI FADDEEVA––HASSE 267 gde {ρ} – smeßnye klassy G po G_e, a ρ̄ – ih predstaviteli v G. Oboznaqim F_e = φ(G_e) ⊂ F , pust~ k_e – podpole K, prinadleßawee podgruppe F_e. Algebra (G × K)E – neprivodimaØ komponenta skrewennogo proizvedeniØ. Legko proverØetsØ, qto (G × K)E – matriqnaØ algebra nad algebroæ (G_e × K)e, opredelennoæ nad polem k_e, porØdka [G : G_e]. Takim obrazom, ostalos~ issledovat~ strukturu prostyh algebr (G_e × K)e.

Teorema 4.1. Suwestvuet dvumernyæ kocikl cf_1,f_2 ∈ Z^2(Fe, K^∗)

takoæ, qto algebra (G_e × K)e – matriqnaØ porØdka d nad skrewennym proizvedeniem polØ K i gruppy F_e = Gal (K/k_e) s sistemoæ faktorov c_{f1,f2} . Kogda μ – odnomernoe predstavlenie, v kaqestve c_{f1,f2} moßno vzØt~ μ(h_{f1,f2} ), gde h – kocikl rasxireniØ 1 −→ A/A^′ −→ G/A^′ −→ F_e −→ 1 (A^′ – kommutant A).

S kaßdym neprivodimym predstavleniem μ stepeni d > 1 moßno svØzat~ odnomernoe predstavlenie μ_0 – opredelitel~ matricy porØdka d, zadavaemoæ predstavleniem μ.

Teorema 4.2. V privedennyh oboznaqeniØh kocikl c^d_{f1,f2} ∈ Z^2(Fe,K^∗)

gomologiqen kociklu μ_0(h_{f1,f2} ), gde h_{f1,f2} ∈ Z^2(F_e, A/A^′) – ograniqenie kocikla rasxireniØ 1 −→ A/A^′ −→ G/A^′ −→ F −→ 1 na F_e.

Zametim, qto kocikl c_{f1,f2} moßet byt~ neposredstvenno vyqislen po modul¸ lemmy Xura ([16]).

Teoremy 4.1 i 4.2 dokazany v [12], sm. takße [14], gl. 2. Iz teoremy 4.1 vytekaet sledu¸wiæ vaßnyæ kriteriæ usloviØ soglasnosti: dlØ kaßdogo neprivodimogo predstavleniØ algebry K[A] stepeni d s idempotentom e skrewennoe proizvedenie polØ K i gruppy F_e s sistemoæ faktorov c_{f1,f2} dolßno byt~ izomorfno algebre matric porØdka |F_e|/δ, gde δ – naibol~xiæ obwiæ delitel~ d i |F_e|, nad nekotoroæ podalgebroæ.

DlØ proizvol~noæ prostoæ central~noæ algebry Λ nad polem k moßno opredelit~ dve arifmetiqeskie harakteristiki: indeks Λ kak koren~ kvadratnyæ iz razmernosti soderßawegosØ v Λ tela (nad kotorym Λ – matriqnaØ algebra) i pokazatel~ algebry Λ v gruppe Brauffra Brk (t.e. naimen~xee natural~noe qislo l, dlØ kotorogo tenzornaØ l-aØ stepen~ Λ – matriqnaØ nad k). ˚sno, qto pokazatel~ algebry vsegda ØvlØetsØ delitelem indeksa. No v nekotoryh vaßnyh qastnyh sluqaØh pokazatel~ i indeks algebry sovpada¸t. V qastnosti, ffto imeet mesto dlØ lokal~nyh poleæ i poleæ algebraiqeskih qisel. Iz teoremy 4.2 sleduet,

268 B. B. LUR^E qto dlØ takih poleæ iz raspadeniØ kocikla μ_0(h_{f1,f2} ) vytekaet, qto indeks algebry (G_e × K)e ØvlØetsØ delitelem stepeni predstavleniØ d. Tem samym, spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 4.3. Pust~ pole k takovo, qto dlØ nego i ego koneqnyh

rasxireniæ pokazatel~ i indeks prostyh central~nyh algebr nad k sovpada¸t. Togda uslovie soglasnosti dlØ zadaqi pogrußeniØ (K/k, G, φ) ravnosil~no uslovi¸ soglasnosti dlØ soputstvu¸weæ abelevoæ zadaqi (K/k, G/A^′, φ^′), gde A^′ – kommutant gruppy A.

Takim obrazom, dlØ qislovyh poleæ uslovie soglasnosti dostatoqno proverØt~ lix~ dlØ abeleva Ødra. Odnako v sluqae proizvol~nyh poleæ fftot fakt neveren, i imetsØ sootvetstvu¸- wiæ primer, kogda Ødro – gruppa kvaternionov ([14]).

§5. RedukciØ k p-rasxireniØm

Pokaßem, qto uslovie soglasnosti dostatoqno proverØt~ lix~ dlØ sluqaØ, kogda pogrußaemoe pole ØvlØetsØ p-rasxi-reniem osnovnogo. Nikakih ograniqeniæ na polØ pri fftom ne nakladyvaetsØ. Teorema ffta dlØ sluqaØ, kogda Ødro ØvlØetsØ p-gruppoæ, dokazana v [12], sm. takße [14], gl. 2, §4. Na obwiæ sluqaæ ona perenositsØ bez truda.

Pust~ S – mnoßestvo vseh prostyh deliteleæ porØdka gruppy

F = Gal (K/k). DlØ kaßdogo p ∈ S opredelim silovsku¸ podgrup-

pu F_p i ee polnyæ proobraz G_{(p)} v G. Oboznaqim qerez k_p podpole polØ K, prinadleßawee F_p. Zadaqa pogrußeniØ (K/k, G_{(p)}, φ_{(p)}), gde φ(p) – ograniqenie φ na G_{(p)}, ØvlØetsØ, kak my videli, soputstvu¸weæ vtorogo roda dlØ ishodnoæ zadaqi (K/k, G, φ).

Teorema 5.1. DlØ soglasnosti v zadaqe pogrußeniØ (K/k, G, φ)

neobhodimo i dostatoqno, qtoby vypolnØlis~ usloviØ soglasnosti dlØ zadaq (K/k_p, G_{(p)}, φ_{(p)}) dlØ vseh p ∈ S.

Neobhodimost~ oqevidna. Pust~ teper~ uslovie soglasnosti vypolnØetsØ dlØ vseh soputstvu¸wih zadaq (K/k, G_{(p)}, φ_{(p)}). �to znaqit, qto skrewennye proizvedeniØ G_{(p)}×K izomorfny kaßdaØ algebre matric porØdka |F_p| nad svoeæ podalgebroæ. No togda i skrewennoe proizvedenie G × K izomorfno algebre matric porØdka |F_p| nad nekotoroæ podalgebroæ. Ostalos~ vospol~zovat~- sØ tem, qto algebra, odnovremenno predstavimaØ kak matriqnaØ vzaimno prostyh porØdkov, ØvlØetsØ algebroæ matric porØdka,

USLOVIE SOGLASNOSTI FADDEEVA––HASSE 269 ravnogo ih proizvedeni¸ (sm. [14], dopolnenie, §1). Takim obrazom, algebra G × K ØvlØetsØ matriqnoæ porØdka Q_{p∈S} |F_p| = |F | nad svoeæ podalgebroæ, a ffto i est~ odna iz formulirovok usloviØ soglasnosti dlØ zadaqi (K/k, G, φ).

Na samom dele, dostatoqno rassmatrivat~ lix~ te p ∈ S, kotorye delØt porØdok Ødra A. Deæstvitel~no, pust~ q ∈ S, q - |A|. Rassmotrim silovsku¸ q-podgruppu G_q gruppy G. Na G_q otobraßenie φ in¨ektivno, i φ(G_q ) = F_q. No togda G_q × K ≈ F_q × K izomorfno algebre matric porØdka |F_q| nad k_q. Tem samym, dlØ takih q uslovie soglasnosti dlØ soputstvu¸wih zadaq vsegda vypolneno.

§6. RedukciØ k p-gruppam

Rezul~taty dannogo paragrafa ranee ne publikovalis~, hotØ v [13] byla sformulirovana gipoteza i dokazany nekotorye qastnye rezul~taty.

Soglasno teoreme 5.1, uslovie soglasnosti dostatoqno issledovat~, kogda K/k ØvlØetsØ p-rasxireniem, t.e. kogda F =

Gal (K/k) – p-gruppa. �to i budem predpolagat~.

Pust~ G_p – silovskaØ p-podgruppa gruppy G. Imeet mesto toqnaØ posledovatel~nost~ koneqnyh p-grupp 1 −→ A_p −→ G_p^φp−→ F −→ 1, gde φ_p – ograniqenie φ na G_p, A_p = Ker φ_p – odna iz silovskih podgrupp Ødra A.

Rassmotrim zadaqu pogrußeniØ (K/k, G_p, φ_p). �to prisoedinennaØ zadaqa pogrußeniØ, t.e. ee razreximost~ (soglasnost~) vleqet razreximost~ (soglasnost~) ishodnoæ zadaqi (K, k, G, φ). V [15] pokazano, qto silovskaØ prisoedinennaØ zadaqa pogrußeniØ ffkvivalentna ishodnoæ v smysle razreximosti, kogda A_p – abeleva gruppa. Odnako, v obwem sluqae, ffto neverno daße dlØ lokal~nyh poleæ.

V [13] byla vyskazana gipoteza, qto usloviØ soglasnosti dlØ ishodnoæ i prisoedinennoæ silovskoæ zadaqi ffkvivalentny. Dokaßem fftu gipotezu.

OsnovnaØ Lemma. Pust~ Λ – koneqnomernaØ associativnaØ alge-

bra s 1 nad polem k, Γ – ee podalgebra, soderßawaØ 1, i Λ – svobodnyæ Γ-modul~, razmernosti m. Esli Λ – algebra matric porØdka

270 B. B. LUR^E

q nad nekotoroæ svoeæ podalgebroæ, i qisla m, q vzaimno prosty, to i Γ – algebra matric porØdka q nad svoeæ podalgebroæ.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku Λ – svobodnyæ Γ-modul~, imeem

razloßenie Λ = Γv_1 ⊕ Γv_2 ⊕ . . . Γv_m v prØmu¸ summu levyh Γmoduleæ ranga 1. Moßno sqitat~, qto v_1 = 1.

S drugoæ storony, my imeem razloßenie

Λ = Λε_{11} ⊕ Λε_{22} ⊕ . . . ⊕ Λε_{qq} ,

gde ε_{ii} – diagonal~nye matriqnye edinicy. Slagaemye Λε_{ii} – levye Λ-moduli, a potomu i levye Γ-moduli. Takim obrazom, algebra Λ dvumØ sposobami raskladyvaetsØ v prØmu¸ summu izomorfnyh drug drugu slagaemyh.

Razloßim Γ v prØmu¸ summu nerazloßimyh levyh Γ-moduleæ

Γ = Γv_1 = s_1P_1 ⊕ s_2P_2 ⊕ . . . ⊕ s_kP_k,

gde P_i (i = 1, . . . , k) – nerazloßimye poparno neizomorfnye levye Γ-moduli, a s_i – kratnosti ih vhoßdeniØ v Γv_1.

Tak kak vse Γv_j (j = 1, . . . , m) izomorfny meßdu soboæ, poluqaem razloßenie

Λ = ms_1P_1 ⊕ ms_2P_2 ⊕ . . . ⊕ ms_k P_k. (∗)

Analogiqno predstavim Λε_{11} v vide prØmoæ summy nerazloßimyh levyh Γ-moduleæ:

Λε_{11} = t_1Q_1 ⊕ t_2Q_2 ⊕ . . . ⊕ t_lQ_l,

gde vse Q_i (i = 1, . . . , l) poparno neizomorfny, a t_i – kratnosti ih vhoßdeniØ v Λε_{11}. Togda imeem

Λ = qt_1Q_1 ⊕ qt_2Q_2 ⊕ . . . ⊕ qt_lQ_l. (∗∗)

RazloßeniØ (∗) i (∗∗) – dva razloßeniØ odnogo i togo ße ΓmodulØ Λ v prØmu¸ summu nerazloßimyh levyh Γ-moduleæ. Po teoreme KrullØ–Xmidta ffti razloßeniØ ffkvivalentny. Znaqit,

k = l i posredstvom perenumeracii moßno dobit~sØ togo, qto P_1 ≈ Q_1, P_2 ≈ Q_2, P_k ≈ Q_k = Q_l. Tem samym, imeem ravenstva qt_1 = ms_1, qt_2 = ms_2, . . . qt_k = ms_k. Tak kak q i m vzaimno prosty,

vse s_i delØtsØ na q, s_i = qr_i, otkuda poluqaem izomorfizm

Γ = Γv_1 ≈ qr_1P_1 ⊕ qr_2P_2 ⊕ . . . ⊕ qr_kP_k.

USLOVIE SOGLASNOSTI FADDEEVA––HASSE 271 Oboznaqim qerez Δ levyæ Γ-modul~, izomorfnyæ prØmoæ summe Γ_1P_1 ⊕ r_2P_2 ⊕ . . .⊕ r_kP_k. Togda Λ ≈ Δ_1 ⊕ Δ_2 ⊕ . . .⊕ Δ_q, gde vse Δ_i – poparno izomorfnye levye Γ-idealy. Kak izvestno, Λ v fftom sluqae ØvlØetsØ matriqnoæ algebroæ porØdka q nad svoeæ podalgebroæ (sm. [14], Dopolnenie, teorema D.1.2). Lemma dokazana.

Teper~ gipoteza dokazyvaetsØ fflementarno.

Teorema 6.1. Rassmotrim zadaqu pogrußeniØ (K/k, G, φ), gde K/k

– p-rasxirenie, i prisoedinennu¸ silovsku¸ zadaqu (K/k, G_p, φ_p). UsloviØ soglasnosti dlØ fftih zadaq ffkvivalentny.

Dokazatel~stvo. Pust~ uslovie soglasnosti vypolneno dlØ za-

daqi (K/k, G, φ). Rassmotrim algebry Λ = G × K i Γ = G_p × K nad k. Algebra Λ ØvlØetsØ svobodnym Γ-modulem (v kaqestve bazisa moßno vzØt~ {u_{ρ̄}}, gde ρ – smeßnye klassy razloßeniØ G po

G_p, a ρ̄ – ih predstaviteli v G). Algebra Λ ØvlØetsØ matriqnoæ

algebroæ primarnogo porØdka q = (K : k) nad svoeæ podalgebroæ, a razmernost~ Λ nad Γ vzaimno prosta s q. Tem samym, vse predpoloßeniØ osnovnoæ Lemmy vypolneny. Pofftomu Γ = G_p × K – algebra matric porØdka q = (K : k) nad svoeæ podalgebroæ, i dlØ zadaqi (K/k, G_p, φ_p) vypolneno uslovie soglasnosti.

Teoremy 5.1 i 6.1 pozvolØ¸t svodit~ proverku usloviØ soglasnosti k p-gruppam.

Sledstvie. Pust~ zadaqa pogrußeniØ (K/k, G, φ) svØzana s toq-

noæ posledovatel~nost~¸ koneqnyh grupp 1 −→ A −→ G^φ−→ F −→ 1.

Rassmotrim mnoßestvo S prostyh qisel p, delØwih kak porØdok A, tak i porØdok F . Uslovie soglasnosti dlØ zadaqi (K/k, G, φ) vypolnØetsØ v tom i tol~ko v tom sluqae, esli ono vypolnØetsØ dlØ vseh zadaq (K/k_p, G_p, φ_p), p ∈ S, gde G_p – silovskaØ p-podgruppa gruppy G, a k_p prinadleßit v K podgruppe φ(G_p).

Literatura

1. B. N. Delone, D. K. Faddeev, IssledovaniØ po geometrii teorii Galua.

— Matem. sb. 15(57), No. 2 (1944), 243–284.

2. H. Hasse, Existenz und Mannigfaltigkeit Abelscher Algebren mit vorgegebener Galoisgruppe über einem Teilkörper des Grundkörpers. — Math. Nachr. (1948) Bd1, No. 1, 40–61; No. 4, 213–217.

3. D. K. Faddeev, Ob odnoæ gipoteze Hasse. — Dokl. AN SSSR 94, No. 6 (1954), 1013–1016.

272 B. B. LUR^E

4. I. R. Xafareviq, O zadaqe pogrußeniØ poleæ. — Dokl. AN SSSR 95,

No. 3 (1954), 459–461.

5. S. P. Demuxkin, I. R. Xafareviq, Zadaqa pogrußeniØ dlØ lokal~nyh poleæ. — Izv. AN SSSR, ser. matem. 23, No. 6 (1959), 823–840.

6. S. P. Demuxkin, I. R. Xafareviq, Vtoroe prepØtstvie dlØ zadaqi pogrußeniØ poleæ algebraiqeskih qisel. — Izv. AN SSSR, ser. matem.. 26, No. 6 (1962), 911–924.

7. A. V. ˚kovlev, Zadaqa pogrußeniØ poleæ. — Izv. AN SSSR, ser. matem.,

28, No. 3 (1964), 645–660.

8. V. A. ˚kovlev, Zadaqa pogrußeniØ dlØ qislovyh poleæ. — Izv. AN SSSR, ser. matem., 31, No. 2 (1967), 211–224.

9. A. V. ˚kovlev, Gruppa Galua algebraiqeskogo zamykaniØ lokal~nogo polØ.

— Izv. AN SSSR, ser. matem. 32, No. 6 (1968), 1283–1322. 10. N. P. ZØpkov, A. V. ˚kovlev, Universal~no soglasnye rasxireniØ Galua.

— Zap. nauqn. semin. LOMI 71 (1977), 133–152.

11. B. B. Lur~e, Ob usloviØh pogrußaemosti, kogda Ødro est~ neabeleva p-gruppa. — Matem. zametki 2 No. 3 (1967), 106–114.

12. B. B. Lur~e, Ob uslovii soglasnosti v probleme pogrußeniØ poleæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 71 (1977), 155–162.

13. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, Uslovie soglasnosti dlØ zadaqi pogrußeniØ s p-rasxireniem. — Zap. nauqn. semin. POMI 236 (1997), 100–105.

14. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, D. K. Faddeev, Zadaqa pogrußeniØ v teorii Galua. M., Nauka, 1990, 272 s Perevod: V. V. Ishkhanov, B. B. Lur’e, and

D. K. Faddeev The embedding problem in Galous theory. Transl. Math. Monogr., 165, Amer. Soc., Providance, RI, 1997, 184 p.

15. V. V. Ixhanov, B. B. Lur~e, Zadaqa pogrußeniØ nad p-rasxireniem. — Algebra i Analiz 9 vyp. 4 (1997), 87–97.

16. Q. Kffrtis, I. Raæner, TeoriØ predstavleniæ koneqnyh grupp i associativnyh algebr. M., Nauka, 1969, 669 s.

Lur’e B. The Faddeev–Hasse compatibility condition in the field embedding problem.

The compatibility condition is an important condition for the solvability of the embedding problem. In the present paper, this condition is reduced to a considerably simple situation. New results and the history of the problem are given.

Postupilo 29 i¸nØ 2000 g.

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN