Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 272, 2000 g.

A. I. Generalov, I. M. Zil~berbord

BAZISNYE PODMODULI MODULE` NAD POLUCEPNYMI NETEROVYMI SPRAVA KOL^CAMI. I

Modul~ nazyvaetsØ cepnym, esli struktura ego podmoduleæ lineæno uporØdoqena otnositel~no vkl¸qeniØ. Modul~, ØvlØ¸- wiæsØ prØmoæ summoæ cepnyh podmoduleæ, nazyvaetsØ polucepnym.

Kol~co R – polucepnoe, esli R_R i_RR – polucepnye moduli. Dalee vs¸du R oboznaqaet polucepnoe nœterovo sprava kol~- co, pod modulem, esli ffto special~no ne ogovoreno, ponimaetsØ R-modul~. Krome togo, predpolagaem R (dvustoronne) nerazloßimym i neartinovym kol~com.

Esli dopolnitel~no izvestno, qto R – nœterovo sleva, to l¸- boæ R-modul~ obladaet bazisnym podmodulem (sm., naprimer, [1, predloßenie 1.3]). V nastoØweæ rabote ponØtie bazisnogo podmodulØ obobwaetsØ dlØ moduleæ nad polucepnymi nœterovymi sprava kol~cami; v §3 dokazyvaetsØ, qto l¸boæ takoæ modul~ imeet bazisnyæ podmodul~. V §5 issledu¸tsØ nerazloßimye qisto-in¨ektivnye moduli; dokazyvaetsØ, qto esli takoæ modul~ ne in¨ektiven, to l¸boæ ego nerazloßimyæ koneqno poroßdœnnyæ podmodul~ soderßitsØ v bazisnom podmodule.

Pust~ S = {e_1, e_2, . . . , e_m, f_1, f_2, . . . , f_n} – polnoe mnoßestvo ortogonal~nyh primitivnyh idempotentov, priqœm vse e_iR – neartinovy moduli, a vse f_j R – artinovy moduli. Oboznaqim

e = e_1 + e_2 + . . . + e_m, f = f_1 + f_2 + . . . + f_n. Togda eRe ≃ R/Rf –

polucepnoe hnp-kol~co, T = fRf – polucepnoe artinovo kol~co [2, teorema 2.11] (sm.takße [3]). Krome togo, fRe = 0 [2, lemma 2.6]. J = Rad(R) oboznaqaet radikal Dßekobsona kol~ca R,

N = Nil(R) – nil~-radikal R.

Dalee vezde rassmatriva¸tsØ tol~ko pravye moduli, pod qistotoæ v kategorii moduleæ ponimaetsØ qistota po Konu. E_R(M ) oboznaqaet in¨ektivnu¸ oboloqku nad R modulØ M , a PE_R(M ) - qisto-in¨ektivnu¸ oboloqku M . 129

130 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

§1. Nerazloßimye koneqno poroßdœnnye moduli

Pust~ R – polucepnoe nœterovo sprava nerazloßimoe kol~co. Po teoreme Drozda–Uorfilda [4; 5, sledstvie 3.4] l¸boæ nerazloßimyæ koneqno poroßdœnnyæ modul~ nad R ØvlØetsØ faktormodulem nerazloßimogo koneqno poroßdœnnogo proektivnogo modulØ i, sledovatel~no, cepnym modulem.

Kol~co ffndomorfizmov l¸bogo cepnogo koneqno poroßdœnnogo R-modulØ lokal~no, pofftomu k razloßeniØm moduleæ nad R v prØmu¸ summu nerazloßimyh koneqno poroßdœnnyh moduleæ primenima teorema KrullØ–Xmidta.

Opredelenie. Pust~ M – nenulevoæ koneqno poroßdœnnyæ neraz-

loßimyæ R-modul~.

(1) M nazyvaetsØ modulem pervogo tipa, esli M artinov i imeet neartinovo proektivnoe nakrytie;

(2) M nazyvaetsØ modulem vtorogo tipa, esli M neartinov (i, sledovatel~no, imeet neartinovo proektivnoe nakrytie);

(3) M nazyvaetsØ modulem tret~ego tipa, esli M imeet artinovo proektivnoe nakrytie.

Zametim, qto esli S– fiksirovannoe vyxe mnoßestvo ortogonal~nyh idempotentov, to s toqnost~¸ do izomorfizma vse moduli tret~ego tipa – ffto moduli f_j R/f_jJ^l (j ∈ {1, 2, . . ., n}, l ∈ N), moduli pervogo tipa – ffto moduli e_iR/e_iJ^t (i ∈ {1, 2, . . ., m},

t ∈ N), a vtorogo tipa – eiR/eiN^k (i ∈ {1, 2, . . ., m}, k ∈ N). �to

sleduet iz raboty [2].

Moduli e_1R/e_1N^k, e_2R/e_2N^k, . . . , e_mR/e_mN^k (pri fiksirovannom k) – ffto s toqnost~¸ do izomorfizma vse nerazloßimye neartinovy proektivnye R/N^k -moduli. DlØ kaßdogo iz nih est~ monomorfizm v l¸boæ drugoæ modul~ fftogo vida. �to, kak i sledu¸wie rezul~taty fftogo paragrafa, dokazano v [6]. Budem govorit~ (sm.[7]), qto ffti moduli leßat na k-oæ okrußnosti. U vseh moduleæ s odnoæ okrußnosti naibol~xie artinovy podmoduli izomorfny meßdu soboæ.

Otmetim nekotorye fakty, kasa¸wiesØ gomomorfizmov meßdu nerazloßimymi koneqno poroßdœnnymi modulØmi. Iz modulØ s k-oæ okrußnosti net nenulevyh gomomorfizmov v moduli, leßawie na okrußnostØh s bol~ximi, qem k, nomerami, a vse mono-

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI131

morfizmy iz nego v cepnye koneqno poroßdœnnye moduli deæstvu¸t v moduli toæ ße okrußnosti.

Ne suwestvuet nenulevyh gomomorfizmov iz moduleæ pervogo i vtorogo tipov v moduli tret~ego tipa, iz moduleæ pervogo tipa v moduli vtorogo tipa, iz moduleæ tret~ego tipa v moduli pervogo tipa.

§2. UsloviØ qistoty v module cepnogo koneqno poroßdœnnogo podmodulØ

Sledu¸wee utverßdenie, po-vidimomu, obweizvestno, odnako avtory zatrudnØ¸tsØ ukazat~ sootvetstvu¸wu¸ ssylku.

Predloßenie 2.1. Pust~ I – dvustoronniæ ideal kol~ca S,

S = S/I. Esli M – qisto-in¨ektivnyæ S-modul~, to M qistoin¨ektiven i kak S-modul~.

Dokazatel~stvo. Pust~ A – qistyæ podmodul~ S-modulØ B,

α : A −→ B – sootvetstvu¸wee vloßenie, f : A −→ M – neko-

toryæ S-gomomorfizm. Tak kak M I = 0, to f prohodit qerez faktormodul~ A/AI, t.e. suwestvuet gomomorfizm g : A/AI −→ M takoæ, qto gπ = f, gde π : A −→ A/AI – kanoniqeskiæ ffpimorfizm. Tak kak A qist v B, to AI = A ∩ BI, sledovatel~no, α induciruet monomorfizm α : A/AI −→ B/BI, pri fftom απ = π^′α, gde π^′ : B −→ B/BI – takße kanoniqeskiæ ffpimorfizm. Neposredstvenno proverØetsØ, qto α – qistyæ S-monomorfizm, i potomu suwestvuet gomomorfizm h : B/BI −→ M , dlØ kotorogo hα = g. Poskol~ku (hπ^′)α = f, to in¨ektivnost~ M otnositel~no α dokazana. •

Sledstvie 2.1.1. Pust~ C – T -modul~, togda C – qisto-in¨ekti-

ven kak R-modul~. V qastnosti, vse moduli tret~ego tipa qistoin¨ektivny.

Dokazatel~stvo. Zametim, qto T ≃ R/eR (eR – ideal R, tak kak

fRe = 0). L¸boæ T -modul~ – prØmaØ summa koneqno poroßdœnnyh

moduleæ [8, teorema 25.4.2], pofftomu on qisto-proektiven, i nad T vse qistye rasxireniØ rasweplØ¸tsØ. Sledovatel~no, vse T - moduli qisto-in¨ektivny.

Esli A – modul~ tret~ego tipa, to Ae = 0 (v A net podmoduleæ pervogo i vtorogo tipov), i A ØvlØetsØ T -modulem. •

132 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

Sledstvie 2.1.2. Vse moduli pervogo tipa qisto-in¨ektivny. Dokazatel~stvo. L¸boæ modul~ pervogo tipa ØvlØetsØ koneqno

poroßdœnnym artinovym modulem nad polucepnym (dvustoronne) nœterovym kol~com R/N [9, teorema 1.11] i, sledovatel~- no, diskretnym v R/N -topologii modulem. Pofftomu on qistoin¨ektiven kak R/N -modul~ [1, teorema 2.3]. •

Lemma 2.2. Pust~ M – R-modul~, a A – nenulevoæ koneqno poro-

ßdœnnyæ cepnoæ podmodul~ M . A qist v M togda i tol~ko togda, kogda vypolneny sledu¸wie usloviØ:

(1) v M net koneqno poroßdœnnyh cepnyh podmoduleæ, soderßawih A sobstvennym obrazom;

(2) esli A soderßitsØ v podmodule M vida A_1 ⊕ A_2, gde A_1 i A_2 – nenulevye koneqno poroßdœnnye cepnye podmoduli M , to A vydelØetsØ prØmym slagaemym v A_1 ⊕ A_2.

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ (1) i

(2). Pust~ M_1 — koneqno poroßdennyæ podmodul~ v M , soderßawiæ A. Tak kak M_1/A – prØmaØ summa cepnyh moduleæ, to moßno predpoloßit~, qto sam modul~ M_1/A – cepnoæ. Togda

M_1 poroßdaetsØ ne bolee qem dvumØ lokal~nymi fflementami,

pofftomu M_1 — faktor-modul~ prØmoæ summy dvuh nerazloßimyh proektivnyh moduleæ. Ispol~zuØ teoremu o soglasovannyh razloßeniØh [5, teorema 3.3; 8, teorema 25.3.3], poluqaem, qto

M_1 = A_1 ⊕ A_2, gde A_1, A_2 — cepnye moduli. Sledovatel~no, A

vydelØetsØ prØmym slagaemym v M_1, pofftomu A qist v M .

Obratnoe utverßdenie oqevidno. •

Zameqanie 2.2.1. Pust~ (α, β)^⊤ : A −→ A1 ⊕ A2 – vloßenie A

v prØmu¸ summu cepnyh koneqno poroßdœnnyh moduleæ. Esli α ili β — izomorfizm, to Øsno, qto A – prØmoe slagaemoe v A_1⊕A_2. V protivnom sluqae vvidu [6, lemma 1] odin iz gomomorfizmov α, β ØvlØetsØ monomorfizmom, drugoæ – ffpimorfizmom.

Predloßenie 2.3. Pust~ B – koneqno poroßdœnnyæ cepnoæ pod-

modul~ modulØ M . Esli B maksimalen sredi koneqno poroßdœnnyh cepnyh podmoduleæ M , i v M net podmoduleæ, izomorfnyh netrivial~nym faktor-modulØm modulØ B, to B qist v M .

Dokazatel~stvo. Proverim uslovie (2) lemmy 2.2: esli B ne

ØvlØetsØ prØmym slagaemym A_1 ⊕ A_2, to po zameqani¸ 2.2.1 odin

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI133

iz gomomorfizmov α, β – ffpimorfizm, no ne izomorfizm, i odin iz nenulevyh moduleæ A_1, A_2 dolßen byt~ faktor-modulem B, qto protivoreqit uslovi¸. •

Sledstvie 2.3.1. Pust~ M – modul~ bez podmoduleæ pervogo tipa.

Esli A – podmodul~ M vtorogo tipa s okrußnosti s minimal~- nym dlØ podmoduleæ M nomerom, a B maksimalen sredi soderßawih A koneqno poroßdœnnyh cepnyh podmoduleæ M , to B qist v M . Dokazatel~stvo. Legko videt~, qto B – modul~ s toæ ße, qto i

A, okrußnosti. Sledovatel~no, ego faktor-moduli libo artinovy, libo ØvlØ¸tsØ modulØmi s okrußnosteæ s men~ximi, qem u A, nomerami, i po predpoloßeni¸ M ne soderßit takih podmoduleæ. •

Opredelenie. DlØ modulØ M opredelim T(M ) kak summu vseh

podmoduleæ M pervogo tipa. Inaqe govorØ, T(M ) = {y ∈ M e | ∃n ∈

N : yJ^n = 0}.

Predloßenie 2.4. DlØ proizvol~nogo R-modulØ M T(M ) – qi-

styæ podmodul~ M .

Dokazatel~stvo. Dostatoqno dokazat~, qto esli X – podmodul~

v M takoæ, qto faktor-modul~ X = X/T(M ) – cepnoæ i koneqno poroßdennyæ, to T(M ) – prØmoe slagaemoe v X.

Pust~ π : P −→ X – proektivnoe nakrytie, φ : P −→ X – gomomorfizm, dlØ kotorogo σφ = π, gde σ : X −→ X – kanoniqeskiæ gomomorfizm. ˚sno, qto X = Im φ + T(M ). Esli ffta summa ne prØmaØ, to Im φ ∩ T(M ) – cepnoæ podmodul~ pervogo tipa. No togda i Im φ – modul~ pervogo tipa, t.e. Im φ ⊂ T(M ), pofftomu

X = T(M ). •

Sledstvie 2.4.1. DlØ l¸bogo R-modulØ M T(M ) ØvlØetsØ modu-

lem nad kol~com R = R/Rf. Esli Q – qistyæ nad R podmodul~ T(M ), to Q – qistyæ nad R podmodul~ M .

Dokazatel~stvo. Poskol~ku T(M ) ⊆ M e, to T(M )f = 0. Sledo-

vatel~no, T(M ) – R-modul~. Esli Q – qistyæ nad R podmodul~

T(M ), to on ØvlØetsØ qistym nad R podmodulem T(M ). Soglasno

predloßeni¸ 2.4 Q budet qist i v M . •

134 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

§3. Dokazatel~stvo suwestvovaniØ bazisnyh podmoduleæ Opredelenie. Podmodul~ B R-modulØ M nazyvaetsØ bazisnym,

esli:

(1) B – qistyæ podmodul~ M ;

(2) B – prØmaØ summa nekotorogo semeæstva koneqno poroßdœnnyh moduleæ;

(3) M/B – in¨ektivnyæ modul~ bez nenulevyh koneqno poroßdœnnyh prØmyh slagaemyh.

Poslednee uslovie moßno opisat~ po-drugomu.

Predloßenie 3.1. DlØ in¨ektivnogo modulØ E sledu¸wie uslo-

viØ ravnosil~ny:

(1) E ne imeet nenulevyh koneqno poroßdœnnyh prØmyh slagaemyh;

(2) E ne soderßit nenulevyh koneqno poroßdœnnyh qistyh podmoduleæ.

Dokazatel~stvo. Pust~ M – nenulevoæ koneqno poroßdœnnyæ

qistyæ podmodul~ E, P – ego nenulevoe nerazloßimoe prØmoe slagaemoe, togda P – qistyæ podmodul~ E. Dokaßem, qto P – prØmoe slagaemoe E. Tak kak E in¨ektiven, to E_R(P ) vkladyvaetsØ v E; krome togo, poskol~ku P odnoroden, to E_R(P ) – nerazloßimyæ in¨ektivnyæ modul~. Pofftomu E_R(P ) – cepnoæ modul~ [2, lemma 2.2], v kotorom P ØvlØetsØ qistym podmodulem. Esli

x ∈ E_R(P ) \ P , to P ⊆ xR. Sledovatel~no, P – qistyæ podmodul~

xR, i P dolßen byt~ prØmym slagaemym xR. No xR – cepnoæ modul~, kak podmodul~ E_R(P ), pofftomu xR = P . Itak, P = E_R(P ), t.e. P in¨ektiven, i on ØvlØetsØ prØmym slagaemym E.

Ostalos~ zametit~, qto l¸boe prØmoe slagaemoe vsegda ØvlØetsØ qistym podmodulem. •

Otmetim, qto esli R ne nasledstvenno sprava, to, kak dokazyvaetsØ v sledu¸wem predloßenii, suwestvuet nenulevoæ in¨- ektivnyæ koneqno poroßdœnnyæ R-modul~. Polucepnye nasledstvennye sprava kol~ca issledovalis~ takße v [9].

Predloßenie 3.2. DlØ kol~ca R sledu¸wie usloviØ ffkvivalent- ny: (1) R – nasledstvennoe sprava kol~co;

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI135

(2) T = fRf – nasledstvennoe sprava kol~co, X = eRf – toqnyæ T -modul~;

(3) vse nenulevye koneqno poroßdœnnye R-moduli ne in¨ektivny.

Dokazatel~stvo. Poskol~ku vse koneqno poroßdœnnye moduli –

prØmye summy cepnyh moduleæ, to iz suwestvovaniØ nenulevogo koneqno poroßdœnnogo in¨ektivnogo modulØ sleduet, qto suwestvuet i cepnoæ koneqno poroßdœnnyæ in¨ektivnyæ modul~.

Lemma 3.2.1. Cepnoæ nenulevoæ koneqno poroßdœnnyæ R-modul~

C in¨ektiven togda i tol~ko togda, kogda l¸boæ monomorfizm iz C v nekotoryæ cepnoæ koneqno poroßdœnnyæ modul~ ØvlØetsØ izomorfizmom.

Dokazatel~stvo. V dokazatel~stve nußdaetsØ tol~ko dostatoq-

nost~ dannogo usloviØ. Tak kak E_R(C) – nerazloßimyæ in¨ektivnyæ modul~, to on ØvlØetsØ cepnym modulem [2, lemma 2.2]. Predpoloßim, qto naædœtsØ y ∈ E_R(C) \ C, togda C ⊂ yR, yR – cepnoæ modul~, i i : C → yR – monomorfizm, ne ØvlØ¸wiæsØ ffpimorfizmom. •

Kak sleduet iz dokazannogo v [6], vse proektivnye moduli tret~ego tipa P_1, . . . , P_n (t.e. vse nerazloßimye proektivnye T -moduli) moßno zanumerovat~ takim obrazom, qto pri i < n

Rad(P_i) – faktor-modul~ modulØ P_{i+1}, priqœm naibol~xiæ ar-

tinov podmodul~ proektivnyh moduleæ vtorogo tipa ØvlØetsØ faktor-modulem modulØ P_1. Pri fftom pri i > 1 modul~ P_i ne in¨- ektiven, tol~ko esli on izomorfen Rad(P_{i−1}). Modul~ P_1 vsegda in¨ektiven kak T -modul~.

Dokaßem teper~ ravnosil~nost~ usloviæ (1)–(3). (1) ⇒ (3). Zametim, qto pri l¸bom i < n Rad(P_i) – proektivnyæ modul~, pofftomu P_{i+1} ≃ Rad(P_i), i P_{i+1} vkladyvaetsØ v P_i;

P_1 vloßim v modul~ vtorogo tipa. Sledovatel~no, vse moduli

tret~ego tipa ne in¨ektivny. Ostal~nye nerazloßimye koneqno poroßdœnnye moduli vsegda ne in¨ektivny (suwestvu¸t sobstvennye vloßeniØ l¸bogo modulØ vtorogo tipa v sebØ, a l¸bogo modulØ pervogo tipa – v nekotoryæ R/N -modul~).

(3) ⇒ (2). Tak kak moduli P_{i+1} (i < n) ne in¨ektivny, to

Rad(P_i) ≃ P_{i+1}, i podmoduli vseh nerazloßimyh proektivnyh T -

moduleæ proektivny. Sledovatel~no, T nasledstvenno sprava.

136 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

Poskol~ku P_1 ne in¨ektiven, P_1 vkladyvaetsØ v nekotoryæ modul~ B vtorogo tipa. Tak kak B obØzatel~no proektiven (sm.[6]), to B ≃ e_iR (dlØ nekotorogo i), a P_1 = Bf ≃ e_iRf = e_iX. Otmetim, qto dlØ l¸bogo j P_1f_j ≠ 0 (tak kak v P_1 vloßeny vse proektivnye moduli tret~ego tipa, to P_1 imeet podmodul~, izomorfnyæ f_j R), pofftomu dlØ l¸bogo j Xf_j ≠ 0. No togda X toqen kak T -modul~ (po [2, teorema 2.11] Ann_T (X) – prØmoe slagaemoe_T T ).

(2) ⇒ (1). Tak kak T nasledstvenno sprava, to podmoduli vseh nerazloßimyh proektivnyh T -moduleæ (t.e. proektivnyh moduleæ tret~ego tipa) proektivny.

Pust~ B - proizvol~nyæ proektivnyæ modul~ vtorogo tipa. Naibol~xiæ artinov podmodul~ B – ffto Bf ≃ e_iX (dlØ l¸- bogo i). Esli on ne proektiven, to naædutsØ k i j takie, qto

e_iX ≃ f_j R/f_jJ^k, priqœm J^k ≠ 0. No togda e_iX (dlØ l¸bogo i) an-

nuliruetsØ J^k, pofftomu X_T =^m ⨁ i=1 e_iX annuliruetsØ J^k, qto pro-

tivoreqit uslovi¸. Sledovatel~no, i u proektivnyh moduleæ vtorogo tipa vse podmoduli proektivny. •

Teorema 3.3. Esli M – nenulevoæ ne in¨ektivnyæ R-modul~, to

M soderßit nenulevoæ qistyæ koneqno poroßdœnnyæ cepnoæ podmodul~.

Dokazatel~stvo. Standartno s pomow~¸ lemmy Corna dokazy-

vaetsØ, qto M soderßit podmodul~ U , maksimal~nyæ sredi in¨- ektivnyh podmoduleæ M ; takim obrazom, M = U ⊕ L, gde L — nenulevoæ modul~, ne ime¸wiæ nenulevyh in¨ektivnyh podmoduleæ. Pofftomu moßno predpoloßit~, qto sam modul~ M ne soderßit nenulevyh in¨ektivnyh podmoduleæ. Razdelim dal~neæxee dokazatel~stvo na tri fftapa.

1. Esli M ne soderßit podmoduleæ pervogo i vtorogo tipov, to

M e_i = 0 dlØ l¸bogo i ∈ {1, . . . , m}; sledovatel~no, M e = 0, i

M moßno rassmatrivat~ kak T -modul~. T – artinovo polucepnoe kol~co, pofftomu l¸boæ T -modul~ ØvlØetsØ prØmoæ summoæ koneqno poroßdœnnyh cepnyh moduleæ [8, teorema 25.4.2]. 2. Pust~ v M est~ podmoduli pervogo tipa, t.e. T (M ) ≠ 0. Zametim, qto T (M ) ne in¨ektiven kak R = R/Rf-modul~. Deæstvitel~no, pust~ Y – nerazloßimyæ in¨ektivnyæ nad R podmodul~

T (M ), togda Y – cepnoæ i, krome togo, ne koneqno poroßdœnnyæ

modul~, tak kak R – polucepnoe hnp-kol~co. Sledovatel~no, Y

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI137

– in¨ektivnyæ R-modul~ [2, lemma 2.2]. No Y – podmodul~ M , pofftomu Y = 0.

Teper~ ispol~zuem sledstvie 2.4.1: R – polucepnoe hnpkol~co, pofftomu T(M ) imeet nenulevoæ bazisnyæ nad R podmodul~ [1, predloßenie 1.3]. L¸boe ego nenulevoe cepnoe prØmoe slagaemoe Q budet qistym koneqno poroßdœnnym podmodulem M . 3. Pust~ teper~ M imeet podmoduli vtorogo tipa, no v M net nenulevyh podmoduleæ pervogo tipa. Vyberem A – podmodul~ M vtorogo tipa, leßawiæ na k-oæ okrußnosti, gde k minimal~no dlØ podmoduleæ M vtorogo tipa.

Dokaßem, qto naædœtsØ podmodul~ B, maksimal~nyæ sredi soderßawih A cepnyh podmoduleæ M . Rassmotrim dlØ fftogo mnoßestvo vseh cepnyh podmoduleæ M , soderßawih A, qastiqno uporØdoqennoe otnositel~no vkl¸qeniØ. Zametim, qto ob¨edinenie fflementov l¸boæ cepi v fftom mnoßestve – snova cepnoæ podmodul~ (dostatoqno proverit~, qto dlØ l¸byh dvuh cikliqeskih podmoduleæ verno, qto odin iz nih soderßitsØ v drugom; naædœtsØ fflement cepi, soderßawiæ oba fftih podmodulØ). Ostalos~ primenit~ lemmu Corna.

Tak kak v M net in¨ektivnyh podmoduleæ, to B – cepnoæ ne in¨ektivnyæ modul~, pofftomu B koneqno poroßdœn [2, lemma 2.2]. Po sledstvi¸ 2.3.1 B – qistyæ podmodul~ M . •

Teorema 3.4. L¸boæ R-modul~ M soderßit bazisnyæ podmodul~. Dokazatel~stvo. Rassmotrim mnoßestvo X vseh qistyh qisto-

proektivnyh (t.e. ØvlØ¸wihsØ prØmymi summami koneqno poroßdœnnyh moduleæ [10, sledstvie 3]) podmoduleæ M . UporØdoqim ego sledu¸wim obrazom:

(C_1 6 C_2) ⇔ (C_1 = ⨁ k∈I1 B_k, C_2 = ⨁ k∈I2 B_k, priqœm I_1 ⊆ I_2).

Esli v fftom mnoßestve est~ cep~ ( C_l )_{l∈L}, i C_l = ⨁ k∈Il B_k, to mno-

ßestva I_l sami sostavlØ¸t cep~. Opredelim K = ⋃ l∈L I_l, B = ⨁ k∈K B_k. Proverim, qto B qist v M : esli est~ koneqnaØ sistema lineænyh uravneniæ nad M s pravymi qastØmi iz B, to vse pravye qasti leßat v odnom iz moduleæ C_l – qistom podmodule M , pofftomu esli ffta sistema razrexima v M , to ona razrexima i v

138 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

B. Sledovatel~no, v X l¸baØ cep~ imeet naibol~xiæ fflement, i po lemme Corna X soderßit nekotoryæ maksimal~nyæ fflement B. BlagodarØ sledu¸weæ lemme, tem samym my dokazali, qto v M est~ bazisnyæ podmodul~.

Lemma 3.4.1. Podmodul~ B modulØ M ØvlØetsØ bazisnym dlØ M

togda i tol~ko togda, kogda B – maksimal~nyæ qistyæ qistoproektivnyæ podmodul~ M .

Dokazatel~stvo. Predpoloßim, qto B – bazisnyæ podmodul~

M . Pust~ C = B ⊕ P qist v M , gde P – nenulevoæ qistoproektivnyæ modul~. Togda P = C/B qist v M/B. No tak kak M/B – in¨ektivnyæ modul~ bez nenulevyh koneqno poroßdœnnyh prØmyh slagaemyh, ffto protivoreqit predloßeni¸ 3.1. Sledovatel~no, B maksimalen.

Dokaßem obratnoe utverßdenie. Dopustim, qto v M/B est~ nenulevoæ qistyæ koneqno poroßdœnnyæ podmodul~ P = C/B (gde C – soderßawiæ B podmodul~ M ). Togda C qist v M . Krome togo, B ØvlØetsØ prØmym slagaemym C (tak kak B qist v M , to B qist i v C, a C/B – qisto-proektivnyæ modul~). Pust~

C = B ⊕ P_1, togda P ≃ P_1, pofftomu P_1 qisto-proektiven. V silu

maksimal~nosti B, P_1 = 0, i P = 0. Sledovatel~no, u modulØ M/B net nenulevyh qistyh koneqno poroßdœnnyh podmoduleæ. Po teoreme 3.3 M/B in¨ektiven. •

Predloßenie 3.5. Predpoloßim, qto M – qisto-in¨ektivnyæ

modul~. Esli B – bazisnyæ podmodul~ M , to M = PE_R(B) ⊕ E, gde E – nekotoryæ in¨ektivnyæ podmodul~ M , ne ime¸wiæ nenulevyh koneqno poroßdœnnyh prØmyh slagaemyh.

Zameqanie 3.5.1. Analogiqnoe fftomu predloßeni¸ utverßdenie

o tom, qto l¸boæ qisto-in¨ektivnyæ R-modul~ ØvlØetsØ qistoin¨ektivnoæ oboloqkoæ prØmoæ summy nekotorogo semeæstva nerazloßimyh qisto-in¨ektivnyh moduleæ, bylo dokazano v [11, teorema 1.5.8] s ispol~zovaniem teorii modeleæ.

Dokazatel~stvo predloßeniØ 3.5. Tak kak B – qistyæ podmo-

dul~ qisto-in¨ektivnogo modulØ M , to PE_R(B) ØvlØetsØ prØmym slagaemym M : pust~ M = PE_R(B) ⊕ E, gde E – nekotoryæ podmodul~ M . Togda M/B = PE_R(B)/B ⊕ E – in¨ektivnyæ modul~ bez

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI139

nenulevyh koneqno poroßdœnnyh prØmyh slagaemyh, pofftomu i modul~ E obladaet nußnymi svoæstvami. •

Zameqanie 3.6. Teoremu edinstvennosti dlØ bazisnyh podmo-

duleæ moduleæ nad polucepnymi nœterovymi sprava kol~cami avtory predpolaga¸t opublikovat~ v blißaæxee vremØ.

§4. VloßeniØ moduleæ tret~ego tipa

DlØ R-modulØ M opredelim A(M ) kak summu vseh podmoduleæ M tret~ego tipa, t.e. A(M )= M f. Zametim, qto A(M ) – T -modul~.

Teorema 4.1. Predpoloßim, qto M – R-modul~, ne ime¸wiæ prØ-

myh slagaemyh tret~ego tipa. Togda:

(1) A(M ) – in¨ektivnyæ T -modul~;

(2) esli A – nenulevoe cepnoe prØmoe slagaemoe A(M ), to v

M suwestvuet podmodul~ B vtorogo tipa takoæ, qto A ≃ A(B).

Dokazatel~stvo. Pust~ A – nenulevoe cepnoe slagaemoe A(M ).

Tak kak T – polucepnoe artinovo kol~co, to modul~ A koneqno poroßdœn i ØvlØetsØ modulem tret~ego tipa. Sledovatel~no, A ne qist v M , tak kak inaqe po sledstvi¸ 2.1.1 A byl by prØmym slagaemym M .

Primenim teper~ lemmu 2.2. Rassmotrim sluqaæ, kogda A soderßitsØ sobstvennym obrazom v nekotorom cepnom koneqno poroßdœnnom podmodule B. Tak kak A – prØmoe slagaemoe A(M ), to B – modul~ vtorogo tipa, i A vydelØetsØ prØmym slagaemym v A(B). No A(B) – cepnoæ modul~, pofftomu A = A(B).

Dopustim, qto A soderßitsØ v prØmoæ summe cepnyh koneqno poroßdœnnyh nenulevyh podmoduleæ A_1 i A_2, no ne ØvlØetsØ prØmym slagaemym A_1 ⊕ A_2. Pust~ (α, β)^⊤ : A −→ A_1 ⊕ A_2 — sootvetstvu¸wee vloßenie A. Soglasno zameqani¸ 2.2.1 moßem sqitat~, qto β – monomorfizm, a α – ffpimorfizm. Togda A_1 – modul~ tret~ego tipa, a A_2 dolßen byt~ modulem vtorogo tipa (poskol~ku A — prØmoe slagaemoe v A(M )). Tak kak A — prØmoe slagaemoe i v A(A_1 ⊕ A_2) = A_1 ⊕ A(A_2), to, ispol~zuØ teoremu KrullØ–Xmidta, poluqaem, qto A ≃ A(A_2).

V kaßdom iz rassmotrennyh sluqaev bylo dokazano, qto suwestvuet neartinov podmodul~ B takoæ, qto A ≃ A(B). No A(B) –

140 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

naibol~xiæ artinov podmodul~ modulØ B, pofftomu A(B) in¨ektiven kak T -modul~ (sr.dokazatel~stvo lemmy 3.2.1). Itak, dokazano, qto l¸boe cepnoe prØmoe slagaemoe A(M ) – in¨ektivnyæ T -modul~. Pofftomu A(M ), kak prØmaØ summa in¨ektivnyh moduleæ nad nœterovym sprava kol~com, ØvlØetsØ in¨ektivnym T -modulem. •

Sledstvie 4.1.1. Pust~ P – l¸boæ proektivnyæ modul~ vtoro-

go tipa, P = A(P ). V usloviØh teoremy l¸boæ cepnoæ podmodul~ tret~ego tipa v M , in¨ektivnyæ kak T -modul~, ØvlØetsØ faktormodulem modulØ P .

Dokazatel~stvo. Esli A in¨ektiven kak T -modul~, to A – prØ-

moe slagaemoe A(M ). Po teoreme 4.1 A izomorfen naibol~xemu artinovomu podmodul¸ nekotorogo modulØ vtorogo tipa, pofftomu A ØvlØetsØ faktor-modulem P (sm.[6]). •

Predloßenie 4.2. Esli M – R-modul~, ne ime¸wiæ prØmyh sla-

gaemyh tret~ego tipa, priqœm vse podmoduli M vtorogo tipa ØvlØ¸tsØ modulØmi s odnoæ i toæ ße k-oæ okrußnosti (gde

k ∈ N), to l¸boæ podmodul~ M tret~ego tipa soderßitsØ v pod-

module vtorogo tipa.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 4.1 A(M ) in¨ektiven kak T -mo-

dul~, pofftomu l¸boæ podmodul~ tret~ego tipa v M vkladyvaetsØ v nekotoryæ nerazloßimyæ in¨ektivnyæ nad T podmodul~ A iz A(M ).

Dokaßem, qto vse nenulevye podmoduli v M , ØvlØ¸wiesØ faktor-modulØmi A, izomorfny A. Zametim snaqala, qto esli

A_1 – takoæ podmodul~, to A_1 snova T -in¨ektiven. Deæstvitel~-

no, v oboznaqeniØh sledstviØ 4.1.1 A_1 ØvlØetsØ faktor-modulem P , pofftomu A_1 izomorfen naibol~xemu artinovu podmodul¸ nekotorogo modulØ vtorogo tipa (sm.[6]), i, sledovatel~no, T - in¨ektiven (sr. dokazatel~stvo lemmy 3.2.1). No vse nenulevye in¨ektivnye nad T podmoduli A(M ) izomorfny meßdu soboæ, tak kak u vseh moduleæ s k-oæ okrußnosti naibol~xie artinovy podmoduli izomorfny drug drugu. Sledovatel~no, A ≃ A_1.

Analogiqno dokazatel~stvu teoremy 4.1 poluqaem, qto A soderßitsØ v nekotorom podmodule M vtorogo tipa. •

Sledstvie 4.2.1. Predpoloßim, qto vypolneny usloviØ predlo-

ßeniØ 4.2. Pust~ B – proizvol~nyæ modul~ s k-oæ okrußnosti. Togda vse in¨ektivnye nad T podmoduli M tret~ego tipa izomorfny

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI141

A(B). Krome togo, l¸boæ podmodul~ M tret~ego tipa soderßitsØ v podmodule, izomorfnom modul¸ B.

Dokazatel~stvo. Pust~ A – podmodul~ M tret~ego tipa. Po

predloßeni¸ 4.2 A vkladyvaetsØ v nekotoryæ podmodul~ C s k-oæ okrußnosti. Kak otmeqalos~ v §1, v C est~ izomorfnyæ B podmodul~ B_1. Tak kak C – cepnoæ modul~, to A ⊂ B_1. Esli A – in¨ektivnyæ T -modul~, to A dolßen sovpadat~ s A(B_1). •

§5. Nerazloßimye qisto-in¨ektivnye moduli Predloßenie 5.1. Pust~ U – nerazloßimyæ qisto-in¨ektivnyæ

ne in¨ektivnyæ modul~. Togda libo U – koneqno poroßdœnnyæ artinov modul~, libo suwestvuet nerazloßimyæ koneqno poroßdœnnyæ neartinov modul~ B takoæ, qto U ≃ PE_R(B). Esli B – nerazloßimyæ koneqno poroßdœnnyæ neartinov modul~, to PE_R(B) – nerazloßimyæ ne in¨ektivnyæ modul~.

Dokazatel~stvo. Po teoreme 3.3 v U suwestvuet nenulevoæ qi-

styæ cepnoæ koneqno poroßdœnnyæ podmodul~ B. PE_R(B) – nenulevoe prØmoe slagaemoe U , pofftomu U = PE_R(B). Esli B artinov, to on qisto-in¨ektiven (sm. sledstviØ 2.1.1 i 2.1.2), i v fftom sluqae B = U .

Pust~ B – proizvol~nyæ modul~ vtorogo tipa. Tak kak

End_R(B) – lokal~noe kol~co, to modul~ U = PE_R(B) nerazlo-

ßim. Esli by U byl in¨ektivnym modulem, to, kak sleduet iz dokazatel~stva predloßeniØ 3.1, B ØvlØlsØ by prØmym slagaemym U , i B = U . No B, kak modul~ vtorogo tipa, ne moßet byt~ in¨ektivnym modulem (sm.dokazatel~stvo predloßeniØ 3.2). •

Zameqanie 5.1.1. Analogiqnye predloßeni¸ 5.1 rezul~taty by-

li poluqeny v [11] s pomow~¸ teorii modeleæ.

Predloßenie 5.2. Pust~ U = PER(B), gde B – neartinov neraz-

loßimyæ koneqno poroßdœnnyæ modul~. Togda:

(1) U ne soderßit podmoduleæ pervogo tipa;

(2) vse podmoduli U vtorogo tipa leßat na odnoæ okrußnosti.

Dokazatel~stvo. Esli (1) neverno, to poskol~ku U ne imeet ne-

nulevyh in¨ektivnyh podmoduleæ, v U naædœtsØ nenulevoæ qistyæ podmodul~ Q pervogo tipa (sm. punkt 2 dokazatel~stva teo-

142 A. I. GENERALOV, I. M. ZIL^BERBORD

remy 3.3). No po sledstvi¸ 2.1.2 Q – qisto-in¨ektivnyæ modul~, pofftomu U = Q.

Dokaßem teper~ (2). Esli B – modul~ s k-oæ okrußnosti, to

BN^k = 0, pofftomu PE_R(B) annuliruetsØ N^k (tak kak PE_R(B) = PE_{R/N}k (B)). Sledovatel~no, v U net podmoduleæ s okrußnosteæ s

bol~ximi, qem k, nomerami. Pust~ C – podmodul~ s l-oæ okrußnosti (l < k). Vyberem l minimal~nym dlØ podmoduleæ U vtorogo tipa, naædœm maksimal~nyæ cepnoæ podmodul~ B_1 s l-oæ okrußnosti. Po sledstvi¸ 2.3.1 B_1 budet qistym podmodulem U . Togda

U = PE_R(B_1), i U N^l = 0, no daße BN^l ≠ 0. •

Teorema 5.3. Pust~ U – nerazloßimyæ qisto-in¨ektivnyæ R-

modul~. Togda l¸boæ cepnoæ podmodul~ C v U soderßitsØ v qistom cepnom koneqno poroßdœnnom podmodule, ØvlØ¸wemsØ bazisnym dlØ U .

Dokazatel~stvo. Po predloßeni¸ 5.1 moßem sqitat~, qto U =

PE_R(B), gde B – nekotoryæ modul~ vtorogo tipa. Soglasno pred-

loßeni¸ 5.2 U udovletvorØet usloviØm predloßeniØ 4.2, pofftomu srazu predpoloßim, qto C – podmodul~ vtorogo tipa. Po sledstvi¸ 2.3.1 podmodul~ B_1, maksimal~nyæ sredi cepnyh podmoduleæ U , soderßawih C, ØvlØetsØ qistym podmodulem U . Tak kak U ne soderßit nenulevyh in¨ektivnyh podmoduleæ, to B_1 koneqno poroßdœn. Ostalos~ zametit~, qto poskol~ku U nerazloßim, to PE_R(B_1) = U. Pofftomu, ispol~zuØ lemmu 3.4.1, poluqaem, qto B_1 – bazisnyæ podmodul~ U . •

Sledstvie 5.3.1. Faktor-modul~ nerazloßimogo qisto-in¨ekti-

vnogo modulØ po l¸bomu ego maksimal~nomu cepnomu podmodul¸ in¨ektiven.

Dokazatel~stvo. Kak dokazano v teoreme 5.3, maksimal~nyæ

cepnoæ podmodul~ nerazloßimogo qisto-in¨ektivnogo modulØ ØvlØetsØ ego bazisnym podmodulem. •

Literatura

1. A. I. Generalov, Induktivno zamknutye sobstvennye klassy nad ograniqennymi hnp-kol~cami. — Algebra i logika 25, No. 4 (1986), 384–404.

2. S. Singh, Serial right noetherian rings. — Canadian J. Math. 36, No. 1 (1984), 22–37.

3. V. V. Kiriqenko, Obobwenno odnorØdnye kol~ca. Kiev, Preprint IM-75-1, In-t mat. AN USSR, 1975.

BAZISNYE PODMODULI NAD POLUCEPNYMI KOL^CAMI143

4. ı. A. Drozd, Ob obobwenno odnorØdnyh kol~cah. — Matem.zametki 18, No. 5 (1975), 705–710.

5. R. B. Warfield, Serial rings and finitely presented modules. — J. Algebra 37, No. 2 (1975), 187–222.

6. A. I. Generalov, Sobstvennye klassy korotkih toqnyh posledovatel~- nosteæ nad neterovymi polucepnymi kol~cami. — v kn.: Kol~ca i moduli. Predel.teoremy teor.ver., vyp. I. Leningrad, 1986, 87–102.

7. A. I. Generalov, Razmernost~ KrullØ kategorii moduleæ nad neterovymi sprava polucepnymi kol~cami. — Zapiski nauqn.seminarov POMI, 236 (1997), 73–86.

8. K. Feæs, Algebra: kol~ca, moduli i kategorii. t. 2, M., Mir, 1979, 464 ss. 9. V. V. Kiriqenko, O polucepnyh nasledstvennyh i polunasledstvennyh kol~cah. — Zapiski nauqn.seminarov LOMI, 114 (1982), 137–147.

10. R. B. Warfield, Purity and algebraic compactness for modules. — Pacific J. Math.

28, No. 3 (1969), 699–719.

11. G. E. Puninskiæ, Teoretiko-model~nye metody v teorii kolec i moduleæ (dokt. diss.). M., 1995, 185 ss.

Generalov A. I., Zilberbord I. M. Basic submodules of modules over right noetherian serial rings. I.

It is proved that any right module over right noetherian serial ring R contains a basic submodule. The structure of submodules of an indecomposable pure-injective R-module is investigated.

Postupilo 29 i¸nØ 2000 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet