Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 271, 2000 g.

R. G. Xterenberg

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ DVUMERNOGO MAGNITNOGO PERIODIQESKOGO OPERATORA XREDINGERA S �LEKTRIQESKIM POTENCIALOM TIPA PROIZVODNO` OT MERY

§0. Vvedenie

1. V poslednee vremØ intensivno issleduetsØ vopros ob abso-

l¸tnoæ nepreryvnosti spektra periodiqeskih operatorov matematiqeskoæ fiziki. Osnovnoe vnimanie udelØetsØ operatoru Xredingera

(D − A(x))^∗g(x)(D − A(x)) + V (x), x ∈ R^d. (0.1)

Zdes~ D = −i∇; V (x) – skalØrnyæ fflektriqeskiæ potencial,

A(x) – vektornyæ magnitnyæ potencial, g(x) = {g^{jl}(x)}, 1 6 j, l 6 d, – poloßitel~naØ matrica (metrika). PredpolagaetsØ,

qto V, A i g periodiqny otnositel~no nekotoroæ rexetki Γ v

R^d. Qerez Ω oboznaqim fflementarnu¸ Øqeæku rexetki Γ.

Pervyæ rezul~tat poluqen v izvestnoæ rabote L. Tomasa [14] v 1973 g. dlØ operatora Xredingera

−Δ + V (x) (0.2)

v L_2(R^3) s periodiqeskim potencialom V ∈ L_2(Ω). Tomas predloßil metod dokazatel~stva absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra, kotoryæ ispol~zovalsØ vo vseh dal~neæxih issledovaniØh. Rezul~tat Tomasa byl obobwen v knige [9] na sluqaæ proizvol~noæ razmernosti d ¿ 2.

Sluqaæ magnitnogo gamil~toniana

(D − A(x))^2 + V (x) (0.3)

Kl¸qevye slova: operator Xredingera, periodiqeskiæ operator, obobwennyæ fflektriqeskiæ potencial, magnitnyæ potencial, peremennaØ metrika, absol¸tno nepreryvnyæ spektr.

Rabota vypolnena v ramkah proekta RFFI 99-01-00681. 276

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 277 znaqitel~no sloßnee. OsnovnaØ trudnost~ sostoit v tom, qto magnitnyæ operator ne udaetsØ issledovat~ kak additivnoe vozmuwenie “svobodnogo” operatora −Δ. �ta trudnost~ byla preodolena M. X. Birmanom i T. A. Suslinoæ [1] v dvumernom sluqae. RassmotreniØ [1] osnovany na izuqenii dvumernogo operatora Pauli (D − A(x))^2 + ∂_1A_2(x) − ∂_2A_1(x), dopuska¸wego udobnu¸ faktorizaci¸ (sm. (5.5) niße). �to pozvolØet uqest~ “magnitnoe” vozmuwenie kak mul~tiplikativnoe. V [1] ustanovlena absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra operatora (0.3) pri

d = 2, A ∈ C(R^2), V ∈ L_2(Ω). V dal~neæxem, v [2] usloviØ na

potencialy byli oslableny:

A ∈ L_r (Ω), r > 2, V ∈ L_ϱ(Ω), ϱ > 1. (0.4)

Otmetim, qto pri usloviØh (0.4) operator (0.3) zadaetsØ v terminah sootvetstvu¸weæ kvadratiqnoæ formy.

Pri d ¿ 3 zadaqa dlØ operatora (0.3) okazalas~ znaqitel~no sloßnee, qem pri d = 2. Ona byla rexena A. Sobolevym [11].

Znaqitel~nye trudnosti svØzany s vkl¸qeniem peremennoæ metriki g(x). Iskl¸qenie predstavlØet sluqaæ skalØrnoæ metriki, rassmotrennyæ v [3]. Imenno, pust~

g(x) = ω^2(x)a, (0.5)

gde a – postoØnnaØ poloßitel~naØ matrica, ω – poloßitel~naØ Γ-periodiqeskaØ funkciØ. Pri nekotoryh ne slixkom obremenitel~nyh usloviØh gladkosti na ω, v [3] otmeqeno, qto zadaqa ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora (0.1) s metrikoæ vida (0.5) v L_2(R^d), d ¿ 2, svoditsØ k analogiqnomu voprosu dlØ operatora (0.3).

V rabote A. Morama [8] dokazana absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra operatora (0.1) s metrikoæ obwego vida v sluqae

d = 2, g ∈ C^∞, det g = 1, A ∈ C^∞, V ∈ L_∞. (0.6)

Dokazatel~stvo v [8] tehniqeski sloßno i osnovano na ocenkah neskol~ko inogo tipa, qem ocenki Tomasa. Odnako, v dvumernom sluqae suwestvu¸t (sm. [7]) global~nye izotermiqeskie koordinaty, sohranØ¸wie periodiqnost~. Ispol~zuØ ffti koordinaty, moßno pri d = 2 preobrazovat~ (sr. [4, 7]) operator (0.1) s metrikoæ obwego vida k operatoru s konformnoæ (skalØrnoæ)

278 R. G. XTERENBERG metrikoæ. Pri fftom rexetka periodov i potencialy izmenØtsØ. �tot priem pozvolØet poluqit~ rezul~taty iz [8] prØmym svedeniem k sluqa¸ skalØrnoæ metriki. UsloviØ na g, A, V togda okazyva¸tsØ zametno xire, qem (0.6). Pri d ¿ 3 vopros ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora (0.1) s metrikoæ obwego vida ostaetsØ otkrytym.

Podrobnyæ obzor rezul~tatov po absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra periodiqeskih operatorov priveden v [3, 13].

2. NastoØweæ rabote neposredstvenno predxestvovala stat~Ø

[4], v kotoroæ izuqalsØ operator

(D − A(x))^∗g(x)(D − A(x)) + V (x) + σ(x)δ_Σ(x), x ∈ R^2. (0.7)

Zdes~ Σ – Γ-periodiqeskaØ sistema kusoqno-gladkih krivyh,

δ_Σ(x) – del~ta-funkciØ, sosredotoqennaØ na Σ, σ(x) – Γ-peri-

odiqeskaØ funkciØ na Σ. Toqnoe opredelenie operatora (0.7) daetsØ v terminah kvadratiqnoæ formy. V [4] vpervye dokazana absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra periodiqeskogo operatora Xredingera s obobwennym fflektriqeskim potencialom vida V + σδ_Σ. Predpolagalos~, qto A i V udovletvorØ¸t (0.4),

σ ∈ L_{p,loc}(Σ), p > 1; g ∈ W^2_r (Ω), r > 2.

Otdel~no otmetim rabotu [10], v kotoroæ byla dokazana absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra operatora (0.2) v L_2(R^2) dlØ potencialov V iz klassa Kato K_2 (sm. [5]). �to uslovie na V xire, qem (0.4), poskol~ku spravedlivo vloßenie ⋃ ϱ>1 L_ϱ(Ω) ⊂ K_2.

3. V nastoØweæ rabote usiliva¸tsØ rezul~taty iz [4] i [10]. V

L_2(R^2) rassmatrivaetsØ operator

(D − A(x))^∗g(x)(D − A(x)) + V(x), x ∈ R^2, (0.8)

s fflektriqeskim potencialom V(x), predstavlØ¸wim soboæ obobwennu¸ funkci¸. UsloviØ na A, g – te ße, qto i v [4]. Potencial V(x) zadaetsØ s pomow~¸ Γ-periodiqeskogo vewestvennogo bore-

levskogo zarØda dν; formal~no V(x) =^{dν}_{dx} . PredpolagaetsØ, qto zarØd dν udovletvorØet sledu¸wemu uslovi¸: ∫ Ω |u|^2|dν| 6 ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε, |dν|) ∫ Ω |u|^2dx, u ∈ H^1(Ω), ∀ ε ∈ (0, 1). (0.9)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 279 Toqnoe opredelenie operatora (0.8) daetsØ qerez zamknutu¸ poluograniqennu¸ v L_2(R^2) formu ∫ R2^{⟨g(x)(D − A(x))u, (D − A(x))u⟩dx + ∫}R2^{|u|2dν, u ∈ H1(R2). (0.10)}

Osnovnoæ rezul~tat raboty – teorema 1.1 ob absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora (0.8).

V sluqae, kogda dν = V dx, operator (0.8) perehodit v (0.1) pri

d = 2, a v sluqae, kogda dν = V dx + σds_Σ(x), operator (0.8) pere-

hodit v (0.7). Zdes~ ds_Σ(x) – fflement dliny dugi na Σ. V p. 1.5 priveden primer zarØda dν inogo tipa. Otmetim, qto v sluqaØh, issledovannyh ranee (sm. [2, 4, 10]), uslovie (0.9) zavedomo vypolneno. Usilenie rezul~tatov dostigaetsØ blagodarØ otkazu ot rassmotreniØ konkretnyh funkcional~nyh klassov dlØ V. Legko ponØt~, qto uslovie (0.9) ravnosil~no kompaktnosti vloßeniØ

H^1(Ω) ⊂ L_2(Ω, |dν|).

4. V osnove dokazatel~stva, kak obyqno, leßit metod Tomasa.

�tot metod ispol~zuet razloßenie periodiqeskogo operatora v prØmoæ integral. Zatem operatory, deæstvu¸wie v sloØh prØmogo integrala, prodolßa¸tsØ na kompleksnye znaqeniØ parametra sloØ (kvaziimpul~sa). Dal~neæxee svoditsØ k ocenkam rezol~venty fftih operatorov pri bol~xih mnimyh znaqeniØh kvaziimpul~sa. Imenno poluqenie takih ocenok predstavlØet konkretnu¸ trudnost~ v kaßdoæ novoæ zadaqe. V naxem sluqae sootvetstvu¸wie ocenki sostavlØ¸t soderßanie teoremy 2.1, iz kotoroæ vposledstvii vyvoditsØ teorema 1.1. Qast~ nußnyh nam faktov zaimstvovana iz [2] i [4] v gotovom vide. My opiraemsØ takße na abstraktnu¸ shemu teorii vozmuweniæ, predloßennu¸ v [2] (sm. §3). �tu shemu nam prihoditsØ primenØt~ dvaßdy.

Ishodno teorema 2.1 ob ocenkah dokazyvaetsØ dlØ sluqaØ, kogda matrica g – ediniqnaØ. Zatem ocenki perenosØtsØ na sluqaæ skalØrnoæ metriki (0.5). Nakonec, ispol~zovanie global~- nyh izotermiqeskih koordinat pozvolØet dokazat~ (sr. [4, 7]) teoremu 1.1 v polnom ob¨eme.

5. V §1 privedeny osnovnye opredeleniØ i rezul~taty. V §2

sobran neobhodimyæ material otnositel~no shemy Tomasa, i sformulirovana opornaØ teorema 2.1 ob ocenkah. V §3 priveden rezul~tat po teorii vozmuweniæ iz [2]. V §4 ustanavliva¸tsØ

280 R. G. XTERENBERG ocenki dlØ svobodnogo operatora, nußnye dlØ dokazatel~stva teoremy 2.1 pri g = 1. V §5 provoditsØ podgotovka k dokazatel~stvu teoremy 2.1; sootvetstvu¸wiæ material otnositsØ k operatoru (0.8) pri V = 0 i g = 1. V §6 teorema 2.1 dokazyvaetsØ pri g = 1. Nakonec, v §7 teorema 2.1, a zatem i teorema 1.1, ustanavliva¸tsØ v polnom ob¨eme.

6. Blagodarnosti. Avtor vyraßaet gluboku¸ blagodarnost~

M. X. Birmanu za postanovku zadaqi i bol~xoe vnimanie k rabote, T. A. Suslinoæ za mnogoqislennye obsußdeniØ, kritiku i pomow~ v podgotovke teksta nastoØweæ stat~i, a takße M. M. Faddeevu za konsul~tacii po rØdu voprosov.

§1. Opredelenie operatora. Osnovnoæ rezul~tat

1. OboznaqeniØ. Pust~ a1, a2 ∈ R^2 obrazu¸t bazis rexetki Γ v

R^2 i pust~

Ω := {x ∈ R^2 : x = t_1a_1 + t_2a_2, 0 6 t_j < 1, j = 1, 2}

– fflementarnaØ Øqeæka rexetki Γ. Fiksiruem ortonormirovannyæ bazis e_1, e_2 v R^2 tak, qtoby bylo e_1 = a_1/|a_1|. Ispol~zuem oboznaqeniØ ∇ = (∂/∂x_1, ∂/∂x_2) = (∂_1, ∂_2), D = (D_1, D_2) = −i∇. Klassy Soboleva porØdka s s pokazatelem summiruemosti p oboznaqa¸tsØ qerez W^s_p (R^2), W^s_p (Ω); pri p = 2 – qerez H^s(R^2), H^s(Ω),

s > 0. Qerez ~W^s_p (Ω) oboznaqaetsØ podprostranstvo teh funkciæ

iz W^s_p (Ω), dlØ kotoryh Γ-periodiqeskoe prodolßenie prinadleßit klassu W^s_{p, loc}(R^2); pri p = 2 oboznaqaem ~H^s(Ω) := ~W^s_2 (Ω). Dalee, ⟨·, ·⟩, | · | – standartnye skalØrnoe proizvedenie i norma

v C^2 ; 1 – ediniqnaØ (2 × 2)-matrica. Norma v Lp(Ω), 1 6 p 6 ∞,

oboznaqaetsØ qerez ‖ · ‖_p; pri p = 2 indeks ne pixetsØ. Integraly bez ukazaniØ oblasti integrirovaniØ sqita¸tsØ rasprostranennymi po R^2. Qerez C, c oboznaqa¸tsØ razliqnye ocenoqnye postoØnnye.

Qerez (·, ·)H, ‖ · ‖H oboznaqa¸tsØ skalØrnoe proizvedenie i norma v separabel~nom gil~bertovom prostranstve H. Esli T – zamknutyæ operator v H, to ϱ(T ) oznaqaet rezol~ventnoe mnoßestvo. Esli H, G – dva separabel~nyh gil~bertovyh prostranstva, to B(H, G) oznaqaet mnoßestvo lineænyh ograniqennyh otobraßeniæ iz H v G; B(H, H) =: B(H). DlØ T ∈ B(H, G) qerez

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 281 ‖T ‖H_→G oboznaqaetsØ operatornaØ norma; qasto pixem prosto ‖T ‖, esli ffto ne vedet k smexeniØm.

2. Vektornyæ (magnitnyæ) potencial A(x) = A1(x)e1 + A2(x)e2

vewestven i periodiqen:

A(x + a_j ) = A(x), j = 1, 2, x ∈ R^2. (1.1)

Budem predpolagat~, qto pri nekotorom r

A ∈ L_r(Ω), r > 2. (1.2)

Pust~ dν – vewestvennyæ borelevskiæ zarØd v R^2 s lokal~no koneqnoæ variacieæ. Tem samym,

ν_Ξ := ∫ Ξ |dν| < ∞ (1.3) dlØ l¸bogo borelevskogo ograniqennogo v R^2 mnoßestva Ξ; budem sqitat~, qto zarØd dν periodiqen otnositel~no rexetki Γ, to est~ vypolneno ∫ Ξ+n1a1+n2a2

dν(x) = ∫ Ξ dν(x), n = (n_1, n_2) ∈ Z^2. (1.4)

Naloßim na zarØd dν sledu¸wee uslovie: spravedlivo vloßenie

H^1(Ω) ⊂ L_2(Ω, |dν|), i pri l¸bom ε ∈ (0, 1) vypolneno neravenstvo ∫ Ω |u|^2|dν| 6 ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε, |dν|) ∫ Ω |u|^2dx, u ∈ H^1(Ω). (1.5)

Metrika zadaetsØ (2×2)-matriceæ-funkcieæ g(x) = {g^{jl}(x)}, pri- qem g(x + a_j ) = g(x), j = 1, 2, x ∈ R^2, (1.6)

c_01 6 g(x) 6 c_11, 0 < c_0 6 c_1 < ∞. (1.7)

PredpolagaetsØ, qto pri kakom-libo r

g ∈ ~W^2_r (Ω), r > 2. (1.8)

Vydelim sluqaæ “skalØrnoæ” metriki

g(x) = ω^2(x)a, (1.9)

282 R. G. XTERENBERG gde a = {a^{jl}} – postoØnnaØ poloßitel~naØ matrica, a ω(x) – vewestvennaØ izmerimaØ periodiqeskaØ funkciØ:

ω(x + a_j ) = ω(x), j = 1, 2, x ∈ R^2, (1.10)

priqem

0 < ω_0 6 ω(x) 6 ω_1 < ∞, x ∈ R^2. (1.11)

Togda (1.7) vypolneno, a vmesto (1.8) moßno naloßit~ menee ograniqitel~noe uslovie. Imenno, pust~

V_ω := −ω^{−1}div a∇ω, (1.12)

gde differencial~noe vyraßenie ponimaetsØ v smysle teorii raspredeleniæ v R^2. Predpoloßim, qto pri nekotorom ϱ

V_ω ∈ L_ϱ(Ω), ϱ > 1. (1.13)

3. V gil~bertovom prostranstve L2(R^2) na oblasti opredeleniØ

H^1(R^2) rassmotrim kvadratiqnye formy

m_0[u, u] = m_0(g)[u, u] := ∫ ⟨g(x)∇u, ∇u⟩ dx, (1.14) m[u, u] = m(g, A)[u, u] := ∫ ⟨g(D − A)u, (D − A)u⟩ dx, (1.15) ^m[u, u] = ^m(g, A, dν)[u, u] := m(g, A)[u, u] + ∫ |u|^2 dν(x). (1.16)

Formu (1.15) moßno zapisat~ v vide m[u, u] = m_0[u, u] + w_1[u, u], w_1[u, u] := ∫ (−⟨gAu, Du⟩ − ⟨gDu, Au⟩ + ⟨gA, A⟩|u|^2) dx, (1.17) a formu (1.16) – v vide

^m[u, u] = m_0[u, u] + w_1[u, u] + w_2[u, u], (1.18)

w_2[u, u] := ∫ |u|^2 dν(x), u ∈ H^1(R^2). (1.19)

Iz (1.7) vytekaet neravenstvo

m_0[u, u] ¿ c_0 ∫ |∇u|^2 dx, u ∈ H^1(R^2). (1.20)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 283 Neravenstvo Gel~dera vmeste s izvestnymi (sm., naprimer, [12]) interpolØcionnymi neravenstvami privodit k ocenke ∫ Ω |f(x)||u(x)|^2 dx 6 ‖f‖_s ε ∫ Ω |∇u|^2 dx + C(ε, s, Ω) ∫ Ω |u|^2 dx , f ∈ L_s(Ω), u ∈ H^1(Ω), s > 1, 0 < ε < 1. (1.21)

Esli funkciØ f – periodiqeskaØ, to sloßeniem po Øqeækam rexetki poluqaetsØ ocenka ∫ |f(x)||u(x)|^2 dx 6 ‖f‖_s ( ε ∫ |∇u|^2 dx + C(ε, s, Ω) ∫ |u|^2 dx ) , f ∈ L_s(Ω), u ∈ H^1(R^2), s > 1, 0 < ε < 1.

Ots¸da i iz (1.20) sleduet, qto pri usloviØh (1.1), (1.2), (1.7) forma (1.17) sil~no podqinena forme (1.14), t. e. spravedliva ocenka |w_1[u, u]| 6 εm_0[u, u] + C(ε, g, A) ∫ |u|^2 dx, 0 < ε < 1, u ∈ H^1(R^2).

(1.22)

Analogiqno, iz (1.4), (1.5), (1.19), (1.20) poluqaem |w_2[u, u]| 6 εm_0[u, u] + C(ε, g, |dν|) ∫ |u|^2 dx, 0 < ε < 1, u ∈ H^1(R^2).

(1.23)

Teper~ iz (1.18), (1.20), (1.22), (1.23) vidno, qto forma (1.16) s oblast~¸ opredeleniØ Dom ^m = H^1(R^2) poluograniqena snizu i zamknuta v L_2(R^2). To ße verno dlØ form (1.14), (1.15). Forme (1.14) otveqaet samosoprØßennyæ v L_2(R^2) operator M_0(g), formal~no zadannyæ differencial~nym vyraßeniem −div g(x) ∇. Otmetim, qto M_0(1) = −Δ, Dom M_0(1) = H^2(R^2). Forme (1.16) otveqaet samosoprØßennyæ v L_2(R^2) operator ^M = ^M (g, A, dν), (1.24) kotoryæ po opredeleni¸ est~ operator Xredingera (0.8) s metrikoæ g, magnitnym potencialom A i obobwennym fflektriqeskim potencialom V.

4. Osnovnoæ rezul~tat raboty sostavlØet

284 R. G. XTERENBERG

Teorema 1.1. Pust~ potencial A i zarØd dν udovletvorØ¸t so-

otvetstvenno usloviØm (1.1), (1.2) i (1.4), (1.5), a metrika g udovletvorØet usloviØm (1.6)–(1.8) libo (1.9)–(1.11), (1.13). Pust~ operator (1.24) ^M poroßden formoæ ^m, opredelØemoæ ravenstvami (1.15), (1.16). Togda spektr operatora ^M absol¸tno nepreryven.

5. Primery. Na protØßenii dannogo punkta budem sqitat~ dlØ

prostoty, qto Γ = Z^2, i, sledovatel~no, Ω = [0, 1)^2.

Primer 1. Pust~ dν = V (x1, x2)dx, gde V ∈ L1([0, 1), Lp(0, 1)), p >

1, t. e. vypolneno ‖V ‖_{1,p} := 1∫ 0 1∫ 0 |V (x_1, x_2)|^pdx_2 1/p dx_1 < ∞, p > 1. (1.25) Pokaßem, qto tak opredelennyæ zarØd dν udovletvorØet uslovi¸ (1.5). V samom dele, iz neravenstva Gel~dera i izvestnyh interpolØcionnyh neravenstv (sm., naprimer, [12]) sleduet ocenka 1∫ 0 |V (x_1, x_2)||u|^2dx_2 6 6 1∫ 0 |V (x_1, x_2)|^pdx_2 1/p ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε) ∫ Ω |u|^2dx , dlØ p. v. x_1 ∈ [0, 1), u ∈ H^1(Ω), 0 < ε < 1. A togda ∫ Ω |V ||u|^2dx 6 6 ‖V ‖1,p ε ∫ Ω |∇u|^2dx + C(ε) ∫ Ω |u|^2dx , u ∈ H^1(Ω), 0 < ε < 1. Otmetim, qto uslovie (1.25) dlØ V menee ograniqitel~no, qem uslovie (0.4), kotoroe nakladyvalos~ v [2]. Vmeste s tem, uslovie (1.25) bolee ßestko, qem uslovie V ∈ K_2 iz [10].

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 285

Primer 2. Pust~ teper~

dν = dν_1(x_1) × σ(x_2)dx_2, (1.26)

gde σ ∈ L_p(0, 1), p > 1, a dν_1 – vewestvennyæ borelevskiæ zarØd ograniqennoæ variacii na [0, 1). Dokazatel~stvo ocenki (1.5) dlØ zarØda (1.26) vpolne analogiqno primeru 1.

DlØ absol¸tno nepreryvnogo (otnositel~no mery Lebega) zarØda dν_1 primer 2 ØvlØetsØ qastnym sluqaem primera 1. Esli

dν_1 – toqeqnyæ zarØd s koneqnym qislom skaqkov, to my priho-

dim k del~ta-funkcii na grafe (v oqen~ qastnom sluqae), qto izuqeno v [4]. Esli dν_1 – singulØrnyæ nepreryvnyæ zarØd ograniqennoæ variacii, to (1.26) daet primer zarØda dν inogo tipa, neßeli rassmotrennye v [4].

§2. Razloßenie v prØmoæ integral. Shema Tomasa

1. PrØmoæ integral. Qerez b1, b2 oboznaqim bazis dvoæstven-

noæ k Γ rexetki v R^2: ⟨b_j , a_l⟩ = 2πδ_{jl}, j, l = 1, 2. �lementarnu¸ Øqeæku dvoæstvennoæ rexetki oboznaqim qerez

~Ω := {k = τ_1b_1 + τ_2b_2 : 0 6 τ_j < 1, j = 1, 2}. (2.1)

˚qeæka (2.1) dvoæstvenna k Ω.

V L_2(Ω) dlØ kaßdogo k ∈ R^2 (k – kvaziimpul~s) rassmotrim kvadratiqnye formy

m_0(k)[u, u] = m_0(k; g)[u, u] := ∫ Ω ⟨g(D + k)u, (D + k)u⟩ dx, u ∈ ~H^1(Ω),

(2.2) m(k)[u, u] = m(k; g, A)[u, u] := ∫ Ω ⟨g(D + k − A)u, (D + k − A)u⟩ dx, u ∈ ~H^1(Ω), (2.3)

^m(k)[u, u] = ^m(k; g, A, dν)[u, u] := m(k)[u, u] + ∫ Ω |u|^2 dν(x), u ∈ ~H^1(Ω). (2.4)

286 R. G. XTERENBERG Oblast~ opredeleniØ fftih form ne zavisit ot k (sm. niße (2.18), (2.19)):

Dom m_0(k) = Dom m(k) = Dom ^m(k) = ~H^1(Ω). (2.5)

Pri usloviØh (1.2), (1.5), (1.7) formy (2.2)–(2.4) poluograniqeny snizu i zamknuty v L_2(Ω). Forma (2.2) poroßdaet samosoprØßennyæ v L_2(Ω) operator

M_0(k) = M_0(k; g). (2.6)

Oqevidno,

M_0(k; 1) = (D + k)^2, Dom M_0(k; 1) = ~H^2(Ω). (2.7)

Forma (2.4) poroßdaet samosoprØßennyæ operator ^M (k) = ^M(k; g, A, dν). (2.8) Poskol~ku vloßenie ~H^1(Ω) v L_2(Ω) kompaktno, rezol~venta kaßdogo iz operatorov (2.6), (2.8) kompaktna.

Razloßenie periodiqeskih operatorov v prØmoæ integral stroitsØ s pomow~¸ preobrazovaniØ Gel~fanda U. Rassmotrim gil~bertovo prostranstvo

K := ∫ eΩ ⊕L_2(Ω) dk. (2.9)

Otobraßenie U : L_2(R^2) → K pervonaqal~no opredelØetsØ na funkciØh klassa Xvarca f ∈ S(R^2) formuloæ

(Uf)(k, x) = (mes ~Ω)^{−1/2}e^{−ikx} ∑ n∈Z2^{e−i⟨k,n1a1+n2a2⟩f(x + n1a1 + n2a2).}

Zatem ono prodolßaetsØ po nepreryvnosti do unitarnogo otobraßeniØ L_2(R^2) na K. Pri fftom okazyvaetsØ, qto dlØ

f ∈ H^1(R^2), (2.10)

vypolneno

(Uf)(k, ·) ∈ ~H^1(Ω), p. v. k ∈ ~Ω, (2.11) ^m[f, f] = ∫ eΩ ^m(k)[(Uf)(k, ·), (Uf)(k, ·)] dk. (2.12)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 287 Obratno, esli dlØ f ∈ L_2(R^2) imeet mesto (2.11) i koneqen integral (2.12), to vypolneno (2.10). SootnoxeniØ (2.11), (2.12) pokazyva¸t, qto deæstvie operatora (1.24) v prØmom integrale (2.9) svoditsØ k umnoßeni¸ na operator-funkci¸ ^M (k) :

(Uf)(k, ·) ∈ Dom ^M (k), p. v. k ∈ ~Ω, dlØ f ∈ Dom ^M , (2.13)

(U ^M f)(k, ·) = ^M (k)(Uf)(k, ·), p. v. k ∈ ~Ω. (2.14)

SootnoxeniØ (2.13), (2.14) moßno zapisat~ v vide U ^M(g, A, dν)U^{−1} = ∫ eΩ ⊕ ^M (k; g, A, dν) dk. (2.15) 2. KompleksifikaciØ. Shema Tomasa svØzana s rasprostrane-

niem form ^m(k) i operatorov ^M (k) na kompleksnye znaqeniØ

k ∈ C^2 kvaziimpul~sa. Pri takom analitiqeskom prodolßenii

voznika¸t sektorial~nye formy i m-sektorial~nye operatory, sistematiqeski issledovannye v knige T. Kato [6].

Zapixem formu (2.4) v vide ^m(k)[u, u] = ∫ Ω ⟨g(x)∇u, ∇u⟩ dx + ~w_1(k)[u, u] + ~w_2[u, u], u ∈ ~H^1(Ω), (2.16)

~w_1(k)[u, u] := ∫ Ω (⟨gDu, (k − A)u⟩ + ⟨g(k − A)u, Du⟩ + ⟨g(k − A), (k − A)⟩|u|^2) dx, (2.17)

~w_2[u, u] := ∫ Ω |u|^2 dν(x). UsloviØ na A, dν vmeste s neravenstvami (1.20), (1.21) obespeqiva¸t ocenki | ~w_1(k)[u, u]| 6 6 ε^∫_Ω ⟨g∇u, ∇u⟩ dx + C(ε, k, g, A)^∫_Ω |u|^2 dx, u ∈^~H^1(Ω), 0 < ε < 1,_{(2.18)}

288 R. G. XTERENBERG | ~w_2[u, u]| 6 6 ε^∫_Ω ⟨g∇u, ∇u⟩ dx + C(ε, g, |dν|)^∫_Ω |u|^2 dx, u ∈^~H^1(Ω), 0 < ε < 1._{(2.19)} Formula (2.17) pozvolØet analitiqeski prodolßit~ formu

~w_1(k) na l¸bye k ∈ C^2 . Odnovremenno (2.16) daet analiti-

qeskoe prodolßenie dlØ ^m(k). Pri fftom ocenka (2.18) sohranØet silu dlØ vseh k ∈ C^2 . Ots¸da sleduet (sm. [6, teorema VI.3.9]), qto forma ^m(k) zamknuta i sektorial~na dlØ k ∈ C^2 . TakaØ forma poroßdaet (sm. [6, teoremy VI.2.1, 2.5, 2.7]) msektorial~nyæ operator, kotoryæ my po-preßnemu budem oboznaqat~ qerez ^M (k) = ^M (k; g, A, dν), k ∈ C^2 . Iz (2.5) sleduet, qto rezol~venta operatora ^M (k), k ∈ C^2 , kompaktna.

V dal~neæxem znaqenie k_2 ∈ R fiksiruem, no sqitaem k_1 ∈ C . Togda operatory ^M(k_1, k_2) obrazu¸t otnositel~no parametra

k_1 ∈ C samosoprØßennoe analitiqeskoe semeæstvo tipa (B) s kompaktnoæ rezol~ventoæ. Napomnim, qto semeæstvo tipa (B) sootvetstvuet opredeleni¸ operatorov qerez sektorial~nye formy s postoØnnoæ oblast~¸ opredeleniØ (sm. [6, §VII.4]). SamosoprØßennost~ semeæstva oznaqaet, qto ( ^M (k_1, k_2))^∗ = ^M (k_1, k_2), k_1 ∈ C ,

k_2 ∈ R.

3. Shema Tomasa primenitel~no k operatornym semeæstvam ti-

pa (B) podrobno opisana v [3]. �ti soobraßeniØ primenimy i k rassmatrivaemomu nami sluqa¸. Imenno, dokazatel~stvo absol¸tnoæ nepreryvnosti spektra operatora ^M svoditsØ k proverke sootnoxeniØ ‖( ^M(μ + iy, k_2))^{−1}‖ → 0 pri |y| → ∞ dlØ podhodØwego μ ∈ R i vseh k_2 ∈ R. Poloßim

k_1 = μ + iy, μ = π|a_1|^{−1}, y ∈ R, k_2 ∈ R. (2.20)

UslovimsØ v fftom sluqae pisat~ ^M (y) vmesto ^M (k), zavisimost~ ot k_2 v oboznaqeniØh ne otraßaetsØ; analogiqnoe soglaxenie prinimaetsØ dlØ oboznaqeniØ drugih operatorov i form.

Osnovnoæ tehniqeskiæ rezul~tat raboty – sledu¸waØ teorema, v kotoroæ metrika predpolagaetsØ skalØrnoæ.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 289

Teorema 2.1. Pust~ A i dν udovletvorØ¸t usloviØm teoremy

1.1. Pust~ g udovletvorØet usloviØm (1.9)–(1.11), (1.13). Pust~ ^M (y) = ^M(k; g, A, dν), gde k opredeleno v (2.20). Togda suwestvu- ¸t takie postoØnnye

y_0 = y_0(Ω, g, A, |dν|, k_2), C_0 = C_0(Ω, g, A)

(zavisØwie takße ot r), qto operator ^M (y) obratim pri |y| ¿ y_0, i ‖( ^M (y))^{−1}‖ 6 C_0(μ + |y|)^{−1}, |y| ¿ y_0. (2.21)

Esli k_2 probegaet ograniqennoe podmnoßestvo v R, to y_0 moßno vybrat~ ne zavisØwim ot k_2.

Utverßdenie teoremy 1.1 v sluqae skalØrnoæ metriki vida (1.9) poluqaetsØ iz teoremy 2.1 standartnym putem (sm. [3, §2]). Teorema 1.1 v polnom ob¨eme budet vyvedena iz teoremy 2.1 v §7. §3. Shema teorii vozmuweniæ

V [2, §5] razvita obwaØ shema teorii vozmuweniæ v sluqae, kogda operatory opredeleny qerez sektorial~nye kvadratiqnye formy. Nam ponadobitsØ nebol~xaØ modifikaciØ fftoæ shemy, ukazannaØ v [4, §3]. DlØ udobstva qitatelØ privedem zdes~ nußnye formulirovki.

Pust~ H i G – separabel~nye gil~bertovy prostranstva; h i ~h – dve zamknutye sektorial~nye formy s obweæ plotnoæ v H oblast~¸ opredeleniØ

d = Dom h = Dom ~h.

Qerez H, ~H oboznaqim sootvetstvu¸wie fftim formam msektorial~nye operatory v H. Sdelaem neskol~ko predpoloßeniæ.

i. Toqka 0 regulØrna dlØ ~H: 0 ∈ ϱ( ~H). ii. Operator ~R := ~H^{−1} dopuskaet faktorizaci¸:

~R = P_0P^∗, P_0, P ∈ B(H), Ran P_0 ⊂ d, Ran P ⊂ d.

290 R. G. XTERENBERG iii. Suwestvu¸t plotno opredelennye v H lineænye operatory

G_0, G : H → G takie, qto

d ⊂ Dom G_0 ⊂ H, d ⊂ Dom G ⊂ H,

G_0P_0 ∈ B(H, G), GP ∈ B(H, G), h[u, v] = ~h[u, v] + (G_0u, Gv)G, u, v ∈ d. (3.1) Sootnoxenie (3.1) moßno tolkovat~ kak ravenstvo v smysle form

H = ~H + G^∗G_0.

Rassmotrim operator

Y = (G_0P_0)(GP)^∗ ∈ B(G).

Vvedem poslednee naibolee soderßatel~noe predpoloßenie. iv. Operator I + Y imeet v G ograniqennyæ obratnyæ:

Z := (I + Y)^{−1} ∈ B(G).

Predloßenie 3.1. Pust~ vypolneny predpoloßeniØ i–iv. Togda

0 ∈ ϱ(H), i spravedlivo predstavlenie

R := H^{−1} = ~R − (G ~R^∗)^∗Z(G_0 ~R).

§4. Ocenki

1. V fftom paragrafe my dokazyvaem ocenki, kotorye pozvolØt

primenit~ shemu §3 k issledovani¸ operatora ^M(y).

Zapixem rØd Fur~e dlØ v ∈ L_2(Ω):

v(x) = (mes ~Ω)^{−1/2} ∑ n∈Z2^{^vn exp (i⟨n1b1 + n2b2, x⟩). (4.1)}

Pust~ F – diskretnoe (unitarnoe) preobrazovanie Fur~e, F :

L_2(Ω) → l_2(Z^2), deæstvu¸wee v sootvetstvii s (4.1) po formule Fv = {^v_n}, n ∈ Z^2.

Operator (2.7), v kotorom k opredeleno v (2.20), predstavlØetsØ v vide

M_0(y; 1) = F^∗h(y)F, (4.2)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 291 gde simvol h(y) = {h_n(y)}, n ∈ Z^2, zadan formuloæ (sr. [2, §3])

h_n(y) = μ^2(2n_1 + 1)^2 + (αn_1 + βn_2 + k_2)^2 − y^2 + 2iyμ(2n_1 + 1). (4.3)

Zdes~ α = ⟨b_1, e_2⟩, β = ⟨b_2, e_2⟩; otmetim, qto b_1 = 2μe_1 + αe_2,

b_2 = βe_2. Simvol (4.3) dopuskaet faktorizaci¸:

h_n(y) = q^{(+)}_n (y)q^{(−)}_n (y), q^{(±)}_n (y) := μ(2n_1 + 1) ± i(αn_1 + βn_2 + k_2 ± y). (4.4)

Iz (4.2)–(4.4) neposredstvenno sleduet ocenka

‖(M_0(y; 1))^{−1}‖ 6 min {(2μ|y|)^{−1}, μ^{−2}} 6 2μ^{−1}(μ + |y|)^{−1}. (4.5)

2. Vvedem operatory

P_0(y) := F^∗p_0(y)F, p_0(y) := {|h_n(y)|^{−1/2}}, n ∈ Z^2; (4.6)

P (y) := F^∗p(y)F, p(y) := {(h_n(y))^{−1}|h_n(y)|^{1/2}}, n ∈ Z^2. (4.7)

Togda

R_0(y) := (M_0(y; 1))^{−1} = P_0(y)(P (y))^∗ . (4.8)

Pri N ¿ 1 rassmotrim sledu¸wie harakteristiqeskie funkcii peremennoæ n ∈ Z^2:

χ_1(n; y, N ) := { 1, |2n_1 + 1| 6 N^{−1}|y| 0, |2n_1 + 1| > N^{−1}|y| ,

χ_2(n; y, k_2) := { 1, |αn_1 + βn_2| 6 2(|y| + |k_2|) 0, |αn_1 + βn_2| > 2(|y| + |k_2|) , ~χ_1(n; y, N ) := 1 − χ_1(n; y, N ), ~χ_2(n; y, k_2) := 1 − χ_2(n; y, k_2).

Poloßim Ø_1(y, N ) := {χ_1(n; y, N )}, Ø_2(y, k_2) := {χ_2(n; y, k_2)}, n ∈

Z^2. Vvedem sledu¸wie ortoproektory v L2(Ω):

X_1(y, N ) := F^∗Ø_1(y, N )F, (4.9) ~X_1(y, N ) := I − X_1(y, N ), (4.10)

X_2(y, k_2) := F^∗Ø_2(y, k_2)F, (4.11) ~X_2(y, k_2) := I − X_2(y, k_2). (4.12)

Dokaßem neskol~ko vspomogatel~nyh utverßdeniæ.

292 R. G. XTERENBERG

Lemma 4.1. Spravedlivy ocenki

‖D_2 ~X_2(y, k_2)P_0(y)‖ = ‖D_2 ~X_2(y, k_2)P (y)‖ 6 2, (4.13) ‖D_2X_2(y, k_2)‖ 6 2(|y| + |k_2|), (4.14) ‖P_0(y) ~X_1(y, N )‖ = ‖P (y) ~X_1(y, N )‖ 6 C(Ω)N^{1/2}(1 + |y|)^{−1}, N ¿ 1, (4.15) ‖D_1P_0(y)‖ = ‖D_1P (y)‖ 6 1 + √ 2. (4.16)

Dokazatel~stvo. Ocenka (4.14) oqevidna; ocenka (4.16) dokaza-

na v [4, sledstvie 4.5]. Dokaßem (4.15). V silu (4.5), dostatoqno sqitat~ |y| ¿ 1. Pri N ¿ 1 iz (4.3) vytekaet ocenka

|h_n(y)|^{−1/2} ~χ_1(n; y, N ) 6

6 |Im hn(y)|^{−1/2} ~χ1(n; y, N ) 6 (2μ)^{−1/2}N^{1/2}|y|^{−1}, |y| ¿ 1, n ∈ Z^2,

qto (s uqetom (4.10)) i dokazyvaet ocenku (4.15). Qtoby dokazat~ (4.13), vospol~zuemsØ faktorizacieæ (4.4). Poskol~ku

|αn_1 + βn_2 ± y| ¿^1_2 |αn_1 + βn_2| na supp ~χ_2(·; y, k_2), to |αn_1 + βn_2||h_n(y)|^{−1/2} ~χ_2(n; y, k_2) 6

|αn_1 + βn_2||αn_1 + βn_2 + k_2 + y|^{−1/2}× × |αn_1 + βn_2 + k_2 − y|^{−1/2} ~χ_2(n; y, k_2) 6 2, n ∈ Z^2,

otkuda vytekaet (4.13). •

Lemma 4.2. Spravedliva ocenka

‖D_2P_0(y) ~X_1(y, N )‖ = ‖D_2P (y) ~X_1(y, N )‖ 6

6 C(Ω, k2)N^{1/2}, N ¿ 1. (4.17) Dokazatel~stvo. Zametim, qto

‖D_2P_0(y) ~X_1(y, N )‖ 6 6 ‖D2^~X2(y, k2)P0(y)^~X1(y, N )‖+ +‖D_2X_2(y, k_2)P_0(y) ~X_1(y, N )‖ 6 ‖D_2 ~X_2(y, k_2)P_0(y)‖ + ‖D_2X_2(y, k_2)‖‖P_0(y) ~X_1(y, N )‖.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 293 Teper~ (4.17) sleduet iz (4.13)–(4.15). •

PrØmym sledstviem ocenki (4.16) i lemmy 4.2 ØvlØetsØ ocenka

‖∇P_0(y) ~X_1(y, N )‖ = ‖∇P (y) ~X_1(y, N )‖ 6 C(Ω, k_2)N^{1/2}, N ¿ 1. (4.18)

Krome togo, iz (4.8), (4.15), (4.18) vyteka¸t neravenstva

‖R_0(y) ~X_1(y, N )‖ 6 C(Ω)N (1 + |y|)^{−2}, N ¿ 1, (4.19)

‖∇R_0(y) ~X_1(y, N )‖ 6 C(Ω, k_2)N (1 + |y|)^{−1}, N ¿ 1. (4.20)

Lemma 4.3. Pri N ¿ 2 max{1, μ} spravedlivy ocenki ∑ n2Z2_{Nj2n1+1j6jyj}^{|hn(y)|−γ}

6 C(Ω, γ)(1 + |y|)^{−γ} , γ > 2, (4.21) ∑ n2Z2_{Nj2n1+1j6jyj}^{|hn(y)|−γ}

6 C(Ω, γ)N^{γ−2}(1 + |y|)^{−2(γ−1)}, 1 < γ < 2, (4.22) ∑ n2Z2_{Nj2n1+1j6jyj}^{|hn(y)|−2}

6 C(Ω)|y|^{−2} max{0, ln^(2|y|N^{−1)}}, (4.23) ∑ n2Z2_{Nj2n1+1j6jyj}^{|hn(y)|−1}

6 C(Ω)N^{−1}ln N . (4.24)

Dokazatel~stvo. UtverßdeniØ lemmy pri |y| < N oqevidny.

Pofftomu v dal~neæxem budem sqitat~ |y| ¿ N . Pri fiksirovannyh n_1 ∈ Z, k_2, y ∈ R, oqevidno, naædutsØ qetyre intervala vida I_1 = (−∞, t_1), I_2 = [t_1, t_2), I_3 = [t_2, t_3), I_4 = [t_3, ∞), na kotoryh posledovatel~nost~ {|h_n(y)|^{−γ} } monotonna po n_2 ∈ Z∩ I_j, j =

1, 2, 3, 4. Ispol~zuØ integral~nyæ priznak shodimosti dlØ rØda

po n_2 i predstavlenie (4.3), poluqaem ocenku ∑ n2∈Z^{|hn(y)|−γ 6} ∞∫ −∞ | |z^2_1 + (αn_1 + βz_2 + k_2)^2 − y^2 + 2iyz_1 | |^{−γ} dz_2 + 4 max_n 2∈Z^{|hn(y)|−γ} 6 ∞∫ −∞ | |z^2_1 + (αn_1 + βz_2 + k_2)^2 − y^2 + 2iyz_1 | |^{−γ} dz_2 + 4|2yz_1|^{−γ} ,

(4.25)

294 R. G. XTERENBERG

gde vvedeno oboznaqenie z_1 := μ(2n_1 + 1). Rassmotrim sluqaæ

2|z_1| 6 |y|. Posle posledovatel~nyh zamen peremennoæ s = αn_1 +

βz_2 + k_2, w = s(y^2 − z^2_1 )^{−1/2}, poluqaem

∞∫ −∞ | |z^2_1 + (αn_1 + βz_2 + k_2)^2 − y^2 + 2iyz_1 | |^{−γ} dz_2 =

|β|^{−1} ∞∫ −∞ (( s^2 − (y^2 − z^2_1 )

)_2

+ 4y^2z^2_1 )_{−γ/2} ds =

|β|^{−1}(y^2 − z^2_1)^{1/2−γ} ∞∫ −∞ ( (w^2 − 1)^2 + 4y^2z^2_1(y^2 − z^2_1)^{−2} )_{−γ/2} dw 6 (3/4)^{1/2−γ}|β|^{−1}|y|^{1−2γ} ∞∫ −∞ (( w^2 − 1

)_2

+ z^2_1 y^{−2} )_{−γ/2} dw. (4.26)

Zdes~ my ispol~zovali ocenku y^2 − z^2_1 ¿ (3/4)y^2. Dalee, ∞∫ −∞ (( w^2 − 1

)_2

+ z^2_1y^{−2} )_{−γ/2} dw 6 2^{1+γ/2} ∞∫ 2 w^{−2γ} dw+

2 2∫ 0 (( w^2 − 1

)_2

+ z^2_1 y^{−2} )_{−γ/2} dw =

c_1(γ) + 2 2∫ 0 ( (w − 1)^2 + z^2_1 y^{−2} )_{−γ/2} dw =

c_1(γ) + 2|yz^{−1}_1 |^{γ−1} |yzΓ1_{1 |} ∫ −|yzΓ11 | ( t^2 + 1 )_{−γ/2} dt.

(4.27)

Zdes~ my perexli k novoæ peremennoæ t = |yz^{−1}_1 |(w − 1). Nakonec,

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 295

pri γ > 1, |yzΓ1_{1 |} ∫ −|yzΓ11 | ( t^2 + 1 )_{−γ/2} dt 6 2 1∫ 0 ( t^2 + 1 )_{−γ/2} dt+

+2 |yzΓ1_{1 |} ∫ 1 t^{−γ} dt = c_2(γ) + 2(1 − γ)^{−1}|yz^{−1}_1 |^{1−γ},

(4.28)

a pri γ = 1 |yzΓ1_{1 |} ∫ −|yzΓ11 | ( t^2 + 1 )_{−1/2} dt 6 c3 + 2 ln |yz^{−1}_1 |. (4.29)

V itoge, iz (4.25)–(4.29) pri 2|z_1| 6 |y| poluqaem ∑ n2∈Z^{|hn(y)|−γ 6 C(Ω, γ)|y|−γ |z1|1−γ, γ > 1; (4.30)} ∑ n2∈Z^{|hn(y)|−1 6 C(Ω)|y|−1 ln |yz−11 |. (4.31)} Poskol~ku po uslovi¸ lemmy N ¿ 2μ, to pri |2n_1 + 1| 6 |y|N^{−1} vypolneno 2|z_1| 6 |y|. MaßoriruØ summu po n_1 sootvetstvu¸wim integralom, iz (4.30), (4.31) poluqaem ∑ n2Z2_{Nj2n1+1j6jyj}^{|hn(y)|−γ} 6 C(Ω, γ)μ^{1−γ} |y|^{−γ ∑}_{n12}Z Nj2n_1+1j6jyj

|2n_1 + 1|^{1−γ} 6

C(Ω, γ)μ^{1−γ} |y|^{−γ} 2 + |y|NΓ1∫

1 s^{1−γ} ds , γ > 1, ∑ n2Z2_{Nj2n1+1j6jyj}^{|hn(y)|−1} 6 6 C(Ω)|y|^{−1} 2 ln |yμ^{−1}| + |y|NΓ1∫

1 ln |y(μs)^{−1}| ds .

296 R. G. XTERENBERG

Ots¸da uße legko sledu¸t ocenki (4.21)–(4.24). •

3. Sledu¸waØ lemma ØvlØetsØ osnovnoæ dlØ dokazatel~stva te-

oremy 2.1.

Lemma 4.4. Spravedlivy ocenki ∫ Ω |P_0(y)u|^2|dν| = ∫ Ω |P (y)u|^2|dν| 6 C(Ω, |dν|, k_2)‖u‖^2, u ∈ L_2(Ω), y ∈ R, (4.32)

lim |y|→∞ sup 0≠u∈L2(Ω) ‖u‖^{−2} ∫ Ω |P_0(y)u|^2|dν| =

= lim_{|y|→∞} sup 0≠u∈L2(Ω) ‖u‖^{−2} ∫ Ω |P (y)u|^2|dν| = 0, (4.33)

∫ Ω |R_0(y)u|^2|dν| 6 C(Ω, |dν|, k_2)(1 + |y|)^{−2} ln(2 + |y|)‖u‖^2, u ∈ L_2(Ω), y ∈ R. (4.34)

Dokazatel~stvo. Ustanovim ocenku (4.32). Imeem ∫ Ω |P_0(y)u|^2|dν| 6 2 ∫ Ω |P_0(y) ~X_1(y, N )u|^2|dν|+

+ 2 ∫ Ω |P_0(y)X_1(y, N )u|^2|dν| := 2(I_1 + I_2). (4.35)

DlØ ocenki pervogo integrala vospol~zuemsØ (1.5), (4.15) i (4.18): I_1 6 ε‖∇P_0(y) ~X_1(y, N )u‖^2 + C(ε, |dν|)‖P_0(y) ~X_1(y, N )u‖^2 6 C(Ω, k_2) ( εN + C(ε, |dν|)N (1 + |y|)^{−2} ) ‖u‖^2, N ¿ 1. (4.36)

Vtoroæ integral perepixem v vide

I_2 =(mes ~Ω)^{−1} ∫ Ω | | | ∑ n2Z2_{Nj2n1+1j6jyj}^{|hn(y)|−1/2^un exp(i⟨n1b1 + n2b2, x⟩)} | | |^2|dν| 6

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 297

6 (mes^~Ω)^{−1}νΩ ∑ n2Z2_{Nj2n1+1j6jyj}^{|hn(y)|−1/2|^un|} 2 6 6 (mes^~Ω)^{−1}νΩ‖u‖^{2 ∑}_{n2}

Z2_{Nj2n1+1j6jyj}^{|hn(y)|−1.}

Zdes~ my vospol~zovalis~ opredeleniØmi (4.6), (4.9) i oboznaqeniem (1.3). Teper~ ocenka dlØ I_2 sleduet iz (4.24):

I_2 6 C(Ω, |dν|)N^{−1} ln N ‖u‖^2, N ¿ 2 max{1, μ}. (4.37)

PodstavlØØ (4.36), (4.37) v (4.35), poluqaem, pri N ¿ 2 max{1, μ}, ∫ Ω |P_0(y)u|^2|dν| 6 6 C(Ω, |dν|, k2)‖u‖^{2 (}εN + C(ε, |dν|)N (1 + |y|)^{−2} + N^{−1} ln N^) ._{(4.38)} PoslednØØ ocenka pri fiksirovannyh N i ε dokazyvaet (4.32). Analogiqno dokazyvaetsØ ocenka (4.34). Nußno lix~ vmesto (4.15), (4.18) i (4.24) vospol~zovat~sØ sootvetstvenno (4.19), (4.20) i (4.23) pri nekotoryh fiksirovannyh N ¿ 2 max{1, μ} i ε > 0.

Qtoby dokazat~ (4.33), zadadimsØ proizvol~nym δ > 0. Vyberem N nastol~ko bol~xim, qtoby bylo vypolneno N ¿ 2 max{1, μ}, C(Ω, |dν|, k2)N^{−1} ln N < δ/3, i zafiksiruem takoe N . Zatem vyberem ε > 0 nastol~ko malym, qtoby bylo C(Ω, |dν|, k_2)N ε < δ/3, i zafiksiruem takoe ε. Togda dlØ l¸bogo dostatoqno bol~xogo |y| vypolneno C(Ω, |dν|, k_2)C(ε, |dν|)N (1 + |y|)^{−2} < δ/3. Ots¸da i iz (4.38) sleduet, qto suwestvuet y_∗ = y_∗(δ, Ω, |dν|, k_2) takoe, qto vypolneno ∫ Ω |P_0(y)u|^2|dν| 6 δ‖u‖^2 pri |y| ¿ y_∗. �to i dokazyvaet (4.33). •

298 R. G. XTERENBERG

§5. Podgotovitel~nyæ material k dokazatel~stvu teoremy 2.1 pri g = 1

1. V osnove dokazatel~stva teoremy leßit shema §3. Pri fftom

prihoditsØ primenØt~ dve iteracii. PervaØ iz nih svØzana s vkl¸qeniem potenciala A pri dν = ~Bdx, gde ~B – nekotoraØ nepreryvnaØ Γ-periodiqeskaØ funkciØ (sm. niße). �tot sluqaæ izuqen v [2], i v fftom paragrafe my vosproizvedem sootvetstvu¸- wiæ material.

V sluqae g = 1 moßno, ne umen~xaØ obwnosti, podqinit~ vektornyæ potencial A usloviØm kalibrovki

∂_1A_1 + ∂_2A_2 = 0, (5.1) ∫ Ω A(x)dx = 0. (5.2)

Uslovie (5.1) ponimaetsØ v smysle raspredeleniæ. V [2, §1] poØsneno, qto usloviØm (5.1), (5.2) moßno udovletvorit~, ne naruxaØ usloviØ (1.2).

2. Operator Pauli. Kak i v [1, 2, 4], za osnovu voz~mem operator

Pauli, priqem potencial A priblizim podhodØwim potencialom ~A klassa C^1. Imenno, pust~ ~A ∈ C^1(R^2) – Γ-periodiqeskiæ potencial, udovletvorØ¸wiæ usloviØm kalibrovki vida (5.1), (5.2). Fiksiruem dostatoqno maloe qislo ϵ > 0 i vyberem ~A tak, qto ‖A − ~A‖_r 6 ϵ, ‖ ~A‖_r 6 2‖A‖_r. (5.3) Poloßim ~B = ∂_1 ~A_2 − ∂_2 ~A_1. V kaqestve ishodnogo rassmotrim operator Pauli ~M := ^M (1, ~A, ~Bdx) = (D − ~A)^2 + ~B. Sootvetstvu¸wiæ operator ^M (k; 1, ~A, ~Bdx), v kotorom k zadano formuloæ (2.20), oboznaqim qerez ~M (y). V silu usloviæ kalibrovki dlØ ~A, suwestvuet vewestvennaØ Γ-periodiqeskaØ funkciØ φ ∈ C^2(R^2) takaØ, qto ∇φ = { ~A_2, − ~A_1}, ∫ Ω φ(x)dx = 0. (5.4)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 299 V sootvetstvii s oboznaqeniØmi iz (4.4) poloßim

Q_±(y) := F^∗q^{(±)}(y)F, q^{(±)}(y) = {q^{(±)}_n (y)}, n ∈ Z^2.

Operator ~M (y) dopuskaet faktorizaci¸ (sm. [2, (3.6)])

~M (y) = e^{−φ}Q_+(y)e^{2φ}Q_−(y)e^{−φ} . (5.5)

Otmetim, qto iz teoremy vloßeniØ i (5.4) vytekaet ocenka ‖φ‖_∞ 6 c(r, Ω)‖∇φ‖_r = c(r, Ω)‖ ~A‖_r, r > 2. (5.6) Predloßenie 5.1. Spravedlivy predstavleniØ

~R(y) := ~M (y)^{−1} = e^φP_0(y)S_0 (y)P_0(y)e^φ, y ∈ R, (5.7) ~R(y) = e^φR_0(y)S_1 (y)e^φ, y ∈ R, (5.8) ~R(y) = e^φS_2(y)R_0(y)e^φ, y ∈ R, (5.9) gde R_0(y) opredelen v (4.8), a P_0(y) – v (4.6). Operatory S_0(y), S_1(y), S_2(y) ravnomerno ograniqeny ‖S_0(y)‖ 6 C, ‖S_1(y)‖ 6 C, ‖S_2(y)‖ 6 C, C = C(Ω, ~A, r). (5.10) Dokazatel~stvo svoditsØ k ssylke na [4, predloßenie 6.1]. •

Iz (5.7)–(5.10) neposredstvenno vyteka¸t ravenstva

R_0(y)S_1(y) = S_2(y)R_0(y) = P_0(y)S_0 (y)P_0(y). (5.11)

3. Primenim shemu §3 k pare operatorov^~M (y) =^^M (y; 1,^~A,^~Bdx)

(v roli ~H) i M (y) := ^M (y; 1, A, ~Bdx) (v roli H). Sootvetstvu- ¸wie rassmotreniØ provedeny v [2, §6] i osnovany na faktorizacii (5.5). Pri fftom H = L_2(Ω), G = (L_2(Ω))^4; v kaqestve G_0, G vystupa¸t operatory G_0, G, zadannye formulami

G_0 = col(D_1 + μ, D_2 + k_2, iy, Φ), (5.12)

gde funkciØ Φ dopuskaet ocenku

2|Φ(x)| 6 | ~A(x) + A(x)|; (5.13) G = 2 col ( ~A_1 − A_1, ~A_2 − A_2, ~A_1 − A_1, | ~A − A|). (5.14)

300 R. G. XTERENBERG Kak pokazano v [2, §6], pri dostatoqno malom ϵ (sm. (5.3)) vypolneny usloviØ predloßeniØ 3.1, i spravedlivo predstavlenie

R(y) := M (y)^{−1} = ~R(y) − (G ~R(y)^∗ )^∗ ~Z(y)(G_0 ~R(y)), y ∈ R, (5.15)

priqem ‖ ~Z(y)‖ 6 2, y ∈ R, (5.16) a takße vypolnena ocenka ‖R(y)‖ 6 C(μ + |y|)^{−1}, y ∈ R, C = C(Ω, A, r). (5.17) Podqerknem, qto qislo ϵ i potencial ~A, udovletvorØ¸wiæ (5.3), vybrany po A i vo vsem dal~neæxem fiksirovany. Pofftomu ocenoqnye postoØnnye, zavisØwie ot ~A, ~B, v koneqnom sqete zavisØt ot A.

Nam potrebu¸tsØ takße sledu¸wie ocenki, poluqennye v [2, 4]. Predloßenie 5.2. Pust~ F ∈ Lr (Ω), r > 2. Pust~ P0(y), P (y) –

operatory (4.6), (4.7); G – operator (5.14), a φ opredeleno v (5.4). Togda spravedlivy ocenki ‖F ~R(y)‖ 6 C(μ + |y|)^{−1}, y ∈ R, C = C(Ω, A, F, r), (5.18) ‖Ge^φP_0(y)‖ = ‖Ge^φP (y)‖ 6 C(μ + |y|)^{−κ}, y ∈ R, C = C(Ω, A, r), (5.19) ‖F e^φP_0(y)‖ = ‖F e^φP (y)‖ 6 C(μ + |y|)^{−κ}, y ∈ R, C = C(Ω, A, F, r), (5.20) κ = 1 − 2r^{−1} pri 2 < r < 4, κ = 1/2 pri r ¿ 4. (5.21)

Dokazatel~stvo svoditsØ k ssylkam na formuly (6.25) iz [2] i

(6.41), (6.42) iz [4]. •

§6. Dokazatel~stvo teoremy 2.1 pri g = 1

1. Teper~ my primenim shemu §3 k pare operatorov M (y) = ^M (y; 1, A, ~Bdx), ^M (y) = ^M (y; 1, A, dν). (6.1) Iz (5.7) i (5.15) sleduet faktorizaciØ

R(y) = e^φP_0(y) ~P (y)^∗ , (6.2)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 301 ~P (y) := ( e^φP_0(y) − (G_0 ~R(y))^∗ ~Z(y)^∗(Ge^φP_0(y)) ) S_0(y)^∗, y ∈ R. (6.3)

Oboznaqim d~ν := dν − ~Bdx. (6.4) ZarØd (6.4), oqevidno, udovletvorØet usloviØm vida (1.4), (1.5) odnovremenno s dν. Imeet mesto ravenstvo ^m(y; 1, A, dν)[u, u] = ^m(y; 1, A, ~Bdx)[u, u] + ∫ Ω |u|^2d~ν(x), u ∈ ~H^1(Ω). (6.5)

Predstavim zarØd d~ν kak raznost~ dvuh neotricatel~nyh zarØdov (mer) d~ν = d~ν_+ − d~ν_−. Zdes~ 2d~ν_+ := |d~ν| + d~ν, 2d~ν_− := |d~ν| − d~ν. Togda, ∫ Ω |u|^2d~ν = ∫ Ω |u|^2d~ν_+ − ∫ Ω |u|^2d~ν_−, u ∈ H^1(Ω). (6.6) V silu (1.5) neotricatel~nye formy ∫ Ω |u|^2d~ν_±, zadannye na

H^1(Ω), ograniqeny. Sledovatel~no, v H^1(Ω) suwestvu¸t edin-

stvennye neotricatel~nye operatory X_± takie, qto

X_± ∈ B(H^1(Ω)); ∫ Ω |u|^2d~ν_± = ‖X_±u‖^2_H1_{(Ω)}, u ∈ H^1(Ω). (6.7)

Operatory X_± mogut byt~ rassmotreny kak plotno opredelennye operatory iz L_2(Ω) v H^1(Ω) s oblast~¸ opredeleniØ

H^1(Ω) ⊂ L_2(Ω). Perepixem formu (6.6) v vide ∫ Ω |u|^2d~ν = (( X_+ X_− ) u, ( X_+ −X_− ) u ) H1(Ω)⊕H1(Ω)

, u ∈ H^1(Ω). (6.8)

DlØ pary operatorov (6.1) v kaqestve osnovnogo i vspomogatel~- nogo prostranstva vybiraem H = L_2(Ω) i G = ( H^1(Ω)

)_2

; rol~ operatorov P_0, P igra¸t operatory e^φP_0(y), ~P (y) (sm. (6.2), (6.3));

302 R. G. XTERENBERG rol~ operatorov G_0, G igra¸t operatory

^G_0 := ( X_+ X_− ) , ^G := ( X_+ −X_− ) : L_2(Ω) → ( H^1(Ω)

)_2 , Dom ^G_0 = Dom ^G = H^1(Ω),

(6.9)

gde operatory X_± opredeleny v (6.7). Zametim, qto

‖ ^G_0v‖^2_{(H}1_{(Ω))}2 = ‖ ^Gv‖^2_{(H}1_{(Ω))}2 = ∫ Ω |v|^2|d~ν|, v ∈ H^1(Ω). (6.10) Sootnoxenie (3.1) sootvetstvuet ravenstvu (6.5) (s uqetom (6.8), (6.9)). Iz (4.6), (6.3) i gladkosti funkcii φ vytekaet, qto

Ran e^φP_0(y) ⊂ H^1(Ω), Ran ~P (y) ⊂ H^1(Ω), i, sledovatel~no, opera-

tory ^G_0e^φP_0(y), ^G ~P (y) korrektno opredeleny. Krome togo, kak pokazano niße (sm. (6.11), (6.21)), ime¸t mesto vkl¸qeniØ ^G_0e^φP_0(y) ∈ B(H, G), ^G ~P (y) ∈ B(H, G). Tem samym, dlØ pary operatorov (6.1) vypolneny usloviØ i– iii predloßeniØ 3.1. DlØ proverki usloviØ iv nam ponadobØtsØ sledu¸wie lemmy 6.1–6.3, v kotoryh oceniva¸tsØ operatornye normy v B(H, G).

Lemma 6.1. Pust~ P0(y), R0(y) – operatory (4.6), (4.8);^^G0,^^G –

operatory (6.9), a φ opredeleno v (5.4). Togda spravedlivy ocenki ‖ ^G_0e^φP_0(y)‖ = ‖ ^Ge^φP_0(y)‖ 6 C(Ω, A, |dν|, k_2, r), y ∈ R, (6.11) lim |y|→∞ ‖ ^G_0e^φP_0(y)‖ = lim_{|y|→∞} ‖ ^Ge^φP_0(y)‖ = 0, (6.12)

‖ ^G_0e^φR_0(y)‖ = ‖ ^Ge^φR_0(y)‖ 6

6 C(Ω, A, |dν|, k2, r)(1 + |y|)^{−1}(ln(2 + |y|))^{1/2}, y ∈ R. (6.13) Dokazatel~stvo svoditsØ k ssylke na lemmu 4.4, primenennu¸

k d~ν, i formuly (5.6), (6.10). •

Lemma 6.2. Pust~ F ∈ Lr (Ω), r > 2. Togda spravedlivy ocenki ‖ ^G_0 ~R(y)‖ = ‖ ^G ~R(y)‖ 6 6 C(Ω, A, |dν|, k2, r)(1 + |y|)^{−1}(ln(2 + |y|))^{1/2}, y ∈ R, (6.14)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 303 ‖ ^G_0(F ~R(y))^∗‖ = ‖ ^G(F ~R(y))^∗ ‖ 6 6 C(Ω, F, A, |dν|, k2, r)(1 + |y|)^{−κ}, y ∈ R, (6.15) ‖ ^G_0(D_1 ~R(y))^∗‖ = ‖ ^G(D_1 ~R(y))^∗‖ 6 C(Ω, A, |dν|, k_2, r), y ∈ R, (6.16)

‖ ^G_0(D_2 ~R(y))^∗ ‖ = ‖ ^G(D_2 ~R(y))^∗ ‖ 6 6 C(Ω, A, |dν|, k2, r)(ln(2 + |y|))^{1/2}, y ∈ R, (6.17) gde κ – pokazatel~ (5.21).

Dokazatel~stvo. Ocenka (6.14) sleduet iz (5.6), (5.8), (5.10) i

(6.13). Ocenka (6.15) – iz (5.7), (5.10), (5.20) i (6.11). Qtoby dokazat~ (6.16), (6.17), zametim, qto, v silu (5.4), ime¸t mesto ravenstva

D_1e^φ = e^φ(D_1 − i ~A_2), D_2e^φ = e^φ(D_2 + i ~A_1). (6.18)

Ots¸da i iz (5.7) imeem

‖ ^G_0(D_1 ~R(y))^∗ ‖ = ‖ ^G_0e^φP_0(y)S_0 (y)^∗(D_1(y)e^φP_0(y))^∗‖ 6

‖ ^G_0e^φP_0(y)‖‖S_0(y)‖ ( ‖e^φD_1(y)P_0(y)‖ + ‖e^φ ~A_2P_0(y)‖ ) . Mnoßiteli pered skobkoæ oceniva¸tsØ na osnovanii (5.10), (6.11). Ocenka dlØ pervogo slagaemogo v skobkah sleduet iz (4.16) i (5.6). Nakonec, vtoroe slagaemoe oceneno v (5.20). Tem samym, dokazana ocenka (6.16). DlØ dokazatel~stva (6.17) zapixem (sm. (5.7), (6.18))

‖ ^G_0(D_2 ~R(y))^∗ ‖ 6 ‖ ^G_0e^φP_0(y)S_0(y)^∗ (e^φD_2P_0(y))^∗ ‖+

+‖ ^G_0e^φP_0(y)S_0 (y)^∗(e^φ ~A_1P_0(y))^∗ ‖.

Vtoroe slagaemoe ocenivaetsØ tak ße, kak i vyxe, s ubyvaniem po y. DlØ ocenki pervogo slagaemogo ispol~zuem operatory

304 R. G. XTERENBERG (4.11), (4.12). Imeem

‖ ^G_0e^φP_0(y)S_0 (y)^∗(e^φD_2P_0(y))^∗ ‖ 6 ‖ ^G_0e^φP_0(y)S_0(y)^∗(e^φD_2 ~X_2(y, k_2)P_0(y))^∗‖+ ‖ ^G_0e^φP_0(y)S_0 (y)^∗(e^φD_2X_2(y, k_2)P_0(y))^∗ ‖ 6 exp(‖φ‖_∞)‖ ^G_0e^φP_0(y)‖‖S_0(y)‖‖D_2 ~X_2(y, k_2)P_0(y)‖+ exp(‖φ‖_∞)‖ ^G_0e^φP_0(y)S_0 (y)^∗P_0(y)‖‖D_2X_2(y, k_2)‖ 6 exp(‖φ‖_∞)‖ ^G_0e^φP_0(y)‖‖S_0(y)‖‖D_2 ~X_2(y, k_2)P_0(y)‖+ exp(‖φ‖_∞)‖ ^G_0e^φR_0(y)^∗‖‖S_2(y)^∗ ‖‖D_2X_2(y, k_2)‖,

(6.19)

gde v poslednem perehode my vospol~zovalis~ ravenstvom (5.11). Ocenka dlØ pervogo slagaemogo v pravoæ qasti (6.19) sleduet iz (4.13), (5.6), (5.10) i (6.11); dlØ vtorogo – iz (4.14), (5.6), (5.10), (6.13) i ravenstva R_0(y)^∗ = R_0(−y). �to privodit k (6.17). • Sledstviem lemmy 6.2 i opredeleniØ (5.12) (sm. takße (5.13)) ØvlØetsØ sledu¸waØ ocenka

‖ ^G_0(G_0 ~R(y))^∗‖ = ‖ ^G(G_0 ~R(y))^∗‖ 6 6 C(Ω, A, |dν|, k2, r)(ln(2 + |y|))^{1/2}, y ∈ R. (6.20) Lemma 6.3. Pust~^~P (y) – operator (6.3), a^^G0,^^G – operatory

(6.9). Togda spravedlivy sootnoxeniØ ‖ ^G_0 ~P (y)‖ = ‖ ^G ~P (y)‖ 6 C(Ω, A, |dν|, k_2, r), y ∈ R, (6.21) lim |y|→∞ ‖ ^G_0 ~P (y)‖ = lim_{|y|→∞} ‖ ^G ~P (y)‖ = 0. (6.22) Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ predstavleniem (6.3). Imeem

^G_0 ~P (y) = ( ^G_0e^φP_0(y))S_0(y)^∗ − ^G_0(G_0 ~R(y))^∗ ~Z(y)^∗(Ge^φP_0(y))S_0 (y)^∗. (6.23)

Pervoe slagaemoe v (6.23) ocenivaetsØ s pomow~¸ (5.10) i (6.11), (6.12); vtoroe – s pomow~¸ (5.10), (5.16), (5.19) i (6.20). • Proverim teper~ uslovie iv predloßeniØ 3.1 primenitel~no k pare operatorov (6.1). DlØ fftogo nam trebuetsØ ocenit~ operator

^Y (y) : G → G, ^Y (y) := ( ^G_0e^φP_0(y))( ^G ~P (y))^∗ .

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 305 Iz (6.11), (6.12) i (6.21), (6.22) poluqaem ‖ ^Y (y)‖ 6 C(Ω, A, |dν|, k_2, r), y ∈ R; lim_{|y|→∞} ‖ ^Y (y)‖ = 0. (6.24) Iz (6.24) vidno, qto pri dostatoqno bol~xom y_1 spravedlivo neravenstvo

2‖ ^Y (y)‖ 6 1 pri |y| ¿ y_1 = y_1(Ω, A, |dν|, k_2, r).

Togda pri |y| ¿ y_1 vypolneno uslovie iv dlØ pary operatorov (6.1): ^Z(y) := (I + ^Y (y))^{−1}, ‖ ^Z(y)‖ 6 2 pri |y| ¿ y_1(Ω, A, |dν|, k_2, r). (6.25)

Legko ponØt~, qto y_1 moßno sqitat~ ne zavisØwim ot k_2 na vsØkom ograniqennom podmnoßestve v R. V silu predloßeniØ 3.1 spravedlivo predstavlenie

^R(y) := ^M (y)^{−1} = R(y) − ( ^GR(y)^∗)^∗ ^Z(y)( ^G_0R(y)), |y| ¿ y_1. (6.26)

2. OstaetsØ dokazat~ ocenku vida (2.21) dlØ operatora (6.26).

DlØ fftogo nam ponadobitsØ sledu¸wee utverßdenie.

Lemma 6.4. Spravedliva ocenka ‖ ^G_0R(y)^∗‖ = ‖ ^GR(y)^∗‖ 6 6 C(Ω, A, |dν|, k2, r)(1 + |y|)^{−1}(ln(2 + |y|))^{1/2}, y ∈ R. (6.27) Dokazatel~stvo. Vospol~zuemsØ predstavleniem (5.15) dlØ

R(y). Togda

^G_0R(y)^∗ = ^G_0 ~R(y)^∗ − ^G_0(G_0 ~R(y))^∗ ~Z(y)^∗(G ~R(y)^∗). (6.28)

Otmetim ravenstvo ~R(y)^∗ = ~R(−y). Ocenka dlØ pervogo slagaemogo v (6.28) vytekaet iz (6.14), dlØ vtorogo – iz (5.14), (5.16), (5.18) i (6.20). •

Teper~ vse gotovo dlØ ocenki operatora (6.26). Napomnim, qto

R(y)^∗ = R(−y). V silu (5.17), (6.25) i (6.27) poluqaem ‖ ^R(y)‖ 6 C(Ω, A, r)(μ + |y|)^{−1}+ + C(Ω, A, |dν|, k_2, r)(1 + |y|)^{−2} ln(2 + |y|), |y| ¿ y_1.

306 R. G. XTERENBERG Takim obrazom, pri dostatoqno bol~xom y_0 vypolneno neravenstvo ‖ ^R(y)‖ 6 C(Ω, A, r)(μ + |y|)^{−1}, |y| ¿ y_0 = y_0(Ω, A, |dν|, k_2, r). Esli k_2 probegaet ograniqennoe podmnoßestvo v R, to y_0 moßno vybrat~ ne zavisØwim ot k_2. �to zaverxaet dokazatel~stvo teoremy 2.1 v sluqae g = 1.

§7. Dokazatel~stvo teoremy 1.1

V nastoØwem paragrafe my zaverxim dokazatel~stvo teoremy 2.1 i vyvedem iz nee teoremu 1.1. Pri fftom v suwestvennom my budem sledovat~ izloßeni¸ [4, §8].

1. Zaverxenie dokazatel~stva teoremy 2.1. OstaetsØ vkl¸-

qit~ skalØrnu¸ metriku. Preßde vsego rassmotrim sluqaæ g = a, gde a – postoØnnaØ poloßitel~naØ matrica. Togda lineænoæ zamenoæ peremennyh moßno privesti delo k sluqa¸ g = 1; rexetka periodov pri fftom, voobwe govorØ, izmenitsØ. Ocenka vida (2.21) perenositsØ so sluqaØ g = 1 na operator s postoØnnoæ metrikoæ: ‖ ‖ ‖ ‖ ( ^M(y; a, A, dν) )_{−1}‖ ‖ ‖ 6 C^′(μ + |y|)^{−1}, |y| ¿ y^′, y^′ = y^′(Ω, a, A, |dν|, k_2), C^′ = C^′(Ω, a, A); (7.1)

zdes~ postoØnnye C^′, y^′ zavisØt takße ot r, qto opuweno v oboznaqeniØh.

Pust~ teper~ metrika imeet vid (1.9) i vypolneny usloviØ (1.10), (1.11) i (1.13). Togda funkcii ω, ω^{−1} – mul~tiplikatory v H^1(R^2) i v ~H^1(Ω):

ωH^1(R^2) = H^1(R^2), ω^{−1}H^1(R^2) = H^1(R^2),

ω ~H^1(Ω) = ~H^1(Ω), ω^{−1} ~H^1(Ω) = ~H^1(Ω).

Spravedlivy sootnoxeniØ (sr. [3, (6.11)]) ^m(ω^2a, A, dν)[ω^{−1}u, ω^{−1}u] = = ^m(a, A, ω^{−2}dν + V_ωdx)[u, u], u ∈ H^1(R^2); (7.2)

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 307 zdes~ V_ω opredelen v (1.12). DlØ poroßdennyh fftimi formami samosoprØßennyh v L_2(R^2) operatorov sootnoxenie (7.2) oznaqaet, qto ω^{−1} ^M (ω^2a, A, dν)ω^{−1} = ^M (a, A, ω^{−2}dν + V_ωdx). DlØ sootvetstvu¸wih m-sektorial~nyh operatorov vida (2.8) takße spravedlivo ravenstvo

ω^{−1} ^M (k; ω^2a, A, dν)ω^{−1} = ^M (k; a, A, ω^{−2}dν + V_ωdx). (7.3)

Otmetim, qto, v silu (1.11) i (1.13), dlØ zarØda ω^{−2}dν + V_ωdx vypolneno uslovie analogiqnoe (1.5). Esli dlØ k vypolneno (2.20), to v silu (7.1) operator v pravoæ qasti (7.3) obratim pri |y| ¿ y^′. Togda i operator v levoæ qasti (7.3) obratim i ‖ ‖ ‖ ‖ ( ^M (y; ω^2a, A, dν) )_{−1}‖ ‖ ‖ 6 6 ‖ω^{−1}‖^2_∞^‖^{(^}M (y; a, A, ω^{−2}dν + Vωdx)^{)−1‖} 6 6 ω^{−2}_0 C^′(μ + |y|)^{−1}, |y| ¿ y^′,

y^′ = y^′(Ω, a, A, |ω^{−2}dν + V_ω dx|, k_2), C^′ = C^′(Ω, a, A). (7.4)

Iz (7.4) vytekaet (2.21) pri

y_0 = y^′(Ω, a, A, |ω^{−2}dν + V_ωdx|, k_2), C_0 = ω^{−2}_0 C^′(Ω, a, A). •

2. Utverßdenie teoremy 1.1 v sluqae skalØrnoæ metriki vida

(1.9) vyvoditsØ iz teoremy 2.1 standartnym putem (sm. [3, §2]). V obwem sluqae dokazatel~stvo teoremy 1.1 poluqaetsØ preobrazovaniem operatora k operatoru so skalØrnoæ metrikoæ, no pri fftom preobrazovannyæ operator deæstvuet v vesovom L_2. Pofftomu prihoditsØ opirat~sØ na neskol~ko bolee obwee utverßdenie, neßeli teorema 1.1 v sluqae metriki (1.9). Obsudim nußnoe obobwenie (sr. [3, §2, p. 8]).

Pust~ ψ – Γ-periodiqeskaØ izmerimaØ funkciØ i

0 < ψ_0 6 ψ(x) 6 ψ_1, x ∈ R^2. (7.5)

NarØdu s formoæ ^m = ^m(ω^2a, A, dν), opredelennoæ v (1.16), rassmotrim v L_2(R^2) formu ^m(ψ) = ^m(ω^2a, A, dν, ψ), opredelennu¸ ravenstvom ^m(ψ)[u, u] = ^m[ψ^{−1}u, ψ^{−1}u], u ∈ ψH^1(R^2). (7.6)

308 R. G. XTERENBERG Forma (7.6) poluograniqena snizu i zamknuta. Ona poroßdaet samosoprØßennyæ v L_2(R^2) operator ^M(ψ) = ^M(ω^2a, A, dν, ψ) := ψ^{−1} ^M (ω^2a, A, dν)ψ^{−1}, Dom ^M(ψ) = ψDom ^M (ω^2a, A, dν). (7.7)

Dalee, s pomow~¸ formy (2.16) opredelim v L_2(Ω) formu

^m(k; ψ) = ^m(k; ω^2a, A, dν, ψ) po analogii s (7.6):

^m(k; ψ)[u, u] := ^m(k)[ψ^{−1}u, ψ^{−1}u], u ∈ ψ ~H^1(Ω), k ∈ C^2 . (7.8)

Qerez ^M(k; ψ) = ^M (k; ω^2a, A, dν, ψ) oboznaqim m-sektorial~nyæ operator, poroßdennyæ formoæ (7.8). Oqevidno,

^M (k; ψ) = ψ^{−1} ^M (k)ψ^{−1}, Dom ^M (k; ψ) = ψDom ^M (k), k ∈ C^2 . (7.9)

Semeæstvo (7.9) samosoprØßennoe.

˚sno, qto spravedlivo razloßenie operatora (7.7) v prØmoæ integral, analogiqnoe predstavleni¸ (2.15). Teorema 1.1 v sluqae skalØrnoæ metriki dopuskaet sledu¸wee obobwenie.

Teorema 7.1. Pust~ potencial A i zarØd dν udovletvorØ¸t uslo-

viØm (1.1), (1.2), (1.4), (1.5), a metrika g – usloviØm (1.9)–(1.11), (1.13). Pust~ ψ – izmerimaØ Γ-periodiqeskaØ funkciØ, udovletvorØ¸waØ (7.5). Togda spektr operatora (7.7), poroßdennogo formoæ (7.6), absol¸tno nepreryven.

Dokazatel~stvo. Pust~ k opredeleno v (2.20); togda budem pi-

sat~ ^M(k; ψ) =: ^M (y; ψ). ObwaØ qast~ shemy Tomasa ostaetsØ v sile (sm. [3, §2, p. 8]) dlØ operatorov ^M (ψ), ^M (k; ψ). V qastnosti, absol¸tnaØ nepreryvnost~ spektra operatora ^M (ψ) vytekaet iz ocenki

‖ ^M(y; ψ)^{−1}‖ 6 ψ^2_1C_0(μ + |y|)^{−1}, |y| ¿ y_0,

y_0 = y_0(Ω, ω^2a, A, |dν|, k_2), C_0 = C_0(Ω, ω^2a, A).

(7.10)

V svo¸ oqered~, (7.10) srazu sleduet iz (2.21) i (7.5), (7.9). •

3. Preobrazovanie operatora (1.24) k sluqa¸ skalØrnoæ metriki. My opixem teper~ preobrazovanie koordinat v R^2, ko-

toroe privedet operator ^M , opredelennyæ v (1.24), k operatoru vida (7.7), no dlØ drugoæ rexetki periodov i pri izmenennyh A,

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 309 dν. Horoxo izvestno (sm., naprimer, [15, teoremy 2.2–2.5]), qto suwestvu¸t lokal~nye preobrazovaniØ koordinat, privodØwie podyntegral~noe vyraßenie v (1.15) k sluqa¸ skalØrnoæ metriki vida ω^2(x)1. Pri fftom gladkost~ zameny koordinat i mnoßitelØ ω opredelØ¸tsØ gladkost~¸ ishodnoæ metriki g. Funkcii, opredelØ¸wie novye koordinaty, ØvlØ¸tsØ rexeniØmi uravneniæ Bel~trami. V periodiqeskom sluqae lokal~nye preobrazovaniØ koordinat mogut byt~ “skleeny” v global~noe preobrazovanie, sohranØ¸wee periodiqnost~, no menØ¸wee rexetku Γ. SoobraßeniØ, pozvolØ¸wie provesti taku¸ “skleæku”, ime¸t topologiqeskiæ harakter. Oni izloßeny v [7], i my seæqas opixem rezul~tat v nußnom nam vide. Pri fftom sootvetstvu¸wie harakteristiki gladkosti opredelØ¸tsØ lokal~nymi svoæstvami rexeniæ uravneniæ Bel~trami v zavisimosti ot gladkosti g; lokal~nye rezul~taty my zaimstvuem iz [15]. Spravedliva

Teorema 7.2. Pust~ Γ-periodiqeskaØ (2×2)-matrica-funkciØ g(x)

udovletvorØet uslovi¸ (1.7) i pri kakom-libo η

g ∈ C^η(R^2), 0 < η < 1.

Togda suwestvuet vzaimno-odnoznaqnoe otobraßenie Ψ : R^2 → R^2 so sledu¸wimi svoæstvami.

1^∘ . Ψ ∈ C^{1+η}(R^2), det Ψ^′(x) ≠ 0, ∀x ∈ R^2, gde Ψ^′(x) – matrica ˚kobi otobraßeniØ Ψ.

2^∘ . DlØ nekotorogo bazisa a^∗_1, a^∗_2 v R^2 vypolneno

Ψ(0) = 0; Ψ(x + n_1a_1 + n_2a_2) = Ψ(x) + n_1a^∗_1 + n_2a^∗_2,

x ∈ R^2, (n1, n2) ∈ Z^2.

Takim obrazom, preobrazovanie koordinat ¸ = Ψ(x) perevodit rexetku Γ v rexetku

Γ_∗ := {¸ = n_1a^∗_1 + n_2a^∗_2, (n_1, n_2) ∈ Z^2}. (7.11)

3^∘. Vypolneno sootnoxenie

|det Ψ^′(x)|^{−1}Ψ^′(x)g(x)(Ψ^′(x))^t = ω^2_∗(¸)1, ¸ = Ψ(x), (7.12)

gde ω_∗(¸) – vewestvennaØ Γ_∗-periodiqeskaØ funkciØ, takaØ qto ω_∗ ∈ C^η(R^2),

0 < ω^∗_0 6 ω_∗(¸) 6 ω^∗_1 < ∞.

310 R. G. XTERENBERG 4^∘. Esli dlØ matricy g vypolneno uslovie

g ∈ C^{m+η} (R^2), m ∈ N, 0 < η < 1, to Ψ ∈ C^{m+1+η} (R^2), ω_∗ ∈ C^{m+η} (R^2).

5^∘. Esli vypolneno uslovie g ∈ ~W^m_r (Ω), m ∈ N, r > 2, (7.13) to Ψ ∈ W^{m+1}_{r, loc} (R^2), ω_∗ ∈ ~W^m_r (Ω_∗), (7.14) gde Ω_∗ – fflementarnaØ Øqeæka rexetki (7.11).

V sootvetstvii s (1.8), my budem sqitat~ vypolnennym uslovie (7.13) pri m = 2. Togda dlØ opredelennoæ v (7.12) funkcii ω_∗ vypolneno (7.14) pri m = 2. Sledovatel~no, ne umen~xaØ obwnosti, moßno sqitat~, qto ω_∗ udovletvorØet uslovi¸ (1.13) pri

a = 1.

Vvedem oboznaqeniØ

ψ_∗(¸) := |det Ψ^′(x)|^{−1/2}, A_∗(¸) := (Ψ^′(x)^t)^{−1}A(x), dν_∗(¸) := dν(x),

gde ¸ = Ψ(x). V silu (1.2), (1.5) i svoæstv otobraßeniØ Ψ dlØ A∗,

dν_∗ takße vypolneny usloviØ (1.2), (1.5) (otnositel~no rexetki Γ_∗), a dlØ ψ_∗ vypolneno (7.5). Pri fftom A_∗, dν_∗, ψ_∗ okazyva¸tsØ Γ_∗-periodiqeskimi. V silu (7.12), pod deæstviem preobrazova-

niØ Ψ kvadratiqnaØ forma (1.16) preobrazuetsØ k vidu ^m[u, u] = ∫ ω^2_∗(¸)|(D¸ − A_∗(¸))ψ^{−1}_∗ v|^2d¸ + ∫ |ψ^{−1}_∗ v|^2dν_∗(¸), u(x) = ψ_∗(¸)^{−1}v(¸), ¸ = Ψ(x).

Odnovremenno ∫

|u(x)|^2 dx = ∫ |v(¸)|^2 d¸. �to pokazyvaet, qto operator ^M = ^M (g, A, dν) unitarno ffkvivalenten operatoru

^M_∗(ψ_∗) = ψ^{−1}_∗ ^M_∗(ω^2_∗1, A_∗, dν_∗)ψ^{−1}_∗ . (7.15)

V silu teoremy 7.1 spektr operatora (7.15) absol¸tno nepreryven. Vmeste s nim absol¸tno nepreryven i spektr operatora ^M . �tim zaverxeno dokazatel~stvo teoremy 1.1.

ABSOLıTNA˚ NEPRERYVNOST^ 311

Literatura

1. M. X. Birman, T. A. Suslina, Dvumernyæ periodiqeskiæ magnitnyæ gamil~tonian absol¸tno nepreryven. Algebra i Analiz, 9 (1997), vyp. 1, 32–48.

2. M. X. Birman, T. A. Suslina, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ dvumernogo periodiqeskogo magnitnogo gamil~toniana s razryvnym vektornym potencialom. Algebra i Analiz, 10 (1998), vyp. 4, 1–36.

3. M. X. Birman, T. A. Suslina, Periodiqeskiæ magnitnyæ gamil~tonian s peremennoæ metrikoæ. Problema absol¸tnoæ nepreryvnosti. Algebra i Analiz, 11 (1999), vyp. 2, 1–40.

4. M. X. Birman, T. A. Suslina, R. G. Xterenberg, Absol¸tnaØ nepreryvnost~ dvumernogo operatora Xredingera s del~ta-potencialom, sosredotoqennym na periodiqeskoæ sisteme krivyh. Algebra i Analiz, 12 (2000), vyp. 6. Preprint ESI nu. 934 (2000).

5. H. Cikon, R. Freze, V. Kirx, B. Saæmon, Operatory Xredingera s priloßeniØmi k kvantovoæ mehanike i global~noæ geometrii. M., Mir, 1990.

6. T. Kato, TeoriØ vozmuweniæ lineænyh operatorov. M., Mir, 1972.

7. P. Kuchment, S. Levendorskii, On the spectra of periodic elliptic operators.

Preprint mp�arc 00–388 (2000), http://www.ma.utexas.edu/mp�arc. 8. A. Morame, Absence of singular spectrum for a perturbation of a two-dimensional Laplace-Beltrami operator with periodic electromagnetic potential. J. Phys. A: Math. Gen., 31 (1998), 7593–7601.

9. M. Rid, B. Saæmon, Metody sovremennoæ matematiqeskoæ fiziki. T. 4.

Analiz operatorov, Mir, M., 1982.

10. Z. Shen, Absolute continuity of periodic Schrödinger operators with potentials in the Kato class. Preprint (2000).

11. A. V. Sobolev, Absolute continuity of the periodic magnetic Schrödinger operator.

Invent. Math., 137(1) (1999), 85–112.

12. V. A. Solonnikov, N. N. Ural~ceva, Prostranstva Soboleva. — V kn.:

“Izbrannye glavy analiza i vysxeæ algebry”. Izd-vo Leningr. universiteta, 1981, 129–197.

13. T. Suslina, Absolute continuity of the spectrum of periodic operators of mathematical physics. Journées Équations aux dérivées partielles, Nantes, 5-9 Juin 2000.

14. L. Thomas, Time dependent approach to scattering from impurities in a crystal.

Comm. Math. Phys., 33 (1973), 335–343.

15. I. N. Vekua, Obobwennye analitiqeskie funkcii. Gos. izd-vo fiziko-matem. literatury, Moskva, 1959.

Shterenberg R. G. Absolute continuity of a two-dimensional magnetic periodic Schrödinger operator with measure derivative like potential.

A two-dimensional magnetic periodic Schrödinger operator with variable metric is considered. Electric potential is suggested to be a distribution formally given by the expression^{dν}_{dx} , where dν is a periodic measure with locally finite variation. We assume that the perturbation generated

312 R. G. XTERENBERG by electric potential is strongly subordinate (in the sense of forms) to the free operator. Under this natural assumption, we prove the absolute continuity of the spectrum of the Schrödinger operator.

Postupilo 23 oktØbrØ 2000 g. Sankt-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet

e-mail: roman@RS3759.spb.edu