Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 271, 2000 g.

V. G. Osmolovskiæ

ZAVISIMOST^ HARAKTERA SOSTO˚NI` RAVNOVESI˚ DVUHFAZOVO` SREDY OT PARAMETROV ZADAQI

PosvØwaetsØ pamØti Aleksandra Vasil~eviqa Ivanova

§1. Postanovka zadaqi i formulirovka rezul~tatov

UprugaØ sreda, zanima¸waØ oblast~ Ω ⊂ R^m, m ¿ 2 s lipxicevoæ graniceæ, harakterizuetsØ polem smeweniæ – vektor-funk-cieæ u(x) = (u^1(x), . . . , u^m(x)), x ∈ Ω, i plotnost~¸ ffnergii deformacii F (M, u, x), gde M ∈ R^{m×m} – (m × m)-matrica, u ∈ R^m, x ∈ Ω. Predpoloßim, qto granica oblasti Ω podverßena silovomu vozdeæstvi¸ potencial~nogo silovogo polØ s plotnost~¸ potenciala f(u, x), u ∈ R^m, x ∈ ∂Ω. Pust~ u̇ = u̇(x) – matrica s komponentami u̇_{ij} = u^i_{xj} , i, j = 1, . . . , m. �nergi¸ deformacii, sootvetstvu¸wu¸ pol¸ smeweniæ u(x), opredelim ravenstvom I[u] = Z Ω F (u̇(x), u(x), x) dx + Z ∂Ω f(u(x), x) dS. (1.1)

SostoØniem ravnovesiØ uprugoæ sredy nazovem pole smeweniæ û(x), dostavlØ¸wee global~nyæ minimum funkcionalu (1.1) sredi vseh dopustimyh vektornyh poleæ u(x). V dal~neæxem budem rassmatrivat~ lix~ polØ smeweniæ, ravnye fiksirovannomu znaqeni¸ na qasti Γ granicy oblasti Ω: u(x) = u_0(x), x ∈ Γ, Γ ⊂ ∂Ω. DlØ opisaniØ dopustimyh poleæ smeweniæ fiksiruem qislo p ∈ (1, ∞) i opredelim funkcii β(t), β_0(t), t ¿ 0 i α(x), x ∈ Ω, 175

176 V. G. OSMOLOVSKI` α_0(x), x ∈ ∂Ω po sledu¸wemu pravilu:

pri m ¿ p β(t) = t^r, β_0(t) = t^s, r ∈ [1, mp/(m − p)) s ∈ [1, (m − 1)p/(m − p)) pri m > p, r, s ∈ [1, ∞) pri m = p, pri m < p β(t) ¿ 0, β_0(t) ¿ 0 – nepreryvnye, monotonno rastuwie funkcii,

0 6 α(x) ∈ L1(Ω), 0 6 α0 ∈ L1(∂Ω).

Znakom |·| budem oboznaqat~ kak modul~ vektornoæ ili skalØrnoæ veliqiny, tak i normu matricy. Napomnim, qto dlØ funkciæ u ∈ W^1_p (Ω, R^m), u(x) = 0 pri x ∈ Γ, gde izmerimoe mnoßestvo

Γ ⊂ ∂Ω imeet ploßitel~nu¸ (m − 1)-meru, vypolnØetsØ neraven-

stvo Korna Z Ω (|u̇|^p + |u|^p) dx + Z ∂Ω |u|^p dS 6 λ(Ω, Γ) Z Ω |ξ[u]|^p dx,

ξ[u] = 1 2 (u̇ + u̇^∗).

Predpoloßim, qto funkcii F (M, u, x) i f(u, x) udovletvorØ¸t sledu¸wim trebovaniØm

(1) funkciØ F (M, u, x) nepreryvna po sovokupnosti peremennyh M ∈ R^{m×m}, u ∈ R^m pri poqti vseh x ∈ Ω, izmerima po x pri vseh M , u i udovletvorØet neravenstvu |F (M, u, x)| 6 C[ |M |^p + β(|u|) ] + α(x); (2) proizvodnye F_M (M, u, x) suwestvu¸t pri vseh M ∈ R^{m×m}, u ∈ R^m i poqti vseh x ∈ Ω, nepreryvny po sovokupnosti peremennyh M , u pri poqti vseh x, izmerimy po x pri vseh M , u i udovletvorØ¸t ocenke | F_M (M, u, x) | 6 C[ |M |^{p−1} + β(|u|)^{1/p} 0 ] + α(x)1^{/p} 0 , 1/p + 1/p^′ = 1;

(3) spravedlivo neravenstvo F (M, u, x) ¿ C^{−1}( |M + M^∗|^p − λ|u|^p ) − α(x), 0 6 λ < 2^pλ^{−1}(Ω, Γ);

(4) funkciØ F (M, u, x) vypukla po komponentam matricy M pri vseh u ∈ R^m i poqti vseh x ∈ Ω.

ZAVISIMOST^ 177 (5) funkciØ f(u, x) nepreryvna po u ∈ R^m pri poqti vseh x ∈ ∂Ω, izmerima po x pri vseh u i udovletvorØet neravenstvu |f(u, x)| 6 Cβ_0(|u|) + α_0(x); (6) dlØ vseh u i poqti vseh x vypolnØetsØ ocenka f(u, x) ¿ −C^{−1}λ|u|^p − α_0(x), 0 6 λ < 2^pλ^{−1}(Ω, Γ). Fiksiruem funkci¸ u_0 ∈ W^1_p (Ω, R^m) i izmerimoe podmnoßestvo Γ ⊂ ∂Ω poloßitel~noæ (m − 1)-mernoæ mery. Togda funkciona (1.1) korrektno opredelen na mnoßestve

X_0 = {u : u ∈ W^1_p (Ω, R^m), u(x) − u_0(x) = 0, x ∈ Γ}. (1.2)

Standartnye rassußdeniØ (sm., naprimer, [1]) privodØt k teoreme o dostißenii funkcionalom (1.1) global~nogo minimuma na mnoßestve (1.2).

DvuhfazovaØ uprugaØ sreda harakterizuetsØ uße dvumØ plotnostØmi ffnergii deformacii F^±(M, u, x) i raspoloßeniem kaßdoæ iz faz. Predpoloßim, qto kaßdaØ iz funkciæ F^± i funkciØ f udovletvorØ¸t trebovaniØm (1) – (6). Oboznaqim qerez χ harakteristiqesku¸ funkci¸ mnoßestva, zanimaemogo pervoæ fazoæ. Togda funkcional ffnergii deformacii dvuhfazovoæ sredy opredelØetsØ ravenstvom I[u, χ, σ] = = Z Ω [χ(x)F +(u̇(x), u(x), x) + (1 − χ(x))F^−(u̇(x), u(x), x)] dx+

+ Z ∂Ω f(u(x), x) dS + σ Z Ω |Dχ|. (1.3) V kaqestve dopustimyh poleæ smeweniØ i funkciæ χ voz~mem mnoßestvo

X = {u ∈ X_0, χ ∈ BV (Ω), χ – harakteristiqeskaØ funkciØ}. (1.4) V ravenstve (1.3) veliqina Z Ω |Dχ| = sup h∈C10 (Ω,R^m),|h(x)|61 Z Ω χ div h dx < ∞

178 V. G. OSMOLOVSKI` ØvlØetsØ obobweniem plowadi granicy nositelØ funkcii χ, popavxeæ v Ω, kofffficient σ sqitaetsØ poloßitel~nym.

Izvestno [1], qto funkcional (1.3) dostigaet na mnoßestve (1.4) naimen~xego znaqeniØ. Para û, χ̂ iz mnoßestva (1.4), minimiziru¸waØ funkcional (1.3) pri fiksirovannom σ nazyvaetsØ sostoØniem ravnovesiØ dvuhfazovoæ sredy. SostoØnie ravnovesiØ nazovem odnofazovym, esli χ̂ ≡ 0 ili χ̂ ≡ 1 i dvuhfazovym v protivnom sluqae.

V konkretnyh zadaqah plotnosti ffnergii F^± i potenciala f zavisØt ot dopolnitel~nogo parametra λ ∈ R^k. Budem sqitat~, qto funkcii F^±(M, u, x, λ), f(u, x, λ) pri |λ| 6 R dlØ kaßdogo R ¿ 1 udovletvorØ¸t trebovaniØm (1) – (6) neravenstva v kotoryh soderßat konstantu C = C(R) > 0 i funkcii 0 6 α(x, R) ∈ L_1(Ω),

0 6 α0(x, R) ∈ L1(∂Ω). V fftom sluqae funkcionaly I^±[u, λ] = Z Ω F^±(u̇(x), u(x), x, λ) dx + Z ∂Ω f(u(x), x, λ) dS (1.5) dostiga¸t naimen~xego znaqeniØ na mnoßestve (1.2) i suwestvuet takaØ konstanta B(R) > 0, qto dlØ vseh sostoØniæ ravnovesiØ

û_λ kaßdogo iz funkcionalov (1.5) pri |λ| 6 R vypolnØetsØ ocenka

‖û_λ‖_W 1_{p (Ω,R}m_) 6 B(R). (1.6)

Analogiqno, funkcional I[u, χ, λ, σ] = = Z Ω [χ(x)F +(u̇(x), u(x), x, λ) + (1 − χ(x))F^−(u̇(x), u(x), x, λ)] dx+

+ Z ∂Ω f(u(x), x, λ) dS + σ Z Ω |Dχ| (1.7) dostigaet na mnoßestve (1.4) naimen~xego znaqeniØ i suwestvuet takaØ konstanta B(R), qto dlØ vseh sostoØniæ ravnovesiØ û_{λ,σ},

χ̂_{λ,σ} funkcionala (1.7) pri |λ| 6 R, σ ∈ [R^−1, R] vypolnØetsØ ne-

ravenstvo

‖û_{λ,σ}‖_W 1_{p (Ω,R}m_) + 1 R Z Ω |Dχ̂_λ| 6 B(R). (1.8) Konstanty v neravenstvah (1.6) i (1.8) vyberem odinakovymi.

ZAVISIMOST^ 179 Budem predpolagat~ neprerynu¸ zavisimost~ funkciæ F^± i f ot parametra λ v sledu¸wem smysle: dlØ kaßdogo R > 1 suwestvuet takaØ poloßitel~naØ konstanta K(R), qto pri |λ_i| 6 R, i = 1, 2 vypolnØ¸tsØ usloviØ |F^±(M.u, x, λ_1) − F^±(M, u, x, λ_2)| 6 6 K(R)[|M |^p + β(|u|) + α(x)]|λ1 − λ2|, |f(u, x, λ_1) − f(u, x, λ_2)| 6 K(R)[β_0(|u|) + α_0(x)]|λ_1 − λ_2|. (1.9)

Vvedem oboznaqeniØ

I^±(λ) = min_{u∈X0} I^±[u, λ], I(λ) = min{I^+(λ), I^−(λ)}, I(λ, σ) = min_{u,χ∈X} I[u, χ, λ, σ]. FunkciØ I(λ, σ) opredelØet znaqenie ffnergii dvuhfazovoæ sredy na sostoØnii ravnovesiØ. FunkciØ I(λ) opredelØet znaqenie ffnergii dvuhfazovoæ sredy v tom sluqae, esli dopustimymi ØvlØ¸tsØ lix~ odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ. Poskol~ku opredeleniØ funkciæ I(λ) i I(λ, σ) otliqa¸tsØ lix~ mnoßestvami, po kotorym beretsØ infimum (dlØ funkcii I(λ) ono uße), spravedlivo neravenstvo I(λ, σ) 6 I(λ), λ ∈ R^k, σ > 0. (1.10) Pust~ M = {λ ∈ R^k, σ > 0 : I(λ, σ) < I(λ)}. Ne iskl¸qeno, qto M = ∅.

Cel~¸ raboty ØvlØetsØ dokazatel~stvo spravedlivosti sledu¸wego utverßdeniØ.

Teorema. (A). Funkcii I(λ), I(λ, σ) nepreryvny po λ ∈ R^k, σ > 0.

(B). Suwestvuet takaØ neotricatel~naØ funkciØ σ_0(λ), vozmoßno prinima¸waØ i beskoneqnye znaqeniØ, qto M = {λ ∈ R^k, σ > 0 : σ ∈ (0, σ_0(λ)}. (C). Pri λ, σ ∈ M u funkcionala (1.7) suwestvu¸t tol~ko dvuhfazovye sostoØniØ ravnovesiØ, a pri λ, σ ∈ N N = {λ ∈ R^k, σ > 0 : σ > σ_0(λ)} – tol~ko odnofazovye.

180 V. G. OSMOLOVSKI`

(D). Predpoloßim, qto dlØ vseh sostoØniæ ravnovesiØ û_{λ,σ}, χ̂_{λ,σ} funkcionala (1.7), dlØ l¸bogo R > 1 suwestvuet takaØ poloßitel~naØ konstanta L(R), qto dlØ vseh λ ∈ R^k, |λ| 6 R vypolnØ- ¸tsØ sootnoxeniØ F^+(^̇u_{λ,σ}, û_{λ,σ}, x, λ) − F^−(^̇u_{λ,σ}, û_{λ,σ}, x, λ) ∈ L_q (Ω), q > m, ‖F^+(^̇u_{λ,σ}, û_{λ,σ}, x, λ) − F^−(^̇u_{λ,σ}, û_{λ,σ}, x, λ)‖_{Lq(Ω)} 6 L(R). (1.11)

Togda funkciØ σ_0(λ) lokal~no ograniqena i pri λ, σ ∈ Σ Σ = {λ ∈ R^k, 0 < σ < ∞ : σ = σ0(λ)} u funkcionala (1.7) suwestvuet kak odnofazovoe, tak i dvuhfazovoe sostoØniØ ravnovesiØ.

(E). Pri vypolnenii usloviæ (1.11) funkciØ σ_0(λ) nepreryvna po λ ∈ R^k i lokal~no udovletvorØet uslovi¸ Lipxica: esli σ_0(λ_0) ∈ [R^−1, R], |λ0| 6 R dlØ nekotorogo R > 1, to suwestvu¸t takie

qisla ρ(R) > 0, γ(R) > 0, qto pri vseh |λ − λ_0| 6 ρ vypolnØetsØ neravenstvo |σ(λ) − σ(λ_0)| 6 γ|λ − λ_0|.

Utverßdenie dannoæ teoremy prosmatrivalos~ v [1] na konkretnyh primerah plotnosteæ ffnergii F^± pri nulevyh graniqnyh usloviØh na pole smeweniæ.

Rabota podderßana Federal~noæ celevoæ programmoæ ”IntegraciØ” (grant ˝ 326.002) i Rossiæskim fondom fundamental~- nyh issledovaniæ (grant ˝ 99-01-00684).

§2. Dokazatel~stvo utverßdeniØ (A) Naqnem s nepreryvnosti funkcii I(λ). Pust~ λ_i ∈ R^k, |λ_i| 6 R, û_i – sostoØniØ ravnovesiØ funkcionala I^+[u, λ]. Togda v silu (1.6), (1.9)

I^+(λ_1) − I^+(λ_2) = I^+[û_1, λ_1] − I^+[û_2, λ_2] 6

6 I^+[û2, λ1] − I^+[û2, λ2] 6 C|λ1 − λ2|,

I^+(λ_2) − I^+(λ_1) = I^+[û_2, λ_2] − I^+[û_1, λ_1] 6

6 I^+[û1, λ2] − I^+[û1, λ1] 6 C|λ1 − λ2|

s nekotoroæ konstantoæ C = C(R) > 0. Pofftomu |I^+(λ_2)−I^+(λ_1)| 6 C|λ_2 − λ_1|. Analogiqno, |I^−(λ_2) − I^−(λ_1)| 6 C|λ_2 − λ_1|. Iz nepreryvnosti funkciæ I^±(λ) sleduet nepreryvnost~ funkcii I(λ).

ZAVISIMOST^ 181 Pereædem k dokazatel~stvu nepreryvnosti I(λ, σ). Pust~ λ_i ∈ R^k, |λ_i| 6 R, σ_i ∈ [R^{−1}, R] dlØ nekotorogo R > 1, û_i, χ̂_i – sostoØniØ ravnovesiØ funkcionala (1.7) s λ = λ_i, σ = σ_i, i = 1, 2. Togda v silu (1.8), (1.9)

I(λ_1, σ_1) − I(λ_2, σ_2) = I[û_1, χ̂_1, λ_1, σ_1] − I[û_2, χ̂_2, λ_2, σ_2] 6 6 I[û2, χ̂2, λ1, σ1] − I[û2, χ̂2, λ2, σ2] 6 C[|λ1 − λ2| + |σ1 − σ2|], I(λ_2, σ_2) − I(λ_1, σ_1) = I[û_2χ̂_2, λ_2, σ_2] − I[û_1, χ̂_1, λ_1, σ_1] 6 6 I[û1, χ̂1, λ2, σ2] − I[û1, χ̂1, λ1, σ1] 6 C[|λ1 − λ2| + |σ1 − σ2|] s nekotoroæ konstantoæ C = C(R) > 0. Pofftomu |I(λ_2, σ_2) − I(λ_1, σ_1)| 6 C[|λ_2 − λ_1| + |σ_2 − σ_1|].

§3. Dokazatel~stvo utverßdeniæ (B), (C)

Opredelit~ strukturu mnoßestva (1.10) pomoßet sledu¸waØ lemma.

Lemma 3.1. Pust~ funkcional I[u, χ, λ0, σ0] imeet odnofazovoe so-

stoØnie ravnovsiØ. Togda u funkcionala I[u, χ, λ_0, σ] pri σ > σ_0 suwestvu¸t tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ.

Dokazatel~stvo. Pust~ û^±_0 – kakoe-libo sostoØnie ravnovesiØ

funkcionala I^±[u, λ_0], χ̂^+ ≡ 1, χ̂^− ≡ 0. Iz usloviæ lemmy sleduet, qto dlØ vseh funkciæ u, χ iz mnoßestva X hotØ by dlØ odnogo iz znakov ± vypolnØetsØ neravenstvo

I[u, χ, λ_0, σ_0] ¿ I[û^±_0 , χ̂^±, λ_0, σ_0].

Esli 0 ≢ χ ≢ 1, to pri σ > σ_0

I[u, χ, λ_0, σ] > I[u, χ, λ_0, σ_0] ¿ I[û^±_0 , χ̂^±, λ_0, σ_0] = I[û^±_0 , χ̂^±, λ_0, σ]

dlØ togo ße znaka + ili −. Poluqennoe neravenstvo privodit k otsutstvi¸ dvuhfazovyh sostoØniæ ravnovesiØ u funkcionala (1.7) pri λ = λ_0, σ > σ_0.•

Iz nepreryvnosti funkciæ I(λ) i I(λ, σ) sleduet otkrytost~ mnoßestva (1.10). Pust~ l(λ_0) = {λ = λ_0 ∈ R^k, σ > 0}. Togda pereseqenie mnoßestv M i l(λ_0) – otkrytoe mnoßestvo na poluprØmoæ l(λ_0). Pofftomu mnoßestvo l(λ_0)∩M libo pusto, libo sostoit iz koneqnogo ili sqetnogo qisla nepereseka¸wihsØ otkrytyh intervalov (α_j, β_j). V fftom nabore intervalov vozmoßen kak interval (α_{j0} , β_{j0} ) s α_{j0} = 0, tak i interval (α_{j1}β_{j1} ) s β_{j1} = ∞ (ne skl¸qeno, qto j_0 = j_1).

182 V. G. OSMOLOVSKI`

Lemma 3.2. Esli mnoßestvo l(λ0) ∩ M ≠ ∅, to l(λ0) = (0, β),

0 < β 6 ∞.

Dokazatel~stvo. Pust~ l(λ0) ∩ M ≠ ∅. Pust~ (α, β) – odin iz in-

tervalov, obrazu¸wih ffto mnoßestvo, 0 6 α < β 6 ∞. Oqevidny sootnoxeniØ I(λ_0, σ) < I(λ_0) pri σ ∈ (α, β),

I(λ_0, σ) = I(λ_0) pri σ = α ≠ 0, σ = β ≠ ∞.

(3.1)

Esli α ≠ 0, to iz ravenstva (3.1) sleduet, qto u funkcionala I[u, χ, λ_0, α] suwestvuet odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ. Togda (lemma 3.1) u funkcionala I[u, χ, λ_0, σ], σ > α suwestvu¸t tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ, qto protivoreqit neravenstvu (3.1). Pofftomu α = 0. Esli β ≠ ∞, to iz ravenstva (3.1) sleduet, qto u funkcionala I[u, χ, λ_0, β] suwestvuet odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ. Togla (lemma 3.1) u funkcionala I[u, χ, λ_0, σ], σ > β suwestvu¸t tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ. Iz fftogo utverßdeniØ sleduet, qto interval

(α, β) – edinstvennaØ komponenta svØznosti mnoßestva l(λ0) ∩ M .

Pri β = ∞ edinstvennost~ komponenty (α, β) oqevidna.•

Poloßim σ_0(λ_0) = β = β(λ_0) pri (α, β) ≠ ∅ i σ_0(λ_0) = 0 v protivnom sluqae. Iz lemmy 3.2 sleduet trebuemoe v (B) predstavlenie dlØ mnoßestva M .

Iz opredeleniØ mnoßestva M sleduet, qto u funkcionala (1.7) pri λ, σ ∈ M suwestvu¸t tol~ko dvuhfazovye sostoØniØ ravnovesiØ, a pri λ, σ iz dopolneniØ k mnoßestvu M u funkcionala (1.7) est~ i odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ. Dopolnenie k mnoßestvu M sovpadaet s mnoßestvom N ∪ Σ. Pofftomu naliqie v mnoßestve N tol~ko dvuhfazovyh sostoØniæ ravnovesiØ sleduet iz lemmy 3.1.

§4. Dokazatel~stvo utverßdeniØ D

Pust~ funkcional I[u, χ, λ, σ] imeet sostoØnie ravnovesiØ û_{λ,σ},

χ̂_{λσ}. Oboznaqim qerez χ̃_{λ,σ} tu iz funkciæ χ̂_{λ,σ} ili 1 − χ̂_{λ,σ}, dlØ

kotoroæ |Ω|^{−1}‖χ̃_{λ,σ}‖_{L1(Ω)} 6 1/2. Togda dlØ χ̃_{λ,σ} spravedlivo izoperimetriqeskoe neravenstvo (sm., naprimer, [1]) ( Z Ω χ̃_{λ,σ} dx)^m �1_m 6 κ Z Ω |Dχ̃_{λ,σ}|, κ = κ(Ω) > 0.

ZAVISIMOST^ 183 Pol~zuØs~ izoperimetriqeskim neravenstvom, ustanovim spravedlivost~ sledu¸wego utverßdeniØ.

Lemma 4.1. DlØ vseh sostoØniæ ravnovesiØ ûλ,σ, χ̂λ,σ s |λ| 6 R,

σ > 0 spravedliva ocenka σ Z Ω |Dχ̃_{λ,σ}| 6 κL(R)‖χ̃_{λ,σ}‖ q�m_{qm} L1(Ω) Z Ω |Dχ̃_{λ,σ}|. (4.1)

Dokazatel~stvo. DlØ dannogo |λ|, |λ| 6 R oboznaqim qerez û^±_λ

kakoe-libo sostoØnie ravnovesiØ funkcionala I^±[u, λ]. Pust~

χ̂+ ≡ 1, χ̂^− ≡ 0. Togda dlØ kaßdogo iz znakov ± I[û_{λ,σ}, χ̂_{λ,σ}, λ, σ] 6 I[û^±_λ , χ̂^±, λ, σ]. RaskryvaØ dannye neravenstva dlØ znakov + i −, poluqaem I^−[û_{λ,σ}, λ] + Z Ω χ̂_{λ,σ}(F + − F^−) dx + σ Z Ω |Dχ̂_{λ,σ}| 6 I^−[û^−_λ , λ],

I^+[û_{λ,σ}, λ] + Z Ω (1 − χ̂_{λ,σ})(F^− − F +) dx + σ Z Ω |D(1 − χ̂_{λ,σ})| 6 6 I^+[û^+_λ , λ], F^± = F^±(^˙^uλ,σ, ûλ,σ, x, λ). Poskol~ku I^±[û^±_λ , λ] − I^±[û_{λ,σ}, λ] 6 0, poslednee neravenstvo i predpoloßenie (1.11) privodØt k sootnoxeniØm σ Z Ω |Dχ̃_{λ,σ}| 6 Z Ω χ̃_{λ,σ}|F + − F^−| dx 6 L(R)‖χ̃_{λ,σ}‖^q 0 L1(Ω) =

= L(R)‖χ̃_{λ,σ}‖ q�m_{qm} L1(Ω)‖χ̃λ,σ‖ m�1_m 6 κL(R)‖χ̃_{λ,σ}‖ q�m_{qm} L1(Ω) Z Ω |Dχ̃_{λ,σ}|.•

Iz ocenki (4.1) sleduet, qto pri κL(R)(^{|Ω|}_2 )^q �m_{qm} σ^{−1} < 1 vozmoßny tol~ko odnofazovye sostoØniØ ravnovesiØ. Pofftomu pri

|λ| 6 R dlØ σ0(λ) spravedlivo neravenstvo σ0(λ) 6 κL(R)(^{|Ω|}_2 )^{q�mqm} .

Iz neravenstva (4.1) vytekaet ewe odno vaßnoe sledstvie.

184 V. G. OSMOLOVSKI`

Lemma 4.2. Pust~ ûλ,σ, χ̂λ,σ – dvuhfazovye sostoØniØ ravnovesiØ

funkcionala (1.7) s |λ| 6 R, σ ∈ [R^{−1}, R] pri nekotorom R > 1. Togda suwestvuet takaØ konstanta δ(R) ∈ (0, 1/2), qto δ(R) 6 1 |Ω| Z Ω χ̂_{λ,σ} dx 6 1 − δ(R). Dokazatel~stvo. Esli sostoØnie ravnovesiØ dvuhfazovoe, to R Ω |Dχ̃_{λ,σ}| ≠ 0. Pofftomu iz (4.1) poluqaem ( σ κL(R) )^{qmq}�^m 6 ‖χ̃_{λ,σ}‖_{L1}(Ω).

Iz fftogo neraenstva i opredeleniØ χ̃_{λ,σ} sleduet trebuemaØ v lemme ocenka. •

DlØ zaverxeniØ lokazatel~stva utverßdeniØ D nam potrebuetsØ ewe odna lemma.

Lemma 4.3. Pust~ posledovatel~nost~ funkciæ un, χn ∈ X, vek-

torov λ_n ∈ R^k i qisel σ_n > 0 udovletvorØet usloviØm

u_n ⇁ ũ v W^1_p (Ω), χ_n → χ̃ poqti vs¸du , λ_n → λ, σ_n → σ, priqem veliqiny R Ω |Dχ_n| ravnomerno ograniqeny. Togda para ũ, χ̃ ∈ X i I[ũ, χ̃, λ, σ] 6 lim_{n→∞} I[u_n, χ_n, λ_n, σ_n]. Dokazatel~stvo. Vkl¸qenie χ̃ ∈ BV (Ω) sleduet iz svoæstv pro-

stranstva BV (Ω) (sm., naprimer, [1]). Tak ße kak v [1] ustanavlivaetsØ spravedlivost~ neravenstva I[ũ, χ̃, λ, σ] 6 lim_{n→∞} I[u_n, χ_n, λ, σ]. Poslednee neravenstvo vmeste s predpoloßeniem (1.9) privodit k trebuemoæ v lemme ocenke.•

Pust~ û_n, χ̂_n – sostoØniØ ravnovesiØ funkcionala I[u, χ, λ_n, σ_n] i λ_n → λ, σ_n → σ > 0. Togda iz lemmy 4.3 i ocenki (1.8) sleduet,

ZAVISIMOST^ 185 qto iz posledovatel~nosti û_n, χ̂_n moßno vybrat~ podposledovatel~nost~

û_n0 ⇁ û v W 1_p (Ω, R^m), χ̂_n0 → χ̂ poqti vs¸du

priqem para û, χ̂ ∈ X i ØvlØetsØ sostoØniem ravnovesiØ funkcionala I[u, χ, λ, σ]. Pofftomu, esli sredi sostoØniæ ravnovesiØ

û_n, χ̂_n est~ beskoneqno mnogo odnofazovyh, to u funkcionala I[u, χ, λ, σ] takße est~ odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ. Esli sredi sostoØniæ ravnovesiØ est~ beskoneqno mnogo dvuhfazovyh, to iz lemmy 4.2 sleduet, qto u funkcionala I[u, χ, λ, σ] takße est~ dvuhfazovoe sostoØnie ravnovesiØ.

Iz poslednego utverßdeniØ sleduet naliqie u funkcionala (1.7) pri λ, σ ∈ Σ dvuhfazovyh sostoØniæ ravnovesiØ (σ_n → σ_0, σ_n < σ_0(λ), λ_n = λ). Naliqie odnofazovyh sostoØniæ ravnovesiØ sleduet iz opredeleniØ σ_0(λ).

§5. Dokazatel~stvo utverßdeniØ E

Nepreryvnost~ funkcii σ_0(λ) dokaßem ot protivnogo. Pust~ λ_n → λ̂. Esli σ_0(λ_n) ne stremitsØ k σ_0(λ̂), to suwestvuet takaØ podposledovatel~nost~ (sohranim za neæ preßnee oboznaqenie), qto σ_0(λ_n) → σ̂ ≠ σ_0(^^λ), σ̂ ∈ [0, ∞). Esli σ̂ > σ_0(^^λ), to u funkcionala I[u, χ,^^λ, σ̂] suwestvuet dvuhfazovoe sostoØnie ravnovesiØ, qto protivoreqit opredeleni¸ σ_0(^^λ). Esli σ̂ < σ_0(^^λ), to u funkcionala I[u, χ,^^λ, σ] dlØ nekotorogo σ ∈ (σ̂, σ_0(^^λ) (my iskl¸qaem ravenstvo σ = σ̂ iz opaseniØ sovpadeniØ σ̂ s nulem) suwestvuet odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ, qto takße protivoreqit opredeleni¸ qisla σ_0(^^λ).

Pristupim k dokazatel~stvu spravedlivosti lokal~nogo usloviØ Lipxica. Pust~ u funkcionala I[u, χ, λ_0, σ_0], λ_0 ∈ R^k, σ_0 > 0 suwestvuet dvuhfazovoe sostoØnie ravnovesiØ û_0, χ̂_0, pust~ û^±_0 – kakie-libo sostoØniØ ravnovesiØ funkcionalov I^±[u, λ_0], χ̂^+ ≡ 1,

χ̂^− ≡ 0. Togda dlØ oboih znakov

I[û_0, χ̂_0, λ_0, σ_0] 6 I[û^±_0 , χ̂^±_0 , λ_0, σ_0]. (5.1)

DlØ proizvol~nyh qisel σ_1 > 0, λ_1 ∈ R^k pri uslovii |λ_i| 6 R,

186 V. G. OSMOLOVSKI` i = 1, 2 v silu neravenstv (1.8), (1.9) spravedlivy sootnoxeniØ I[û^±_0 , χ̂^±_0 , λ_0, σ_0] = I[û^±_1 , χ̂^±, λ_1, σ_1]+ + I[û^±0 , χ̂^±0 , λ0, σ1] − I[û^±1 , χ̂^±, λ0, σ1]+ + I[û^±1 , χ̂^±, λ0, σ1] − I[û^±1 , χ̂^±, λ1, σ1] 6 6 I[û^±_1 , χ̂^±, λ1, σ1] + D(R)|λ1 − λ2|, gde D(R) – poloßitel~naØ konstanta, û^±_1 – kakie-libo sostoØniØ ravnovesiØ funkcionala I^±[u, λ_1].

Analogiqno I[û_0, χ̂_0, λ_0, σ_0] = I[û_0, χ̂_0, λ_1, σ_1]+ + I[û0, χ̂0, λ0, 0] − I[û0, χ̂0, λ1, 0] + (σ0 − σ1) Z Ω |Dχ̂_0| ¿ ¿ I[û0, χ̂0, λ1, σ1] − D(R)|λ1 − λ0| + (σ0 − σ1)^Z_Ω |Dχ̂0|. PodstavlØØ naædennye sootnoxeniØ v (5.1), poluqaem I[û_0, χ̂_0, λ_1, σ_1] 6

6 I[û^±_1 , χ̂^±, λ1, σ1] + 2D(R)|λ1 − λ0| + (σ1 − σ0)^Z_Ω |Dχ̂0|.

Pust~ λ_1, σ_1 takovy, qto 2D(R)|λ1 − λ0| < (σ0 − σ1) Z Ω |Dχ̂_0| ≡ (σ_0 − σ_1) Z Ω |D(1 − χ̂_0)|. (5.2)

Togda dlØ takih λ_1, σ_1 suwestvu¸t tol~ko dvuhfazovye sostoØniØ ravnovesiØ.

Neravenstvo (5.2) vozmoßno lix~ pri uslovii σ_1 < σ_0. Iz izoperimetriqeskogo neravenstva i lemmy 4.2 poluqaem κ^{−1}(|Ω|δ(R))^m �1_m 6 κ^{−1}( Z Ω χ̃0 dx)^m �1_m 6 Z Ω |Dχ̃_0|. Pofftomu (5.2) zavedomo vypolneno, esli 2D(R)|λ1 − λ0| < σ_0 − σ_1 κ (|Ω|δ(R))^m �1_m .

ZAVISIMOST^ 187 Itak, qast~ konusa |λ − λ_0| < γ(R)(σ_0 − σ), γ(R) = (|Ω|δ(R))^m �1_m 2κD(R) , |λ| 6 R, |λ0| 6 R, σ0 ∈ [R^{−1}, R], σ ∈ [R^{−1}, R] leßit v mnoßestve M , esli u funkcionala I[u, χ, λ_0, σ_0] est~ dvuhfazovoe sostoØnie ravnovesiØ.

Analogiqno ustanavlivaetsØ, qto qast~ konusa |λ − λ_0| < γ(R)(σ − σ_0), |λ| 6 R, |λ0| 6 R, σ0 ∈ [R^{−1}, R], σ ∈ [R^{−1}, R] leßit v mnoßestve N , esli u funkcionala I[u, χ, λ_0, σ_0] est~ odnofazovoe sostoØnie ravnovesiØ.

Voz~mem v kaqestve λ_0, σ_0 toqku λ_0, σ_0(λ_0) pri uslovii σ_0(λ_0) > 0. Pol~zuØs~ nepreryvnost~¸ funkcii σ_0(λ) i informacieæ o poluqennyh konusah, pridem k dokazatel~stvu usloviØ Lipxica.

Literatura

1. V. G. Osmolovskiæ, VariacionnaØ zadaqa o fazovyh perehodah v mehanike sploxnoæ sredy. S.-Pb., 2000.

Osmolovskii V. G. Association of character of states of an equilibrium of a two-phase elastic medium on parameters of a problem.

At the common suppositions about densenesses of an energy of a strain, depending from parameters, the bands of values of parameters are determined, at which the one-phase or two-phase states equilibrium are implemented. Is proved Lipshitzian of boundary between these bands. The character of an equilibrium of a two-phase medium for parameters laying on a demarcation is explored.

Postupilo 27 oktØbrØ 2000 g. S.-Peterburgskiæ gosudarstvennyæ universitet