Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 271, 2000 g.

O. A. LadyßenskaØ

TEOREMA O MUL^TIPLIKATORAH V NEODNORODNYH PROSTRANSTVAH G´L^DERA I NEKOTORYE E´ PRILOȷENI˚ PosvØwaetsØ pamØti Aleksandra Vasil~eviqa Ivanova

§1. Vvedenie

Mne izvestna odna teorema o mul~tiplikatorah v prostranstvah Gœl~dera, dostatoqnye usloviØ kotoroæ vyraßeny v prostoæ forme, dostupnoæ dlØ primeneniæ k differencial~nym uravneniØm. Ona dokazana L. Hermanderom (sm. [1], teorema 7.9.6) i kasaetsØ sluqaØ prostranstv Gœl~dera s odnorodnymi

metrikami tipa ρ(x) =^n ∑ i=1 |x_i|. �ta teorema polezna pri dokaza-

tel~stve Gœl~derovosti proizvodnyh ot rexeniæ uravneniæ (i sistem) fflliptiqeskogo tipa. V takih uravneniØh vse koordinaty x_1, . . . , x_n toqki x ∈ R^n ravnopravny. No dlØ uravneniæ paraboliqeskogo tipa ffto ne tak. Naprimer, odnorodnoe uravnenie teploprovodnosti neinvariantno otnositel~no obyqnyh rastØßeniæ (x, t) → (λx, λt), no ono ne menØetsØ pri preobrazovaniØh

(x, t) → (λx, λ^2t). �to otraßaetsØ i na svoæstvah mul~tiplika-

torov, voznika¸wih pri rexenii algebraiqeskih sistem, ØvlØ- ¸wihsØ Fur~e-obrazami issleduemyh differencial~nyh uravneniæ. Mul~tiplikatory, voznika¸wie dlØ uravneniæ (i sistem) paraboliqeskogo tipa, ne udovletvorØ¸t kriteri¸ teoremy 7.9.6 iz [1].

Vvidu fftogo vstal vopros nahoßdeniØ usloviæ, kotorye byli by dostatoqnymi dlØ togo, qtoby mul~tiplikatory, voznika¸- wie dlØ uravneniæ (i sistem) paraboliqeskogo tipa, poroßda-

Rabota podderßana Rossiæskim fondom fundamental~nyh issledovaniæ (RFFI, grant No. 99-01-00108, Federal~noæ celevoæ programmoæ “IntegraciØ”, grant No. 326.53, “Nauqnye xkoly” (grant No. 00-15-96-017). 156

TEOREMA O MUL^TIPLIKATORAH 157

li operatory, ograniqennye v prostranstvah Gœl~dera s kakoælibo metrikoæ.

Odin takoæ kriteriæ byl predloßen mno¸ v konce 1999 goda. On prost po forme i primenim ne tol~ko k uravneniØm i sistemam paraboliqeskogo tipa, no i k bolee sloßnym sistemam gidrodinamiqeskogo tipa. Ego dokazatel~stvo i nekotorye priloßeniØ Ø opublikovala v vide Preprinta [2] v naqale fftogo goda i poslala takße v Doklady RAN sootvetstvu¸wu¸ zametku. Odnako, kak vyØsnilos~ seæqas, spustØ mnogo mesØcev, zametka ffta ne doxla do redakcii DAN, zaterØvxis~, vidimo, pri peresylke po poqte iz Peterburga v Moskvu. Vvidu fftogo, Ø izloßu zdes~ soderßanie raboty [2] s nekotorymi poØsneniØmi i dobavl¸ v konce ee nekotorye priloßeniØ.

§2. Teorema o mul~tiplikatorah

Vvedem v prostranstve x = (x^′, x_n) ∈ E^n, x^′ = (x_1, . . . , x_{n−1}), neodnorodnu¸ metriku ρ(x − y) = n−1∑ k=1 | |x_k − y_k | | + | |x_n − y_n | |^α, α ∈ (0, 1], (2.1)

i rassmotrim sootvetstvu¸wee eæ prostranstvo Gœl~dera

H^{γ,αγ} (E^n), γ ∈ (0, 1). �lementami fftogo prostranstva ØvlØ¸tsØ

nepreryvnye funkcii u : E^n → E^1, ime¸wie koneqnu¸ normu | |u | |_{Hγ,αγ (En)} ≡ ⟨u⟩^{(γ,αγ)}_{En} + sup x∈E^n |u(x)|. (2.2_1)

Pervoe slagaemoe v neæ nazyvaetsØ konstantoæ Gœl~dera dlØ u i opredelØetsØ ravenstvom ⟨u⟩^{(γ,αγ)} E^n = sup x,y∈E^n ρ(x−y)61 |u(x) − u(y)| ρ^α(x − y) , (2.2_2)

gde ρ(x − y) vzØto iz (1).

Simvol ‖ · ‖_{p·E}n budet oznaqat~ normu v prostranstve Lebega

L_p(E^n).

My budem issledovat~ operatory svertki (m ∗ u)(x) = ∫ E^n m(x − y)u(y)dy (2.3_1)

158 O. A. LADYȷENSKA˚

dlØ u : E^n → E^1 v prostranstvah H^{γ,αγ} (E^n). Kak izvestno, kaßdyæ takoæ operator opredelØetsØ Fur~e-obrazom ~m : E^n → C funkcii m, t.e. ~m(ξ) = F (m)(ξ) = 1 (2π)^n ∫ E^n e^{−ixξ}m(x)dξ. (2.4) FunkciØ m vosstanavlivaetsØ po eœ Fur~e-obrazu ~m po formule

m(x) = F^{−1}( ~m)(x) = ∫ E^n e^{ixξ} ~m(ξ)dξ, (2.5) a m ∗ u = F^{−1}( ~m ~u) = F^{−1}( ~mF (u)). (2.3_2)

FunkciØ ~m vhodit v (2.3_2) v vide mnoßitelØ i potomu nazyvaetsØ mul~tiplikatorom.

Spravedliva sledu¸waØ teorema.

Teorema 2.1. Pust~ ~m : E^n → C est~ izmerimaØ ograniqennaØ

funkciØ, udovletvorØ¸waØ usloviØm ‖ ‖ ‖F^{−1} ~Mj ‖ ‖ ‖_{1,En} 6 μ < ∞ dlØ ∀ j = Z= {0, ±1, . . .}, (2.6) gde ~M_j (ξ) = ~m ( 2^jξ^′, 2^{j/α}ξ_n ) χ(ξ), ξ = (ξ^′, ξ_n), a χ(ξ) = θ(ρ(ξ)), gde θ : E^1_+ = [0, ∞) → [0, 1] est~ kakaØ-nibud~ beskoneqno differenciruemaØ funkciØ, ravnaØ 1 na otrezke

[_1 2 , 2 ] i nul¸ na mnoßestvah [ 0,^1_4 ] i [4, ∞), a ρ( · ) opredeleno v (2.1).

Togda dlØ m = F^{−1}( ~m) i l¸boæ funkcii u ∈^:C^∞(E^n) spravedlivo neravenstvo ⟨m ∗ u⟩^{(γ,αγ)}_En 6 c(n, γ, α)μ⟨u⟩^{(γ,αγ)}_En (2.7) s postoØnnoæ c, zavisØweæ tol~ko ot n, γ, α. �

Zdes~^:C^∞(E^n) est~ sovokupnost~ vseh beskoneqno differenciruemyh funkciæ s kompaktnymi nositelØmi v E^n. Dokazatel~- stvo teoremy 2.1 soderßitsØ v dokazatel~stve teoremy 2 iz [2]. Odnako formulirovka teoremy 2 iz [2] nemnogo otliqaetsØ ot

TEOREMA O MUL^TIPLIKATORAH 159

formulirovki teoremy 2.1. A imenno, v neæ vmesto usloviæ (2.6)

vzØty usloviØ ‖ ‖ ‖^∨mj ‖ ‖ ‖_{W s2 (ω)} 6 μ, ∀ j ∈ Z, (2.8)

v kotoryh_∨ m_j(ξ) = ~m(2^jξ^′, 2^{j/α}ξ_n), s > n 2 , a ω = {ξ ∈ E^n ||^1_4 6 ρ(ξ) 6 4}.^1 Oni proverØ¸tsØ fflementarno i ne

soderßat funkcii χ. No oni ograniqitel~nee usloviæ (2.6): iz

nih sledu¸t (2.6), ibo imeet mesto sledu¸wee izvestnoe pred-

loßenie (sm., naprimer, [1]):

Lemma 2.1. DlØ l¸boæ funkcii^~M : F^n → C verno neravenstvo ‖ ‖ ‖F^{−1}( ~M) ‖ ‖ ‖_{1,En} 6 c(n, s) ‖ ‖ ‖ ~M ‖ ‖ ‖_{W s2 (En)}. (2.9)

�

DokazyvaetsØ ona na osnovanii ravenstva ParsevalØ. A imen-

no ‖ ‖ ‖ ~M ‖ ‖ ‖^2_{W s2 (En)} = ∑ |k|6s ‖ ‖ ‖D^{(k)} ~M ‖ ‖ ‖^2_{,E} =

= ∑ |k|6s ∫ E^n | | |x^{k1}_1 . . . x^{kn}_n | | |^2 | |M(x) | |^2 dx,

gde M = F^{−1}( ~M), a pri s >^n_2 ‖ ‖F_{−1}( ~M) ‖ ‖ 1,E^n = ∫ E^n |M(x)|dx 6

6^{( ∫}

E^n | |M(x) | |^2 ( 1 + |x|^2 )_s dx ) 1_2 ( ∫ E^n dx ( 1 + |x|^2 )_s ) 1_2

                      6

6 c^{( ∫}

E^n |M(x)|^2 ( 1 + |x|^2 )_s dx ) 1_2

6

1V [2] vmesto simvolov eu ispol~zovany simvoly bu.

160 O. A. LADYȷENSKA˚

6 c1^{( ∑}_{|k|}

6s ∫ E^n | |M(x) | |^2 | | |x^{k1}_1 . . . x^{kn}_n | | |^2

) 1_2

= c_1 ‖ ‖ ‖ ~M ‖ ‖ ‖_{W s2 (En )}. Itak, (2.6) sleduet iz (2.8). Obratnoe, voobwe govorØ, neverno.

V svØzi s usloviØmi (2.6) Ø predloßila molodym uqastnikam

sobesedovaniæ v moeæ laboratorii POMI, naæti kakie-libo

drugie maßoranty dlØ ‖F^{−1}( ~M)‖_{1,E}n , otliqnye ot (2.9). Odin

iz nih, N. Filonov, predloßil sledu¸wie maßoranty:

Lemma 2.2. DlØ l¸boæ funkcii^~M : E^n → C i l¸bogo p ∈ (1, 2]

spravedlivo neravenstvo ‖ ‖ ‖F^{−1}( ~M) ‖ ‖ ‖_{1,En} 6 c(n, p) ∑ α ‖ ‖ ‖D^α ~M) ‖ ‖ ‖_{p,En} , (2.10) v kotorom D^αu = ∂^{α1}_{ξ1} , . . . ∂^{αn}_{ξn} , priqem kaßdoe α_k ravno nul¸ ili

edinice (tak qto α_1 + . . . + α_n 6 n). �

Neravenstvo (2.10) dokazyvaetsØ prosto, na osnovanii teo-

remy Hausdorfa o tom, qto dlØ l¸boæ v ∈ L_p(E^n), p ∈ (1, 2],

spravedlivo neravenstvo ‖ ‖ ‖F^{−1}(v) ‖ ‖ ‖_{p0 ,En} 6 c(p, n)‖v‖p,En , p^′ = p p − 1 . (2.11)

A imenno, dlØ M = F^{−1}( ~M) imeem ‖ ‖ ‖M ‖ ‖ ‖_{1,En} = ∫ E^n | | |M(x) n∏ k=1 (1 + ix_k) | | | | | | n∏ k=1 (1 + ix_k) | | |^{−1}dx 6

6^{( ∫}

E^n | | |M(x) ∏ (1 + ix_k) | | |^p 0 dx )_{1/p}0 ( ∫ E^n | | | n∏ k=1 (1 + ix_k) | | |^{−p}dx )_{1/p}

                          6

6 c1(p, n)^‖^{n∏}_{k=1}(1 + ∂ξ_k )^~M^‖_{p,En} , q. t. d.

Vosproizvedem zdes~ dokazatel~stvo teoremy 2.1, dannoe v [2],

no pri fftom vvedem neskol~ko bolee horoxie oboznaqeniØ. Kak

ukazano v [2], plan naxego dokazatel~stva takoæ ße, kak plan do-

kazatel~stva teoremy 7.9.6 v [1], no funkcii, kotorye voznika¸t

po hodu dela, otliqa¸tsØ ot funkciæ iz [1].

TEOREMA O MUL^TIPLIKATORAH 161

Itak, kak i v [1], voz~mem kaku¸-libo beskoneqno differenciruemu¸ funkci¸ ψ : E^1_+ → [0, 1], ravnu¸ 1 na otrezke [0, 1] i nul¸ na [2, ∞) i po neæ postroim funkci¸ φ : E^1_+ → [0, 1], opredelØemu¸ ravenstvom φ(ρ) = ψ(ρ) − ψ(2ρ), ρ ∈ E^1_+. Ona ravna nul¸ na mnoßestvah [0,^1_2 ] i [2, ∞]. Vvedem takße funkcii φ_j : E^1_+ → [0, 1] s pomow~¸ ravenstv φ_j (ρ) = φ(^ρ_{2j} ). ˚sno, qto ∞∑ j=−∞ φ_j (ρ) = 1, ρ ∈ (0, ∞). (2.12_1)

Po funkciØm φ i φ_j opredelim funkcii ~Φ i ~Φ_j : E^n → [0, 1] sledu¸wim obrazom:

~Φ = φ ∘ ρ, t. e. ~Φ(ξ) = φ(ρ(ξ)), i ~Φ_j = φ_j ∘ ρ, t. e. (2.12_2)

~Φ_j(ξ) = φ_j (ρ(ξ)) = φ ( ρ(ξ) 2^j ) = = φ ( ρ ( ξ^′ 2^j , ξ_n 2^{j/α} )) = ~Φ ( ξ^′ 2^j , ξ_n 2^{j/α} ) . (2.12_3)

Raevntsvo (2.12_1) poroßdaet razbienie funkcii ot ξ ∈ E^n, ravnoæ edinice vs¸du. A imenno, ∞∑ j=−∞ ~Φ_j (ξ) = 1, ξ ∈ E^n \ {0}. (2.12_4)

V sootvetstvii s (2.12_4), predstavim funkci¸ ~u ≡ F (u) v vide ~u(ξ) = ∑ t u_j(ξ), ~u_j (ξ) = ~u(ξ)~Φ_j (ξ), ξ ≠ 0 (2.12_5)

Pust~ Φ = F^{−1}(~Φ) i Φ_j = F^{−1}(~Φ_j ). BlagodarØ (2.12_3)

Φ_j(x) = F^{−1}(~Φ_j)(x) = ∫ e^{ixξ} ~Φ ( ξ^′ 2^j , ξ_n 2^{j/α} ) dξ. Ots¸da v rezul~tate zameny peremennyh integrirovaniØ ξ^′ =

2^jη^′, ξ_n = 2^{j/α}η_n, poluqim

Φ_j (x) = 2^{(n−1)j+j/α} ∫ e^{i2j x0η0 +i2j/αxnηn} ~Φ(η^′, η_n)dη = = 2^{(n−1)j+j/α}Φ ( 2^j x^′, 2^{j/α}x_n ) . (2.13_1)

162 O. A. LADYȷENSKA˚

Vvedem ewe beskoneqno differenciruemu¸ funkci¸ ω : E^1_+ →

[0, 1], ravnu¸ 1 na otrezke [^1_2 , 2] i nul¸ na mnoßestvah [0,^1_4 ], [4, ∞),

i funkci¸ χ : E^n → [0, 1], opredelØemu¸ ravenstvami χ(ξ) = ω(ρ(ξ)), ξ ∈ E^n. Legko videt~, qto dlØ vseh ξ ∈ E^n

~Φ(ξ) = ~Φ(ξ)χ(ξ) i ~Φ_j(ξ) = ~Φ_j(ξ)χ ( ξ^′ 2^j , ξ_n 2^{j/α} ) . Pofftomu ~u_j(ξ) = ~u(ξ)~Φ_j (ξ) = ~u_j(ξ)χ ( ξ^′ 2^j , ξ_n 2^{j/α} ) . (2.13_2)

Pust~

v ≡ m ∗ u. (2.14_1)

DlØ eœ Fur~e-obraza spravedlivy predstavleniØ ~v(ξ) = F (v)(ξ) = ~m(ξ)~u(ξ) = ∑ j ~m(ξ)~u_j (ξ) =

= ∑ j ~m(ξ)χ ( ξ^′ 2^j , ξ_n 2^{j/α} ) ~u_j(ξ) = ∑ j ~v_j(ξ), (2.14_2)

v kotoryh ~v_j (ξ) = ~m_j (ξ)~u_j (ξ), ~m_j (ξ) ≡ ~m(ξ)χ ( ξ^′ 2^j , ξ_n 2^{j/α} ) . (2.14_3)

DlØ F^{−1}( ~m_j ) imeet mesto ravenstvo ‖ ‖ ‖F^{−1}( ~mj ) ‖ ‖ ‖_{1,En} ≡ ∫ E^n dx | | | | ∫ E^n e^{ixξ} ~m(ξ)χ ( ξ^′ 2^j , ξ_n 2^{j/α} ) dx | | | | =

= ∫ E^n dy | | | | ∫ e^{iηy} ~m ( 2^j η^′, 2^{j/α}η_n ) χ(η)dη | | | | ≡ ‖ ‖ ‖F^{−1}( ~Mj) ‖ ‖ ‖_{1,En} , (2.151) gde ~M_j(η) = ~m ( 2^jη^′, 2^{j/α}η_n ) χ(η). Imenno ffti funkcii ~M_j figuriru¸t v uslovii (2.6) dokazyva-

emoæ teoremy 2.1. Iz (2.6) i (2.15_1) sledu¸t neravenstva ‖ ‖F_{−1}( ~m_j ) ‖ ‖ 1,E^n 6

μ, j ∈ Z. (2.16)

TEOREMA O MUL^TIPLIKATORAH 163

Ih my ispol~zuem dlØ ocenivaniØ svertok m_j ∗ u_j ≡ v_j s m_j ≡

F^{−1}( ~m_j ) i u_j = F^{−1}(~u_j). Snaqala poluqim ocenki dlØ supremu-

mov u_j i ih pervyh proizvodnyh, predstaviv ffti funkcii v sledu¸wem vide:

u_j(x) = F^{−1}(~u_j ) = F^{−1}(~u ~Φ_j ) = u ∗ Φ_j = = 2^{(n−1)j+j/α} ∫ u(x − y)Φ ( 2^jy^′, 2^{j/α}y_n ) dy = (2.17_1) = ∫ [ u(x^′ − z^′ 2^j , x_n − z_n 2^{j/α} ) − u(x) ] Φ(z)dz. Pri fftom my ispol~zovali (2.13_1) i ∫ E^n Φ(z)dz = F (Φ) | | |_{ξ=0} = ~Φ(0) = 0.

Analogiqno ubedimsØ, qto

∂_{xk} u_j(x) =

= 2^j ∫ [ u(x^′ − z^′ 2^j , x_n − z_n 2^{j/α} ) − u(x) ] ∂_{zk} Φ(z)dz, k < n (2.17_2) i ∂_{xn} u_j(x) = 2^{j/α} ∫ [ u(x^′ − z^′ 2^j , x_n − z_n 2^{j/α} ) − u(x) ] ∂_{zk} Φ(z)dz. (2.17_3)

Iz (2.17_k), k = 1, 2, 3 sdelaem sledu¸wie zak¸qeniØ sup_{x∈En} | |u_j(x) | | 6^⟨u^{⟩(γ,αγ)}2^{j−jγ ∫ ( |z′|}_{2j} +^{|zn|α}_{2j}^{)γ} Φ(z)dz ≡ ≡ c_1(γ, α)2^{−jγ} ⟨u ⟩_{(γ,αγ)} , (2.18_1) sup_{x∈En} | |∂_{xk} u_j(x) | | 6^⟨u^{⟩(γ,αγ) ∫ (}|z^′| + |zn|^{α)γ |}∂z_k Φ(z)|dz ≡ ≡ c_2(γ, α)2^{j−jγ}⟨u ⟩_{(γ,αγ)} (2.18_2) dlØ k < n, i sup_{x∈En} | |∂_{xn} u_j (x) | | 6^⟨u^{⟩(γ,αγ)}2^{j/α−jγ ∫ (}|z^′| + |zn|^{α)γ |}∂z_k Φ(z)|dz ≡

164 O. A. LADYȷENSKA˚ ≡ c_3(γ, α)2^{j/α−jγ}⟨u ⟩_{(γ,αγ)} . (2.18_3)

Perehodim teper~ k svertkam

v_j (x) ≡ F^{−1}(~v_j ) = F^{−1}( ~m_j ~u_j) =

= m_j ∗ u_j = ∫ u_j(x − y)m_j (y)dy, (2.19) gde m_j = F^{−1}( ~m_j ), a ~m_j opredeleno v (2.14_3). DlØ nih verny

neravenstva sup_{x∈En} |v_j(x)| 6 ‖ ‖ ‖mj ‖ ‖ ‖_{1,En} sup_{x∈En} |uj(x)| 6

6 μ sup_{x∈En} |uj(x)| 6 μc1^⟨u^{⟩(γ,αγ)}2^{−jγ} ≡ d12^{−jγ} , (2.201)

sup_{x∈En} |∂_{xk} v_j (x)| 6 ‖ ‖ ‖mj ‖ ‖ ‖_{1,En} sup_{x∈En} |∂x_k uj(x)| 6

6 μc2^⟨u^{⟩(γ,αγ)}2^{j−jγ} ≡ d2 2^{j−jγ}, k < n, (2.202)

sup_{x∈En} |∂_{xn} v_j (x)| 6 ‖ ‖ ‖mj ‖ ‖ ‖_{1,En} sup_{x∈En} |∂x_n uj (x)| 6

6 μc3^⟨u^{⟩(γ,αγ)}2^{j/α−jγ} ≡ d32^{j/α−jγ}. (2.203)

Teper~ dlØ funkcii v ≡ F^{−1}(~v) = ∑ j v_j , ravnoæ F^{−1}( ~m ~u) = m ∗ u, ocenim raznosti |v(x) − v(y)| pri l¸byh

x, y ∈ F^n s ρ(x − y) = |x^′ − y^′| + |x_n − y_n|^α 6 1. Sdelaem ffto tak: |v(x) − v(y)| 6 ∑ j |v_j(x) − v_j (y)| 6 ∑ j¿n0^{. . . +} ∑ j6n0^{. . . ≡ S1 + S2,} gde n_0 = − log_2 ρ(x − y). DlØ maßorirovaniØ S_1 my ispol~zuem

(2.20_1):

S_1 6 ∑ j¿n0^{2 supx∈En |vj|}

6 2d1^∑_j

¿n0^2 −jγ = 2d_12^{−n0γ} ∞∑ k=0 1 2^{γk} ≡ ≡ e_1(γ, α)2^{−n0γ} = e_1ρ^γ (x − y).

TEOREMA O MUL^TIPLIKATORAH 165

DlØ ocenki ße S_2 ispol~zuem (2.20_2) i (2.20_3)

S_2 6 ∑ j6n0 (_{n−1}∑ k=1 |x_k − y_k| sup_{x∈En} |∂_{xk} v_j (x)| + |x_n − y_n| sup_{x∈En} |∂_{xn} v_j(x)| )

                             6

6^∑_j

6n0 ( d_2|x^′ − y^′|2^{j−jγ} + d_3|x_n − y_n|2^{j/α−jγ} )

                             6

6 d2|x^′ − y^′|2^{(1−γ)n0 ∞∑}_{k=0}^1_{2k(1−γ)} + d3^|xn − yn^|2^{n0(1/α−γ) ∞∑}_{k=1}^1_{2k(1/α−γ)} =

= e_2|x^′ − y^′|ρ^{γ−1}(x − y) + e_3|x_n − y_n|ρ^{γ−1/α}(x − y) 6

6 (e2 + e3)ρ^γ (x − y).

Takim obrazom, my pokazal, qto

|v(x) − v(y)| 6 (e_1 + e_2 + e_3)ρ^γ (x − y),

t.e. teorema 2.1 dokazana.

Rassmotrim teper~ banahovo prostranstvo B ≡ H^{(γ,αγ)}_0 (E^n)

funkciæ u : E^n → E^1 s normoæ ‖ ‖ ‖u ‖ ‖ ‖_B = ‖ ‖ ‖u ‖ ‖ ‖_{2,En} + ⟨ u ⟩_{(γ,αγ)} E^n . (2.21)

Pust~ B est~ zamykanie mnoßestva^:C^∞(E^n) v norme (2.21). Legko

podsqitat~, qto sup_{x∈En} |u(x)| 6 μ_1 ‖ ‖ ‖u ‖ ‖ ‖_B (2.22)

s nekotoroæ konstantoæ μ_1, opredelØemoæ tol~ko n, γ i α. Deæ-

stvitel~no, dlØ ∀x ∈ E^n |u(x)| = | | | |u(y) + u(x) − u(y) ρ^γ (x − y) ρ^γ (x − y) | | | | 6 |u(y)| +^⟨u^{⟩(γ,αγ)}ρ^γ (x − y). IntegriruØ ffto neravenstvo po y ∈ B_1(x) = {y|| |x − y| < 1} i delØ

rezul~tat na mes B_1(x), pridem k (2.22). Vvidu fftogo H^{(α,αγ)}_0 (E^n)

est~ pereseqeniØ obyqnogo prostranstva Gel~dera H^{(α,αγ)}(E^n) s

prostranstvom L_2(E^n).

Pust~ ~m est~ funkciØ iz teoremy 2.1 i

sup_{ξ∈En} | ~m(ξ)| 6 μ_2 < ∞. (2.23)

166 O. A. LADYȷENSKA˚

V silu (2.23), kak horoxo izvestno, dlØ funkcii ~m operator svertki s m ØvlØetsØ ograniqennym operatorom v prostranstve

L^2(E^n), priqem ‖ ‖m ∗ u ‖ ‖_{2,En} 6 μ_2 ‖ ‖ ‖u ‖ ‖ ‖_{2,En} . (2.24)

Iz vsego skazannogo i teoremy 2.1 sleduet

Teorema 2.2. Operator svertki (2.32), poroßdaemyæ funkcieæ

~m, udovletvorØ¸wiæ usloviØm teoremy 2.1 i (2.23), ØvlØetsØ ograniqennym operatorom v prostranstve H^{(α,αγ)}_0 (E^n). Ego norma maßoriruetsØ qislom, opredelØemym qislami n, γ, α i maßorantami μ i μ_2.

Analogiqno teoremam 2.1 i 2.2 dokazyvaetsØ

Teorema 2.3. Teoremy 2.1 i 2.2 spravedlivy pri l¸byh metrikah

vida ρ(x) = n∑ k=1 |x_k|^{αk} , α_1 = 1, α_k ∈ (0, 1], k = 1, . . . , n − 1. DokazyvaetsØ teorema 2.3 rovno tak ße, kak teoremy 2.1 i 2.2, tol~ko voznika¸wie pri fftom oblasti ω = { ξ ∈ E^n||ρ(ξ) ∈ [_1 4 , 4 ]} i funkcii ~m_j , χ i dr. raznye pri raznyh metrikah ρ; naprimer, ~M_j(ξ) = ~m ( ξ_2 2^{j/α1} , . . . , ξ_n 2^{j/αn} ) χ(ξ). §3. PriloßeniØ

Glavnym ob¨ektom priloßeniØ teorem 2.1 i 2.2, radi kotorogo i byli oni dokazany, ØvlØ¸tsØ sledu¸wie lineænye sistemy gidrodinamiqeskogo tipa:

∂_tu_j − D_{jk,lm} ∂^2_{xkxm} u_l + ∂_{xj} q = f_j , j = 1, 2, 3, (3.1_1)

div u = 0. (3.1_2)

V nih u = (u_1, u_2, u_3) : E^4_+ = E^3 × E^1_+ → E^3 i q : E^4 : E^3 × E^1_+ → E^1 ØvlØ¸tsØ iskomymi funkciØmi, a f = (f_1, f_2, f_3) : E^4_+ → E^3 ØvlØetsØ zadannym vnexnim polem. K sisteme (3.1_k), k = 1, 2, dobavlØetsØ naqal~noe uslovie Koxi. �to uslovie udobno svesti k odnorodnomu, t.e. k naqal~nomu uslovi¸ u | | |_{t=0} = 0. (3.13)

TEOREMA O MUL^TIPLIKATORAH 167

Sistemy (3.1_1) poØvilis~ kak linearizacii nelineænyh sistem, predloßennyh mno¸ dlØ determinalistiqeskogo opisaniØ dinamiki ßidkosteæ pri l¸byh gradientah skorosteæ. �ti sistemy ime¸t vid: ∂_tv + v · ∇v − div ∂D(ε) ∂ε | | | |_{ε=ε(v)} + ∇p = g, div v = 0 (3.2)

gde v i p polØ skorosteæ i davleniØ, a g – vnexnie sily. Qerez ε(v) oboznaqen simmetrizovannyæ tenzor ∇v, t.e. ε(v) = 1 2 ∇v +^1_2 (∇v)^T . Potencial D : M^{3×3}_{sym} → E^1_+ opredelen na mnoße-

stve vewestvennyh simmetriqeskih matric ε = (ε_{ij} ). On ØvlØetsØ gladkoæ vypukloæ funkcieæ, ravnoæ nul¸ pri ε = 0, i ime¸weæ

opredelennyæ rost pri |ε| ≡

(^3∑ i,j=1 ε^2_{ij} )_{1/2} → ∞. Esli fftot rost ne

menee, naprimer, 2^1_2 , to dlØ (3.2) global~no odnoznaqno razrexima zadaqa Koxi i osnovnye naqal~no-kraevye zadaqi v klasse obobwennyh rexeniæ s koneqnoæ ffnergetiqeskoæ normoæ (sm. [3– 5] i dr.). DlØ bolee detal~nogo analiza svoæstv gladkosti obobwennyh rexeniæ fftih zadaq vaßno imet~, po-vozmoßnosti, naibolee toqnye ocenki v raznyh prostranstvah dlØ rexeniæ sootvetstvu¸wih linearizovannyh zadaq. Zadaqa (3.1_k), k = 1, 2, 3, ØvlØetsØ odnim iz osnovnyh predstaviteleæ fftih zadaq. Naibolee vaßnoæ qast~¸ ee analiza ØvlØetsØ ffta ße zadaqa, no s zamoroßennymi (t.e. postoØnnymi) kofffficientami D_{jk,lm}. Imenno ee razreximost~ v prostranstvah Gel~dera my i dokaßem zdes~, ispol~zuØ metod Fur~e i rezul~taty §2 o mul~tiplikatorah. V prostranstvah L_q ffto bylo sdelano v zametke [6] s privleqeniem kriteriØ Lizorkina–Steæna o mul~tiplikatorah v L_q . V [6] dokazano i naliqie ocenki ⟨ u_{xx} ⟩_{(γ,γ/2)} E4+ 6 c^⟨f^{⟩(γ,γ/2)}_E4_+ .

No sdelano ffto s pomow~¸ nekotorogo nestandartnogo rassußdeniØ ad absurdum, ne da¸wego znaqeniØ konstanty c. Niße Ø pokaßu, qto ffta ocenka i takie ße ocenki dlØ u_t i ∇q poluqa¸tsØ prosto s pomow~¸ rezul~tatov §2, priqem postoØnnye v nih opredelØ¸tsØ lix~ qislennymi parametrami, figuriru¸wimi v naxih usloviØh.

Itak, zaæmemsØ zadaqeæ (3.1_k), k = 1, 2, 3. Kofffficienty

D_{jk,lm} v (3.1) ØvlØ¸tsØ znaqeniØmi proizvodnyh^{∂2D(ε)}_{∂εjk∂εlm} , vy-

168 O. A. LADYȷENSKA˚

qislennymi pri kakom-libo znaqenii argumenta ε ∈ M^{3×3}_{sym} . BlagodarØ fftomu i simmetriqnosti tenzora ε ffti kofffficienty invarianty otnositel~no perestanovok par (ε_{jk}, ε_{lm} ) → (ε_{lm} , ε_{jk}) i perestanovok j ↔ k, l ↔ m v ε_{jk} i ε_{lm} . DlØ nas suwestvennym budet lix~ to, qto matricy A(ξ) s komponentami

A_{jl}(ξ) = D_{jk,lm} ξ_kξ_m simmetriqny pri l¸byh ξ ∈ E^3. (3.3)

Krome fftogo dlØ nas budet vozmoßno i to, qto nabor {D_{jk,lm} } udovletvorØet neravenstvam

β_0|–|^2 6 D_{jk,lm} –_{jk} –_{lm} 6 β_1|–|^2 (3.4)

s kakimi-libo poloßitel~nymi postoØnnymi β_0 i β_1 pri l¸byh

– ∈ M^{3×3}_{sym} . �ti neravenstva voznika¸t iz svoæstva vypuklosti

potenciala D.

Itak, my budem predpolagat~ dalee, qto kofffficienty D_{jk,lm} vewestvenny, postoØnny i oblada¸t svoæstvami (3.3) i (3.4).

DlØ rexeniØ zadaqi (3.1_k), k = 1, 2, 3, vospol~zuemsØ preobrazovaniem Fur~e po x ∈ E^3 i t ∈ E^1. Pust~ ξ ∈ E^3 i λ ∈ E^1 ØvlØ¸tsØ dvoæstvennymi peremennymi, tak qto ~u_j(ξ, λ) = 1 (2π)^4 ∫ E4 u_j(x, t)e^{−ixξ−itλ} dxdt, j = 1, 2, 3,

~q_j(ξ, λ) = 1 (2π)^4 ∫ E4 q_j(x, t)e^{−ixξ−itλ} dxdt, i ~f_j (ξ, λ) = 1 (2π)^4 ∫ E4 f_j (x, t)e^{−ixξ−itλ} dxdt, j = 1, 2, 3, Pri fftom my sqitaem u(x, t), q(x, t) i f(x, t) prodolßennymi nulem dlØ x ∈ E^3, t < 0, i

f_j (x, 0) = 0, j = 1, 2, 3. (3.5)

BlagodarØ (3.1_k), k = 1, 2, 3, ~u, ~q ØvlØ¸tsØ rexeniØmi sledu¸weæ algebraiqeskoæ sistemy { iλ~u_j + A_{jl}(ξ)~u_l + iξ_j ~q = ~f_j, j = 1, 2, 3 ξ_k ~u_k = 0,

(3.6)

TEOREMA O MUL^TIPLIKATORAH 169

gde A_{jl}(ξ), opredelennye v (3.3), ØvlØ¸tsØ odnorodnymi polinomami ot ξ vtorogo porØdka. Oboznaqim qerez ν_k(ξ), k = 1, 2, 3, sobstvennye qisla matricy A(ξ). Iz (3.4) sledu¸t neravenstva

A_{jl}(ξ)η_jη_l > β_0|ξ|^2|η|^2 (3.7)

pri l¸byh ξ, η ∈ E^3. BlagodarØ fftomu

ν_k(ξ) > β_0|ξ|^2, k = 1, 2, 3. (3.8)

GlavnaØ matrica sistemy (3.6) imeet vid

B(ξ, λ) = iλ + a_{11}(ξ) A_{12}(ξ) A_{13}(ξ) ξ_1 A_{21}(ξ) iλ + A_{22}(ξ) A_{23}(ξ) ξ_2 A_{31}(ξ) A_{32}(ξ) iλ + A_{33}(ξ) ξ_3 ξ_1 ξ_2 ξ_3 0 . Ee sobstvennye qisla μ_k(λ, ξ) = iλ + ν_k(ξ). Oni ØvlØ¸tsØ 2- odnorodnymi funkciØmi (ξ, λ) v sledu¸wem smysle

μ_k(a^2λ, aξ) = a^2μ_k(λ, ξ), ∀ a > 0. (3.9)

Netrudno ubedit~sØ, qto

det B(ξ, λ) = −μ_1μ_2η^2_3 − μ_2μ_3η^2_1 − μ_3μ_1η^2, (3.10_1)

gde vektor η = (η_1, η_2, η_3) svØzan s vektorom ξ ortogonal~noæ matricy O(ξ), privodØweæ A(ξ) k diagonal~nomu vidu. Iz (3.10_1) netrudno zakl¸qit~, qto

| det B(ξ, λ)| > m_0|ξ|^2(|ξ|^4 + λ^2) (3.11)

s nekotoroæ postoØnnoæ m_0 > 0. Znaqit pri |ξ| ≠ 0 sistema (3.6) odnoznaqno razrexima. Ee rexenie imeet vid ~u_j(ξ, λ) = det^{−1}B(ξ, λ) 3∑ k=1 c_{jk}(ξ, λ) ~f_k(ξ, λ),

~q_j(ξ, λ) = det^{−1}B(ξ, λ) 3∑ k=1 c_{4k}(ξ, λ) ~f_k(ξ, λ), (3.12)

gde c_{jk}(ξ, λ) pri j < 4 ime¸t strukturu c_{jk}(ξ, λ) = c_{jk,lm}(ξ, λ)ξ_lξ_m, j < 4, (3.13_1)

170 O. A. LADYȷENSKA˚

priqem c_{jk,lm}(ξ, λ) sut~ 2-odnorodnye polinomy ξ, λ) v smysle (3.9). Funkcii c_{4k} ØvlØ¸tsØ 5-odnorodnymi polinomami (ξ, λ), t.e.

c_{4k}(aξ, a^2λ) = a^5c_{4k}(ξ, λ). (3.13_2)

DlØ f, udovletovr¸Øwih uslovi¸

div f = 0, (3.14_1)

funkcii ~f udovletvorØ¸t sootnoxeniØm

ξ_k ~f_k(ξ, λ) = 0, (3.14_2)

a funkcii c_{4k} obreta¸t vid

c_{4k}(ξ, λ) = c_{4k,lmn}(ξ, λ)ξ_lξ_mξ_n (3.13_3)

s 2-odnorodnymi polinomami c_{4k,lmn} v smysle (3.9).

Opredelitel~ matricy B(ξ, λ) imeet strukturu

det B(ξ, λ) = b_{kl}(ξ, λ)ξ_kξ_l, (3.10_2) gde b_{kl}(aξ, a^2λ) = a^4b_{kl}(ξ, λ). (3.10_3)

Proizvodnym ∂^2_{xnxr} u_j sootvetstvu¸t ih obrazy −ξ_nξ_r ~u_j(ξ, λ) = − 3∑ k=1 ξ_nξ_rc_{jk,lm}(ξ, λ)ξ_lξ_m det B(ξ, λ) ~f_k(ξ, λ), (3.15_1)

Fur~e-obraz proizvodnoæ ∂_tu_j takoæ iλ~u_j (ξ, λ) = 3∑ k=1 iλc_{jk,lm}(ξ, λ)ξ_lξ_m det B(ξ, λ) ~f_k(ξ, λ), (3.15_2)

a Fur~e-obrazom ∂_{xj} q v sluqae (3.14_1) ØvlØ¸tsØ funkcii iξ_j ~q = 3∑ k=1 iξ_j c_{4k,lmn}(ξ, λ)ξ_lξ_mξ_n det B(ξ, λ) ~f_k(ξ, λ). (3.15_3)

Mnoßiteli, stoØwie pri ~f_k(ξ, λ) vo vseh fftih ravenstvh (3.15_k) i pretendu¸t byt~ mul~tiplikatorami ~m, poroßda¸wimi v prostranstvah H^{(γ,γ/2)}_0 (E^4) ograniqennye operatory.

TEOREMA O MUL^TIPLIKATORAH 171

Deæstvitel~no, netrudno proverit~, qto kaßdyæ iz fftih ~m ØvlØetsØ 0-odnorodnoæ funkcieæ (ξ, λ) v smysle ~m(aξ, a^2λ) = ~m(ξ, λ), ∀ a > 0. Pofftomu funkcii^∨m_j(ξ, λ) ≡ ~m (_ξ 2j ,^λ_{22j} ) = ~m(ξ, λ) i proverØt~ nado

lix~ odno neravenstvo ‖ ‖ ‖F^{−1}( ~M) ‖ ‖ ‖_{1,En} 6 μ (3.16) dlØ ~M(ξ, λ) = ~m(ξ, λ)χ(ξ). DlØ fftogo moßno vospol~zovat~sØ lemmoæ 2.1, ibo, kak netrudno ubedit~sØ, spravedlivo neravenstvo ‖ ‖ ‖ ~m ‖ ‖ ‖_{W 32 (ω)} 6 μ1. (3.17)

Naprimer, funkciØ ~m(ξ, λ) = − ξ_nξ_rc_{jk,lm}(ξ, λ)ξ_lξ_m b_{kl}(ξ, λ)ξ_kξ_l , vhodØwaØ v kaqestve mnoßitelØ pri ~f_k(ξ, λ) v (3.15_1) imeet osobennosti v ω = { (ξ, λ) || |ξ| + √ |λ| ∈ [_1 4 , 4 ]} tol~ko pri ξ = 0; pri fftom sama ona i ee proizvodnye po ξ do vtorogo porØdka ØvlØ¸tsØ ograniqennymi v ω funkciØmi. Proizvodnye ße po ξ tret~ego porØdka ime¸t osobennosti porØdka 1. /|ξ|, i potomu ih kvadraty summiruemy po oblasti ω. Vse ostal~nye proizvodnye ot ~m do tret~ego porØdka vkl¸qitel~no toße kvadratiqno-summiruemy po ω i, tem samym, uslovie (2.8) vypolneno s nekotoroæ μ_1 < ∞. Analogiqno proverØetsØ uslovie (2.8) dlØ vseh ostal~nyh kofffficientov pri ~f_k v ravenstvah (15_k), k = 1, 2, 3. BlagodarØ fftomu my moßem vospol~zovat~sØ teoremoæ 2.2 i sdelat~ sledu¸wiæ vyvod:

Teorema 3.1. Zadaqa Koxi (3.1k), k = 1, 2, 3, dlØ l¸bogo f ∈

L_2(E^4_+) imeet edinstvennoe rexenie u, q, oblada¸wee svoæstvami: u ∈ W^{2,1}_{2,0} (E^4_+ ), ∇q ∈ L_2(E^4_+ ). Esli k tomu ße f prinadleßit

H^{γ,γ/2}_0 E^2_+ ) s kakim-libo γ ∈ (0, 1) i udovletvorØet (3.5), to rexenie u, q obladaet takße svoæstvami: u_{xx}, u_t, ∇q ∈ H^{γ,γ/2}_0 (E^4_+ ).

172 O. A. LADYȷENSKA˚

Norma v W^{2,1}_{2,0} (E^4_+) opredelØetsØ ravenstvom ‖ ‖ ‖u ‖ ‖ ‖_{W 2,12,0 (E4+ )} = ‖ ‖ ‖ut ‖ ‖ ‖_{2,E4+} + ‖ ‖ ‖uxx ‖ ‖ ‖_{2,E4+} + sup_{t∈E1} + ‖ ‖ ‖ux( · , t) ‖ ‖ ‖_{2,E3} , priqem nolik v W^{2,1} ukazyvaet na obrawenie v nul~ fflementov

fftogo prostranstva pri t = 0.

Pervoe utverßdenie teoremy 3.1 moßno dokazat~ razliqnymi

metodami, analogiqno tomu, kak ffto bylo sdelano nami ewe v

seredine 50-h godov dlØ naqal~no-kraevyh zadaq i zadaqi Ko-

xi dlØ nestacionarnyh uravneniæ raznyh tipov (v ih qisle

i uravneniæ Stoksa). V dannom sluqae, poßaluæ, prowe vse-

go ispol~zovat~ preobrazovanie Fur~e po (x, t) i to, qto polu-

qeno dlØ ~u, ~q v dannom paragrafe. Pri fftom snaqala udobno

sqitat~ f ∈^:C^∞(E^4_+) (t.e. nositel~ f leßit v otrytom polu-

prostranstve E^3 × (0, ∞)). DlØ takogo f obraz Fur~e ~f ØvlØ-

etsØ beskoneqno-gladkoæ bystro ubyva¸weæ funkcieæ. Pofftomu

funkcii u = F^{−1}(~u), q = F^{−1}(~q) dlØ ~u, ~q iz (3.12) budut besko-

neqno gladkimi funkciØmi. Oni i da¸t rexenie zadaqi (3.1_k),

k = 1, 2, 3. DlØ nih spravedlivy neravenstva ⟨ u_t ⟩_{(γ,γ/2)} E4+ + ⟨ u_{xx} ⟩_{(γ,γ/2)} E4+ + ⟨ ∇q ⟩_{(γ,γ/2)} E4+ 6 c^⟨f^{⟩(γ,γ/2)}_{E4+} , (3.181)

a takße neravenstvo ‖ ‖ut ‖ ‖_{2,E4+} + ‖ ‖uxx ‖ ‖_{2,E4+} + ‖ ‖∇q ‖ ‖_{2,E4+} 6 c‖f‖. (3.182)

�to poslednee est~ sledstvie ograniqennosti mul~tiplikatorov

v ravenstvah (3.15_k), k = 1, 2, 3.

Polezno imet~ vvidu i naqilie ocenok ‖ ‖ ‖ut ‖ ‖ ‖^2_{,E4t} + β0 ‖ ‖ ‖ux(t) ‖ ‖ ‖_{2,E3t} 6 ‖ ‖ ‖f ‖ ‖ ‖^2_{,E4t} , (3.191) ‖ ‖ ‖uxx ‖ ‖ ‖_{2,E4t} 6 √ 3 β_0 ‖ ‖ ‖f ‖ ‖ ‖_{2,E4t} (3.192) i ‖ ‖ ‖∇q ‖ ‖ ‖_{2,E4t} 6 β2 ‖ ‖ ‖f ‖ ‖ ‖_{2,E4t} , (3.193)

v kotoryh E^4_t = E^3 × (0, t), a β_2 – qislo, opredelØemoe qislami

β_0 i β_1 iz (3.4).

TEOREMA O MUL^TIPLIKATORAH 173

PervaØ iz nih poluqaetsØ v rezul~tate umnoßeniØ (3.1_1) na

∂_tu_j s posledu¸wim summirovaniem po j = 1, 2, 3 i integriro-

vaniem po x ∈ E^3. Posle integrirovaniØ po qastØm vo vtorom qlene poluqaetsØ ‖ ‖ ‖ut ‖ ‖ ‖^2_{,E3} + 1 2 d dt ∫ E3 D_{jk,lm}u_{lxm} u_{jxk} dx = (f, u_t) 6

6^1_2^‖ut^‖^2_{,E3} +^1_2^‖f^‖^2_{,E3} .

Ots¸da ße v silu (3.4) sleduet (3.19_1). Ocenka (3.19_2) poluqaetsØ iz rassmotreniØ rezul~tata umnoßeniØ (3.1_1) na −Δu_j = 3∑ n=1 u_{jxnxn} , summirovaniØ po j = 1, 2, 3 i integrirovaniØ po E^3.

�to daet ravenstvo 1 2 d dt ‖u_x(t)‖^2 + ∫ Ω D_{jk,lm} u_{lxm xn} u_{jxkxn} = −(f, Δu). IntegriruØ ego po t i ispol~zuØ snova (3.4), poluqim

β_0 ‖ ‖uxx ‖ ‖^2_{,E4t} 6 ‖ ‖f ‖ ‖_{2,E4t} ‖ ‖Δu ‖ ‖_{2,E4t ,} a ots¸da ‖ ‖ ‖uxx ‖ ‖ ‖_{2,E4t} 6 √ 3 β_0 ‖ ‖ ‖f ‖ ‖ ‖_{2,E4t} . (3.20)

Iz sistemy (3.1_1) i neravenstv (3.19_k), k = 1, 2, poluqaetsØ ocenka ‖ ‖ ‖∇q ‖ ‖ ‖_{2,E4t} 6 β2 ‖ ‖ ‖f ‖ ‖ ‖_{2,E4t} . (3.21)

Itak, funkcii f ∈^:C^∞(E^4_+) sootvetstvuet beskoneqno-gladkoe rexenie u, q, priqem u ∈ W^{2,1}_{2.0} (E^4_+ ), a ∇q ∈ L_2(E^4_+). L¸bu¸ ße f ∈ H^{γ,γ/2}_0 (E^4_+) moßno approksimirovat~ funkciØmi f^m iz : C^∞(E^4_+) i, ispol~zuØ ime¸wiesØ u nas ocenki, ubedit~sØ, qto

rexeniØ u^m, q^m zadaqi (3.1_1), k = 1, 2, 3, sootvetstvu¸wie svobodnym qlenam f^m, shodØtsØ dolßnym obrazom k rexeni¸ u, q fftoæ ße zadaqi so svobodnymi qlenom f, priqem u, q obladaet svoæstvami, ukazannymi v teoreme 3.1.

174 O. A. LADYȷENSKA˚

V drugoæ stat~e my pokaßem, qto rezul~taty §2 pozvolØ¸t sravnitel~no prosto issledovat~ naqal~no-kraevye zadaqi v poluprostranstvah dlØ uravneniæ paraboliqeskogo tipa i sistemy Stoksa.

Literatura

1. L. Hörmander, The Analysis of Linear Partial Differential Operators. I. Springer-Verlag, Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, 256, 1983, 391 p.

2. O. A. Ladyzhenskaya, On multiplicators in Hölder spaces with nonhomogeneous metrics. Report No. 16, 1999/2000, ISSN, 1103-467X, ISRN IML-R-16-99/100-SE, pp. 1–7.

3. O. A. LadyßenskaØ, Novye uravneniØ dlØ opisaniØ dvißeniØ vØzkih nesßimaemyh ßidkosteæ i global~naØ razreximost~ kraevyh zadaq dlØ nih. — Trudy MIAN SSSR 102 (1967), 85–104.

4. O. A. LadyßenskaØ, O nekotoryh modifikaciØh uravneniØ Nav~e–Stoksa dlØ bol~xih gradientov skorosteæ. — Zap. nauqn. semin. LOMI 7 (1968), 126–154.

5. O. A. Ladyzhenskaya, Attractors for the modifications of the three-dimensional Navier–Stokes equations. — Phil. Trans. Royal Soc. of London, Ser. A 246 (1994), 173–190.

6. O. A. LadyßenskaØ, G. A. Seregin, Koffrcitivnye ocenki dlØ rexeniæ linearizaciæ modificirovannyh uravneniæ Nav~e–Stoksa. — Dokl. RAN 370, No. 6 (2000), 738–740.

Ladyzhenskaya O. A. On multiplicators in Hölder spaces with nonhomogeneous metrics.

In §2 sufficient conditions of boundedness of the convolution operators with kernel m in a nonhomogeneous Hölder space are given in terms of the Fourier-image of m. After that the result of §2 are used to prove solvability in a Hölder space of the Cauchy problem for the linear systems of hydrodynamical type.

Postupilo 1 oktØbrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN