Zapiski nauqnyh seminarov POMI Tom 271, 2000 g.

O. A. LadyßenskaØ

O POGREXNOST˚H V DVUH MOIH PUBLIKACI˚H PO URAVNENI˚M NAV^E–STOKSA I IH ISPRAVLENI˚H

Moßno utexat~ sebØ tem, qto ne oxibaetsØ tol~ko tot, kto niqego ne delaet. No, tem ne menee, ogorqitel~no, esli oxibka zakralas~ v tvo¸ publikaci¸, i osobenno nepriØtno, esli ona privela k nevernym rezul~tatam drugogo issledovatelØ. Imenno o takoæ oxibke poædet req~ v p. 1.

1. Ob odnoæ ε-approksimacii uravneniæ Nav~e–Stoksa.

V rabote [1] byla predloßena sledu¸waØ approksimaciØ pervoæ naqal~no-kraevoæ zadaqi dlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa

M(u, p) = u_t + εΔ^2u − νΔu + u · ∇u + ∇p = f, ε = const > 0, (1_1)

div u = 0, (1_2) u | |_{∂Ω} = 0, (13) Δu | |_{∂Ω} = 0, (14) u | |_{t=0} = u^0, (x, t) ∈ QT = Ω × (0, T ), (15)

i o neæ skazano (pervaØ qast~ teoremy 1), qto ffta zadaqa global~no odnoznaqno razrexima pri l¸boæ f ∈ L_2(Q_T ) i u^0 ∈ W^2_2 (Ω), div u^0 = 0, u^0 | |_{∂Ω} = 0.

Odnako, ffto neverno, ibo takaØ zadaqa pereopredelena – v neæ “slixkom mnogo” kraevyh usloviæ. “Prosto tak” ffto ne vidno, tem bolee, qto dlØ operatora Δ^2 (a imenno on vhodit v odin iz starxih qlenov (1_1)) kraevye usloviØ (1_3) i (1_4) da¸t korrektnu¸ zadaqu. Odnako naliqie svØzi (1_2) menØet delo. OkazyvaetsØ, kraevyh usloviæ dolßno byt~ pØt~, a ne xest~. V kaqestve takovyh moßno vzØt~, naprimer, usloviØ u | |_{∂Ω} = 0, Δu × n | |_{∂Ω} = 0, (2) 151

152 O. A. LADYȷENSKA˚ gde n est~ normal~ k poverhnosti ∂Ω. R. S. Saks pokazal, qto usloviØ (2) udovletvorØ¸t usloviØm dopolnitel~nosti dlØ sistemy εΔ^2u − νΔu + ∇p = f, div u = 0 (3)

s ∀ ε > 0 i ∀ ν ∈ R^1, priqem proveril, qto sama sistema (3) ØvlØetsØ obobwenno-fflliptiqeskoæ. BlagodarØ fftomu, soglasno obweæ teorii razreximosti dlØ takih sistem, zadaqa (3) i (2) ØvlØetsØ normal~no razreximoæ (t.e. ee Ødro i koØdro koneqnomerny). Odnako netrudno ubedit~sØ neposredstvenno, qto na samom dele zadaqa (3) i (2) odnoznaqno razrexima dlØ vseh f, naprimer, iz L_2(Ω), ispol~zuØ tu metodiku, s pomow~¸ kotoroæ Ø v seredine 50-h godov dokazala podobnyæ fakt dlØ sistemy Stoksa. V osnove ee leßit ffnergetiqeskoe sootnoxenie, poluqaemoe iz rassmotreniØ skalØrnogo proizvedeniØ ( , ) v L_2(Ω) uravneniØ (3) na u. A imenno: ε(Δ^2u, u) − ν(Δu, u) + (∇p, u) = (f, u). (4) V nem tretiæ qlen raven nul¸,

−(Δu, u) = (u_x, u_x), a (Δ^2u, u) = (Δu, Δu). (5)

�ti ravenstva poluqeny s pomow~¸ integrirovaniØ po qastØm, usloviæ (2) i uravneniØ div u = 0. Takim obrazom, iz (4) sleduet

(Δu, Δu) = (f, u). (6)

Ots¸da ocenivaetsØ norma u v W^2_2 (Ω). �to ße ravenstvo (6) i takie ße ocenki ime¸t mesto i dlØ sistemy (3) s vkl¸qennymi v nee qlenami u·∇u. �to pozvolØet dokazat~ i dlØ nee global~nu¸ razreximost~ v W^2_2 (Ω) kraevoæ zadaqi (2) (tak, kak ffto bylo sdelano mno¸ dlØ stacionarnoæ sistemy Nav~e–Stoksa).

DlØ nestacionarnoæ zadaqi (1_1), (1_2), (2), (1_5) global~naØ odnoznaqnaØ razreximost~ dokazyvaetsØ s pomow~¸ sledu¸wego sootnoxeniØ balansa ffnergiæ 1 2 d dt ‖u‖^2 + ε‖Δu‖^2 + ν‖u_x‖^2 = (f, u). (7)

Ono poluqaetsØ iz sootnoxeniØ ( M(u, p), u ) = (f, u).

O POGREXNOST˚H PO URAVNENI˚M NAV^E–STOKSA 153 Odnako v [1] ispol~zovany i drugie sootnoxeniØ, kotorye verny pri usloviØh (1_3), (1_4), no ne ime¸t mesta pri uslovi- Øh (2). Odno iz takih sootnoxeniæ takovo

(Δu, ∇q) = 0. (8)

UsloviØ (1_3), (1_4) ispol~zovany i pri vyvode sootnoxeniØ

(Δ^2u, −Δu) = (Δu_x, Δu_x). (9)

VrØd li ono verno pri usloviØh (2).

DlØ teh voprosov, kotorye menØ interesovali v [1], moßno ispol~zovat~ vmesto approksimacii (1_k), k = 1, . . . , 5, approksimaci¸ (1_1), (1_2), (2), (1_5). Ee rexeniØ u^ε shodØtsØ pri ε → 0 k rexeniØm u pervoæ naqal~no-kraevoæ zadaqi dlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa, priqem v predpoloßenii sup t∈(0,T ] ∫ Ω |u^ε(x, t)|^{3+δ}dx 6 c(δ), δ > 0 (10) posledovatel~nost~ {u^ε}_{ε>0} budet imet~ edinstvennyæ predel (imenno ffto utverßdaetsØ vo vtoroæ polovine teoremy 1).

Odnako takoæ uslovnyæ rezul~tat perestal byt~ interesnym posle togo, kak byli dokazany drugie bolee poleznye uslovnye rezul~taty, ne svØzannye s kakoæ-libo approksimacieæ uravneniæ Nav~e–Stoksa. Naprimer, v moeæ rabote [2] 1967 goda dokazano, qto esli u est~ obobwennoe rexenie zadaqi u_t − νΔu + u · ∇u + ∇p = f, div u = 0, u | |_{∂Ω} = 0, u | |_{t=0} = u^0, (x, t) ∈ QT = Ω × (0, T ), Ω ∈ R^3,

(11)

prinadleßawee kakomu-nibud~ iz prostranstv L_{q,r}(Q_T ) s 2 r + 3 q = 1, r ∈ [2, ∞), q ∈ (3, ∞], (12_1) ili q > 3, r = ∞, (12_2)

to ono edinstvenno i ego gladkost~ rastet s povyxeniem gladkosti f i u^0. Kak vidim, uslovie (10) stykuetsØ s usloviem (12_2). V §4 glavy VI iz [3] est~ teorema 12^′, ØvlØ¸waØsØ drugim uslovnym rezul~tatom po zadaqe (11).

154 O. A. LADYȷENSKA˚

Teorema 1 iz [1], k soßaleni¸, imeetsØ (pravda, bez dokazatel~stva) v pervom russkom izdanii [4] moeæ knigi (kak teorema 13, §6, gl. VI) i v ee angliæskom perevode [5] (teorema 13, §7, gl. VI). Iz vtorogo russkogo izdaniØ [3] Ø ee vybrosila, soobwiv zainteresovannym, qto ona neverna. Nikakih sledstviæ iz nee Ø nikogda ne delala i zabyla o ee suwestvovanii. Odnako ona soslußila plohu¸ slußbu moemu kollege A. P. Oskolkovu. On ispol~zoval approksimaci¸ (1_k), k = 1, . . . , 5 dlØ izuqeniØ pervoæ naqal~no-kraevoæ zadaqi dlØ vodnyh rastvorov polimerov [6, 7]. Uvidev ffti publikacii, Ø soobwila emu o nevernosti teoremy 1, a takße o vozmoßnosti vzØt~ vmesto usloviæ (1_3) i (1_4) kraevye usloviØ (2), no takie usloviØ ego ne ustraivali, ibo pri nih on terØl vaßnoe dlØ nego sootnoxenie (8). Posle fftogo Oskolkov zamenil uslovie prilipaniØ usloviem proskal~zyvaniem i dlØ nego vse sdelal korrektno. Vopros ße o razreximosti dlØ sistem vodnyh rastvorov polimerov naqal~no-kraevoæ zadaqi s usloviØmi prilipaniØ ostalsØ otkrytym.

Ukaßem ewe dva nedoqeta iz §2 raboty [1].

1) V teoreme 2 nado bylo ukazat~, qto naqal~noe pole ⃗u^0 dolßno udovletvorØt~ (neobhodimym) usloviØm: div ⃗u^0 = 0 i (u^0, n) | |_S = 0 (ponimaemym v obobwennom smysle). V termino-

logii knig [3–5] ffti trebovaniØ zapisyva¸tsØ tak: ⃗u^0 ∈^∘J(Ω).

2) V teoreme 3 takße ne ukazano, qto ⃗u^0 dolßno ewe udovletvorØt~ neobhodimym usloviØm div ⃗u^0 = 0 i u^0 | |_S = 0.

2. O stacionarnyh potokah vØzkih nesßimaemyh ßidkosteæ v neograniqennyh trehmernyh oblastØh s cilindriqeskimi vyhodami na beskoneqnost~.

V zametke [8] Ø anonsirovala suwestvovanie po kraæneæ mere odnogo stacionarnogo bezdivergentnogo rexeniØ v uravneniæ Nav~e–Stoksa, stremØwegosØ k teqeni¸ PuazeælØ v kaßdom iz dvuh cilindriqeskih vyhodov oblasti teqeniØ na beskoneqnost~. Odnako, srazu ße posle vyhoda zametki v svet Ø ponØla, qto moe dokazatel~stvo imeet lakuny.

Pravil~naØ postanovka i issledovanie stacionarnyh zadaq dlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa v neograniqennyh oblastØh s vyhodami tipa vyhodov zametki [8] dany v rabotah [9, 10].

O POGREXNOST˚H PO URAVNENI˚M NAV^E–STOKSA 155

Literatura

1. O. A. LadyßenskaØ, O nestacionarnyh uravneniØh Nav~e–Stoksa. — Vestn. Leningr. universiteta 19 (1958), 9–18.

2. O. A. LadyßenskaØ, O edinstvennosti i gladkosti obobxennyh rexeniæ uravneniæ Nav~e–Stoksa. — Zap. nauqn. semin. LOMI 5 (1967), 169–185.

3. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dlØ vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. Vtoroe izd., “Nauka”, M. (1970).

4. O. A. LadyßenskaØ, Matematiqeskie voprosy dlØ vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti. GIFML, M. (1961).

5. O. A. Ladyzhenskaya, The Mathematical Theory of Viscous Incompressible Flow.

Gordon and Breach, New York-London (1963).

6. A. P. Oskolkov, O razreximosti v celom pervoæ kraevoæ zadaqi dlØ odnoæ kvazilineænoæ sistemy 3-go porØdka, vstreqa¸weæsØ pri izuqenii dvißeniØ vØzkoæ ßidkosti. — Zap. nauqn. semin. LOMI 27 (1972), 145–160.

7. A. P. Oskolkov, O edinstvennosti i razreximosti v celom kraevyh zadaq dlØ uravneniæ dvißeniØ vodnyh rastvorov polimerov. — Zap. nauqn. semin. LOMI 38 (1973), 98–136.

8. O. A. LadyßenskaØ, Stacionarnye dvißeniØ vØzkoæ nesßimaemoæ ßidkosti v trube. — DAN SSSR 124, No. 3 (1959), 353–553.

9. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, Nahoßdenie v neograniqennyh oblastØh rexeniæ stacionarnyh kraevyh zadaq dlØ uravneniæ Nav~e–Stoksa, ime¸wih beskoneqnu¸ dissipaci¸. — DAN SSSR 249, No. 4 (1979), 828–831.

10. O. A. LadyßenskaØ, V. A. Solonnikov, O nahoßdenii rexeniæ kraevyh zadaq dlØ stacionarnyh uravneniæ Nav~e–Stoksa, ime¸wih neograniqennyæ integral Dirihle. — Zap. nauqn. semin. LOMI 96 (1980), 117–160.

Ladyzhenskaya O. A. On some gaps in two my publications on the Navier–Stokes equations and their improvements.

We indicate some gaps in two of my publications of 1958 and 1959 years and describe how to imptove them.

Postupilo 1 oktØbrØ 2000 g.

S.-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova RAN